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   و توابع صعودي و نزولياكسترمم هاي يك تابع : لوادرس 

 يك  بعد از تعريف نقاط اكسترمم    سپس  كنيم و   مي  يكنوايي تابع را به كمك مشتق بررسي        ابتدا  در اين درس    

  .ماييمنمي بررسي نقاط را اين تابع، مشتق به كمك ، تابع

  تابع صعودي و نزولي

  : بياد داريم كه .  نزولي آشنا شده ايمدر فصول گذشته با تعريف توابع صعودي و

  . يا صعودي و يا نزولي باشدIي روي بازهf يكنوا گوييم، هرگاه تابعIيرا روي بازهf تابع:الف 

 يا اكيداً صعودي و يا اكيداً نزولي Iي روي بازهf اكيداً يكنوا گوييم، هرگاه تابعIيهرا روي بازfابعت :ب 

  .باشد

  . طبق تعريف، تابع ثابت هم صعودي و هم نزولي است :1توجه 

) نزولي(اشد، آنگاه روي اين بازه صعودي ب )يا اكيداً نزولي( اكيداً صعودي Iيزهروي باf اگر تابع :2توجه 

  .است

xxxf با رسم نمودار ، يكنوايي تابع :مثال −=   . را بررسي كنيد)(||

   :حل 





<−
≥
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xxxf ||)(  

  

  

  

  

  

),[ي در بازهfتابعمشاهده مي شود كه  ],(يي و در بازهل نزو اكيداًً∞−0 به طور كلي .  ثابت است0∞+

),( درfتابع   . نزولي است∞−∞+
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  )2ي صفحه ( 

  كاربرد مشتق در تشخيص يكنوايي توابع

  .توجه كنيدي زير قضيهبه . وابع استتتق تعيين يكنوايي يكي از كاربردهاي مهم مش

],[ي بر روي بازهfتابع فرض كنيد baي پيوسته و بر بازه),( baدر اين صورت .  مشتق پذير باشد:  

),(اگر به ازاي هر: الف  bax ′<0 داشته باشيم ∋ )(xfاه تابع بر ، آنگ],[ baاكيداً صعودي است .  

),(اگر به ازاي هر: ب  bax ′>0 داشته باشيم ∋ )(xfآنگاه تابع بر ، ],[ baاكيداً نزولي است .  

),(اگر به ازاي هر: ج  bax ′=0 داشته باشيم ∋ )(xfآنگاه تابع بر ، ],[ baثابت است .  

],[ي بر بازهf فوق آن است كه تابعيقضيه شرط استفاده از  :1توجه baي پيوسته و بر بازه),( ba 

  .مشتق پذير باشد

 از تابع مشتق گرفته و ريشه هاي مشتق را در صورت وجود به دست  براي تعيين يكنوايي يك تابع، :2توجه

در هر فاصله كه علامت مشتق ، .  تعيين علامت مي كنيم1سپس تابع مشتق را در قالب يك جدول. مي آوريم

مثبت بود، منحني تابع در آن فاصله اكيداً صعودي و در هر فاصله كه علامت مشتق منفي بود، منحني تابع در 

  .له اكيداً نزولي استآن فاص

133 جدول تغييرات تابع :مثال  +−= xxxf   . را رسم كنيد)(

  :حل 

10333313 2023 ±=→=− →−=′→+−= =′
xxxxfxxxf xf )()()(  

  

  

  

],[ي در بازهfتابعلذا  ),( اكيداً نزولي و در بازه هاي−11 ),( و1∞+   .اكيداً صعودي است ∞−−1

  : توجه 

3xxfبراي مثال تابع .ستني قضيه براي توابع يكنوا درست  عكس اين :1 اما  . صعودي اكيد است)(=

  . مثبت نيستx=0مشتق آن در

)(][بع مانند تا. باشد) غير اكيد( ممكن است مشتق تابعي صفر شود و آن تابع صعودي يا نزولي :2 xxf =  

                                                 
  .اين جدول را جدول تغييرات يا جدول رفتار تابع مي نامند.  1

∞+  1    1-  ∞−  x  
+  0  -  0  +  y′  

∞+  1-    3  ∞−  y  
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  )3ي صفحه( 

  )سراسري( نقاط و مقدار هاي اكسترمم مطلق 

 داشته ∋fDx گويند، هرگاه به ازاي هرfتابع) سراسري (مينيمم مطلقي  را نقطه∋fDcينقطه

)()(باشيم  xfcf به عبارت ديگر (  .مي نامندf تابعمينيمم مطلقرا مقدار cf)(همچنين مقدار. ≥

),)((ينقطه cfcي مينيمم مطلق تابع نقطهf است، هرگاه اين نقطه از هيچ يك از نقاط واقع بر نمودار 

  .)تر نباشد، بالاfتابع

 داشته ∋fDx گويند، هرگاه به ازاي هرfتابع) سراسري (ماكزيمم مطلقي  را نقطه∋fDcينقطه

)()(باشيم  xfcf به عبارت ديگر (  .مي نامندfماكزيمم مطلق تابع  را مقدارcf)(همچنين مقدار. ≤

),)((ينقطه cfcي ماكزيمم مطلق تابع نقطهf است، هرگاه اين نقطه از هيچ يك از نقاط واقع بر نمودار 

  .)، پايين تر نباشدfتابع

  . تابع ناميده مي شوداكسترمم مطلقي  نقطهي مينيمم مطلق يا ماكزيمم مطلق ،هر نقطه

   :1مثال 

],[يدر بازهfتابع 312ا در پيوسته نيست، ام=x داراي 

22 وماكزيمم مطلق است == )()max( ff  

يا تابع در بازهام],[   .ق ندارد مينيمم مطل31

   :2مثال 

],[يدر بازهfتابع  داراي x=2 وx=1ست و درني پيوسته 31

021مينيمم مطلق است و === )()()min( fffا تابع  ام

],[يدر بازه   . ماكزيمم مطلق ندارد31

   :3ثال م

],[يدر بازهfتابع  داراي مينيمم x=2 پيوسته نيست و در31

02مطلق است كه == )()min( ff 3 و در=x داراي 

43ماكزيمم مطلق است كه  == )()max( ff  

  

1 2 3 

1 

2 

1 2 3 

1 

1 2 3 

1 

4 
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  )4ي صفحه ( 

  : توجه 

],[يي بسته در بازهfعاگر تاب  :1 ba پيوسته باشد، آنگاه در اين بازه هم مقدار ماكزيمم و هم مقدار 

  .مينيمم مطلق دارد

],[يي بسته در بازهf فرض كنيد كه تابع  :2 baر سه حالت زير در اين صورت د.  تعريف شده باشد

  .مقادير اكسترمم مطلق تابع را بررسي مي كنيم

وقتي مقادير اكسترمم مطلق را در نقاط انتهايي بازه داشته باشيم: ل حالت او.  

بازه داشته باشيم و در آن نقاط مقدار مشتق صفر 2وقتي مقادير اكسترمم مطلق را در نقاط دروني: م حالت دو 

  .باشد

مقادير اكسترمم مطلق را در نقاط دروني بازه داشته باشيم و در آن نقاط تابع مشتق پذير وقتي :  م حالت سو

  .نباشد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

                                                 
2
],[يتابع در بازه اگر.   baيآنگاه تمام نقاط بازه . تعريف شده باشد),( baاط و نق را نقاط درونيbx axو=  را نقاط =

],(ي در بازه. مي نامندكناري baفقط ax ),[يو در بازه= baفقط bx  . مرزي و ساير نقاط دروني هستند=

max 

min 

a b 

 )حالت اول( 

max 

min 

a b 

 )م ودحالت ( 

max 

min 

a b 

 )م وسحالت ( 

max 

min 

a b 

 )م وسحالت ( 
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  )5ي صفحه( 

  نقاط بحراني تابع

cf)(مي ناميم، هرگاه ياfتابع ي بحرانينقطه را ∋fDcينقطه ′=0موجود نباشد يا′ )(cf  

اگر نمودار تابع معلوم مي باشد به راحتي نقاطي كه تابع در آنها مشتق ناپذير بوده و يا مشتق تابع در آنها صفر 

علاوه بر اين براي تعيين نقاط بحراني يك تابع، مي توان مشتق تابع را بدست آورده و . است را تعيين نمود

  .ي بحراني مي پذيريم نقطه به عنوان ريشه هاي صورت و مخرج آن را

],[يي بـسته  بر بازهfبا توجه به اين تعريف نتيجه مي شود كه اگر تابع          :توجه   ba    ،تعريـف شـده باشـد 

bxچون تابع درنقاط ax و=   .ي بحراني محسوب مي شونده، مشتق پذير نيست،  پس اين نقاط، نقط=

132 نقاط بحراني تابع  :مثال 23 ++−= xxxf ],[ي را روي بازه)(   . بياييد−21

 فقط نقاطي را تعيين مي ابتدالذا .  مشتق پذير است دروني بازه در تمام نقاط است و تابع چند جمله اي:حل 

  .كنيم كه در آنها مشتق برابر صفر باشد

132 23 ++−= xxxf )(  

006666يا1 202 ==→=+− →+−=′→ =′
xxxxxxxf

xf )()(  

ي ي ابتداي بـازه    به عنوان نقطه   x=−1ي نقطه .هستند نقاط بحراني نمودار تابع      x=1 و x=0پس نقاط 

  .  داده شده، نيز بحراني مي باشد

23 نقاط بحراني تابع  :مثال 3xxxf ],[ي را روي بازه)(=−+   . بياييد−11

 نقاطي را تعيين مي كنيم كه ابتدالذا .  مشتق پذير است نقط دروني بازهتابع چند جمله اي در تمام نقاط :حل 

  .در آنها مشتق برابر صفر باشد

23 3xxxf +−=)(  

],[)( )(
006363يا112 202 −∉==→=+− →+−=′→ =′

xxxxxxxf
xf

  

 و انتهـاي    ط ابتـدا  ا به عنوان نق   x=−1 و x=1نقاط. استي بحراني نمودار تابع      نقطه x=0يپس نقطه 

  .  دني داده شده، نيز بحراني مي باشبازه

23 نقاط بحراني تابع :مثال 3xxxf ),(ي را روي بازه)(=−+   .ياييد ب−11
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  )6ي صفحه ( 

لذا ابتدا نقاطي را تعيين مي كنيم كه .  تابع چند جمله اي در تمام نقاط نقط دروني بازه مشتق پذير است:حل 

  .در آنها مشتق برابر صفر باشد

23 3xxxf +−=)(  

],[)( )(
006363يا112 202 −∉==→=+− →+−=′→ =′

xxxxxxxf
xf

  

  . ي بحراني نمودار تابع استنقطهتنها  x=0يپس نقطه

xxxf نقطه يا نقاط بحراني تابع :ثال م 33   . را به دست آوريد)(=−

  . ي اعداد حقيقي استي اين تابع مجموعهدامنه. تابع چند جمله اي در تمام نقاط مشتق پذير است :حل 

1113303333 22202 −==→=→=→=− →−=′ =′
xxxxxxxf

xf ,)( )(
  

)(|| نقطه يا نقاط بحراني تابع :مثال 2−= xxfيد را تعيين كن.  

RD. ي اعداد حقيقي استي اين تابع مجموعه دامنه:حل  f =  

ي  يـك نقطـه    اين نقطه .  مشتق پذير نيست   x=2ياز طرفي اين تابع در نقطه     

  .بحراني تابع است

24نقطه يا نقاط بحراني تابع  :مثال xxxf   . را تعيين كنيد)(=−

  .ي تابع را تعيين مي كنيمبتدا دامنه ا:حل 

40040 ≤≤→≥−→≥− xxxxx )(24  

],[ 40=→ fD  

  .اكنون از تابع مشتق گرفته و ريشه هاي صورت و مخرج آن را تعيين مي كنيم

20
2

24

2

24 0 =→=
−

− →
−

−=′ =′
x

xx

x

xx

x
xf xf

22 44

)()(  

2=xريشه هاي صورت   

 4=x  0و=xريشه هاي مخرج   

  .  نقاط بحراني نمودار تابع مي باشندx=2 وx=0وx=4لذا نقطه هاي

2 
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  )7ي صفحه( 

xxxxf و اكسترمم مطلق تابعf نقاط بحراني تابع:مثال  1232 23 ],[ي را در بازه)(=+− 31− 

  .مشخص كنيد

  :حل 

0126612661232 20223 =−+ →−+=′→−+= =′
xxxxxfxxxxf xf )()()(

],[,],[ 3123110226 −∉−=−∈=→=−+→÷ xxxx  

  . بحراني هستندx=3 و x=−1 و x=1لذا نقاط 

7123211213121 23 −=−+=−+= )()()()(f  
13123211213121 23 =++−=−−−+−=− )()()()(f  

4536275431233323 23 =−+=−+= )()()()(f  

),(ينقطه 71 ),(ي مي نيمم مطلق و نقطه−    . است  ماكزيمم مطلق453

xxxxf نقاط بحراني تابع:تمرين  6
2

5

3

1 23   . در هر يك از بازه هاي زير تعيين كنيد)(=−−

),[ 52−∈x )       د),( 72−∈x)           ج],( 72−∈x)          ب],[ 72−∈x) الف  

  :حل 

065656
2

5

3

1 20223 =−− →−−=′→−−= =′
xxxxxfxxxxf xf )()()(  

16016 −==→=+−→ xxxx ,))((  

  .حال جدول زير را تشكيل مي دهيم

7=x  6=x  5=x  1−=x  2−=x    

  الف  بحراني  بحراني  *  بحراني  بحراني

  ب  *  بحراني  *  بحراني  بحراني

  ج  *  بحراني  *  بحراني  *

  د  بحراني  بحراني  *  *  *

  . نقاط بحراني توابع زير را بدست آوريد:تمرين 

xxxf 43 −=)( )3  xxxf 33 −=)( )1  

||||)( 1−= xxf )4  74 −= xxf )( )2  
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  )8ي صفحه ( 

  .در هر مورد نقطه يا نقاط بحراني تابع داده شده را تعيين كنيد: تمرين 

)5  

  

  

  

  

)6  

  

  

  

  

)7  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 
3 

2- 
3- 

2 
3 

2- 

2 
3 

2- 
3- 4 
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  )9ي صفحه( 

  )موضعي( نقاط و مقدار هاي اكسترمم نسبي 

 وجـود داشـته باشـد كـه بـراي           ∋Icقطـه اي ماننـد     تعريف شـده باشـد و ن       Iي باز    روي بازه  fاگر تابع 

)()( داشته باشيم  ∋Ixهر xfcf ) موضـعي    ( مينـيمم نـسبي    cي در نقطـه   fآنگاه گـوييم تـابع    . ≥

  . را مقدار مينيمم نسبي تابع مي نامندcf)(مينيمم نسبي وي  را نقطهc.دارد

 وجـود داشـته باشـد كـه بـراي           ∋Ic تعريف شـده باشـد و نقطـه اي ماننـد           Iي باز    روي بازه  fاگر تابع 

)()(شيم داشته با  ∋Ixهر xfcf ) موضـعي    ( مـاكزيمم نـسبي    cيدر نقطـه  fآنگاه گوييم تـابع   . ≤

  . را مقدار ماكزيمم نسبي تابع مي نامندcf)(ي ماكزيمم نسبي و را نقطهc.دارد

  . تابع ناميده مي شوداكسترمم نسبيي نيمم نسبي يا ماكزيمم نسبي، نقطهي مي هر نقطه:توجه 

  . استf شكل زير نمودار تابع:مثال 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

همچنـين بـا    .  داراي ماكزيمم نـسبي اسـت      4c و 2c داراي مينيمم نسبي و در نقاط      3c و 1cدر نقاط fتابع

  .توجه به مثال بالا، نكات زير قابل توجه مي باشند

   در يك همسايگي f باشد، آن است كه تابعfي اكسترمم نسبي تابع نقطهc شرط لازم براي آن كه :1

x

y

 

a 
1c 2c 3c 4c b 
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  )10ي صفحه ( 

],[ي فقط روي بـازه    fبنابراين اگر تابع  .  تعريف شده باشد   cينقطه) يدو طرفه ( ba     ،تعريـف شـده باشـد 

],[يخلاصه اينكه نقاط انتهايي بازه. (  باشندf نمي توانند اكسترمم نسبيb وaآنگاه نقاط ba اكسترمم ، 

  .)نسبي نيستند

  3c و 4cمانند نقاط. در نقاط اكسترمم نسبي خود، پيوسته يا مشتق پذير باشدf لزومي ندارد كه تابع :2

cf)( داراي اكسترمم نسبي باشد و     cيدر نقطه f اگر تابع   :3 ′=0 موجـود باشـد، آنگـاه      ′ )(cf  اسـت  .

نسبي مشتق پذير هر تابع ، مقدار عدد مشتق برابـر بـا صـفر و           يعني در نقاط اكسترمم      ( 1c و   2cمانند نقاط 

  .)خط مماس در آن نقطه افقي است

 كه مينـيمم    3cيمانند نقطه .  نيز باشد  fي اكسترمم مطلق تابع   ي اكسترمم نسبي مي تواند نقطه      نقطه  :4

  .نسبي و مطلق است

 در يك همسايگي آن نقطه تعريف fي آن باشد و تابع روي دامنهfي اكسترمم مطلق تابع نقطهc اگر :5

  3cيمانند نقطه.  نيز هستfي اكسترمم نسبي نقطهcيشده باشد، آن گاه نقطه

هم مينـيمم نـسبي و هـم    . ي واقع بر يك تابع ثابت يا واقع بر بخشي از يك تابع كه ثابت است         هر نقطه   :6

  .)زيرا در هر دو تعريف اكسترمم نسبي صدق مي كند ( .ماكزيمم نسبي محسوب مي شود

.  استfي بحرانيي اكسترمم نسبي يك نقطه هر نقطه :7

يا مطلق  (ي بحراني دروني لزوماً اكسترمم نسبي       اما هر نقطه  

3xxfي بحراني تابع  نقطهx=0.نيست)  اما .  است)(=

  .نيست) نسبي يا مطلق ( fاكسترمم

        

cf)( داراي اكـسترمم نـسبي و      cي در نقطـه   f اگـر تـابع    :ي فرما   قضيه آنگـاه  .  وجـود داشـته باشـد      ′

0=′ )(cfاست .  

  .ي بحراني استي اكسترمم نسبي تابع ، يك نقطه هر نقطه:نتيجه 

***  
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  )11ي صفحه( 

چگونگي تعيين نقاط اكسترمم نسبي تابع(ل آزمون مشتق او(  

bca. ( باشد fي بحراني تابع   نقطه cفرض كنيد  ),(ي بر بـازه   fو تابع  ) >> baI  پيوسـته و بـر      =

  :در اين صورت.  ، مشتق پذير باشدcاين بازه بجز احتمالاً در

fاگر: الف  ),( روي′ caمثبت و روي ),( bcمنفي باشد، آنگاه fدر cماكزيمم نسبي دارد .  

fاگر: ب  ),( روي′ caمنفي و روي ),( bcمثبت باشد، آنگاه fدر cمينيمم نسبي دارد .  

fاگر: ج  ),( روي′ caو ),( bcتغيير علامت ندهد، آنگاه fدر cارد اكسترمم نسبي ند.  

cx مي تواند در   fتوجه كنيد كه   ′=0( مشتق پذير    = )(cf (      يا مـشتق ناپـذير))(cf . ) وجـود نـدارد   ′

سترمم هـاي   در واقع با آزمون مشتق اول ، اك       . اما حتماً بايد در اين نقطه پيوستگي دو طرفه داشته باشد          . باشد

  .ي توابع را مي توان تعيين نمودنسبي پيوسته

          ل و تعيين نقاط اكسترمم نيـز  در اين قسمت نيز مي توان از جدول تغييرات تابع جهت تعيين علامت مشتق او

  .كمك گرفت

  .  با رسم جدول تغييرات اكسترمم هاي نسبي تابع زير را تعيين كنيد :مثال

234 4
3

4
xxxxf −+=)(  

   :حل 

RD f =  

1020124024

0844844

2

23023

==−=→=−+→=−+→

=−+ →−+=′ =′

xxxxxxxxx

xxxxxxxf xf

,,))(()(

)( )(

  

  

  

  

),(
3

5
1

−
),(و 

3

32
2

    نقاط مينيمم نسبي تابع −−

),(   ي ماكزيمم نسبي تابع نقطه00

  .  با رسم جدول تغييرات اكسترمم هاي نسبي تابع زير را تعيين كنيد :مثال

xxxxf 86 24 +−=)(  

∞+  1    0    2-  ∞−  x  
+  0  -  0  +  0  -  y′  

∞+  
3

5−  
  0    

3

32−
  

∞+  y  

 min   min   max   
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  )12ي صفحه ( 

  : حل 

RD f =  

12021140214مضاعف

0234081248124

2

3303

=−=→=+−−→=−+−→

=+−→=+− →+−=′ =′

xxxxxxxx

xxxxxxxf xf

,))()(())((

)()( )(

  

  

  

),(ي مينيمم نسبي تابع نقطه 242   .ي ماكزيمم نسبي تابع ندارد و تابع نقطه−−

′=0يتوجه كنيد كه در اين تمرين براي حل معادله         )(xf       از قانون مجموع ضـرايب )    صـفر   كـه در اينجـا 

 مشتق تغيير علامت نداده است، پس اين نقطـه اكـسترمم            x=1ي  همچنين در نقطه  . كمك گرفتيم .) است

  .نسبي نيست

  :نكته 

cbxaxxfم به شكل    ي دو نمودار هر تابع درجه   : الف   ++= ي اكسترممي به    همواره داراي نقطه   )(2

طول 
a

b
x

2
  . باشد مي=−

  .طلق مي باشدي نيمم م آنگاه اين نقطه مa<0اگر 

  . آنگاه اين نقطه ماكزيمم مطلق مي باشدa>0اگر 

dcxbxaxxfم به شكل    ي سو نمودار هر تابع درجه   : ب   +++= ي مـاگزيمم   يا يـك نقطـه     )(23

دو نقطه را داشته  در صورتي كه هر .دارد، يا هيچكدام را ندارد) انهمزم( ي مي نيمم نسبي نسبي و يك نقطه

آنها برابر ي وسط نقطهطول باشد، 
a

b
x

3
  .ستا =−

  

  

  

  

∞+  1    2-  ∞−  x  
+  0  +  0  -  y′  

∞+  3    24−  ∞+  y  

 min   
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  )13ي صفحه( 

مشتق اول صفر شود، طوري كه در هـر دو طـرف آن نقطـه مـشتق اول تغييـر                    cمانند اگر در نقطه اي        :پ

  . نه مينيمم نسبي و نه ماگزيمم نسبي استcf)( گاهآن. علامت ندهد

′=0يي فرد معادلـه   ي مشتق پذير ريشه هاي ساده و ريشه هاي مكرر مرتبه          در توابع پيوسته   : ت )(xf  ، 

 ـ.) غيير علامت مي دهدزيرا در اين نقاط مشتق ت. (  هستندfطول نقاط اكسترمم نسبي تابع  ا ريـشه هـاي   ام

  .)زيرا در اين نقاط مشتق تغيير علامت نمي دهد( .ي زوج ، طول نقاط اكسترمم نسبي تابع نيستندمكرر مرتبه

را انتخاب و با جايگزين ) غير از ريشه هاي آن( ي دلخواه براي تعيين علامت مشتق، مي توان يك نقطه      : ث

  .مت عدد حاصل را در نظر گرفتنمودن آن نقطه در مشتق، علا

  :تمرين براي حل 

در نمودار زير نقاطي كه تابع در آنها مماس افقي دارد، يعني تمام نقاطي كه مشتق در آنها وجود دارد و   :8

  . با توجه به اين نمودار به سئوالات زير پاسخ دهيد.، مشخص شده اندبرابر صفر است

  

  .شخص كنيدرا متمام نقاط اكسترمم نسبي : الف 

  .طي كه مشتق تابع در آنها وجود ندارد را مشخص نماييداتمام نق: ب 

  .تمام نقاطي كه مشتق برابر صفر است را بنويسيد: پ 

  ي نقاط اكسترمم نسبي مشتق وجود دارد؟آيا در همه: ت 

  در اكسترمم هاي نسبي كه مشتق در آنها وجود دارد، مقدار اين مشتق چقدر است؟: ت 

   امكان دارد در نقطه اي مشتق برابر صفر باشد، ولي در آن نقطه اكسترمم نسبي نباشد؟آيا: ج 

  .آيا امكان دارد در نقطه اي مشتق وجود نداشته باشد، ولي آن نقطه اكسترمم مطلق باشد: چ 
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  .نمودار تابع زير را در نظر بگيريد و سپس جدول داده شده را تكميل كنيد : 9

  

  

  .درستي گزاره هاي زير را تعيين كنيد درستي يا نا :10

  .ي بسته، داراي اكسترمم هاي مطلق استهر تابع پيوسته بر يك بازه: الف 

  .ي باز، داراي اكسترمم هاي مطلق استهر تابع پيوسته بر يك بازه: ب 

cf)(اگر : پ cx وجود نداشته باشد، آنگاه ′   . اكسترمم نسبي باشد نمي تواند=

′=0اگر : ت )(cf باشد، آنگاه cx   .ست اكسترمم نسبي ا=

cxاگر: ث  cf)(ي اكسترمم نسبي باشد و  طول يك نقطه= ′=0 موجود باشد، آنگاه ′ )(cf  

  . رسم كنيد كه در نقاط اكسترمم آن، مشتق تابع موجود باشدنمودار تابعي را  :11

  .سپس با توجه به اين نمودار جاي خالي را در گزاره هاي زير كامل كنيد

  . است.......... خط مماس برابر مشتق نقاط اكسترمم، در : الف 

  .است... ......... محورخط مماس بر نمودار تابع در اين نقاط موازي : ب 
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  )15ي صفحه( 

xxxfترمم هاي مطلق تابع  اكس :12 −= 3

3

1
],[ي در بازه)(   .تعيين كنيدرا  −22

)(||زيمم مطلق و مينيمم مطلق تابع كمقادير ما  :13 12 −= xxfي روي بازه],[   . را تعيين كنيد−22

642اكسترمم هاي نسبي و مطلق تابع  :14 23 +−−= xxxxf ],[يرا در بازه )(  را به دست −22

  آوريد و مشخص كنيد كه اين تابع در چه بازه اي صعودي و در چه بازه اي نزولي است؟ 

),(ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه در فاصله :15 ),(ي مشتق پذير باشد و در فاصله51  و در  صعودي21

),(يفاصله ),(ي نزولي و در فاصله32   . صعودي باشد43

),(ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه در فاصله :16 ),(ي باشد و در فاصلهنزولي 31 طوري . باشدثابت  43

),(يكه در فاصله   . مشتق پذير نباشد41

),(ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه در فاصله :17 ),(ي نزولي باشد و در فاصله31 طوري .  ثابت باشد43

),(يكه در فاصله   . مشتق پذير باشد41

],[يدر بازهنمودار تابعي را رسم كنيد كه   :18   .ي شرايط زير را داشته باشدهمه 61

),(يدر فاصله: الف  ),(يدر فاصله: ب                    . مشتق پذير باشد61   .مشتق منفي باشد 21

),(يدر فاصله: پ  ),(يدر فاصله: ت                    . باشدت مشتق مثب32   . مشتق صفر باشد43

),(يدر فاصله: ث    . مشتق منفي باشد64

  .ته باشدشي شرايط زير را  دانمودار تابعي را رسم كنيد كه همه : 19

  .و مشتق در آن برابر صفر باشدي ماكزيمم نسبي داشته باشد نقطه: الف 

  .اشد و تابع در آن نقطه پيوسته باشد ولي مشتق نداشته باشدي مي نيمم نسبي داشته بنقطه: ب 

  .ي بحراني باشدي ماكزيمم مطلق نقطهنقطه : پ

  .ي ماكزيمم نسبي داشته باشد و تابع در آن ناپيوسته باشدنقطه : ت

  .ي نباشد ولي مشتق تابع در آن نقطه صفر باشدبنقطه اي داشته باشد كه اكسترمم نس: ث

  .بعي را رسم كنيد كه بر دامنه اش پيوسته باشد ولي ماكزيمم و مينيمم مطلق نداشته باشد نمودار تا :20
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  .براي هر مورد نمودار يك تابع رسم كنيد  :21

].[ در بازه اي مانند fتابع: الف  baا صعودي اكيد نباشدصعودي  است، ام .  

].[ در بازه اي مانند f تابع:ب  baا نزولي اكيد نباشدنزولي  است، ام .  

].[ در بازه اي مانند fتابع: ج  baهم صعودي و هم نزولي است .  

  .براي هر كدام از موارد زير ، نمودار يك تابع را رسم كنيد : 22

  . اما در برخي نقاط آن پيوسته نيست،عي كه در يك بازه اكيداً نزولي استتاب: الف 

  .ا در برخي نقاط آن بازه مشتق پذير نيست ام،ي در يك بازه اكيداً صعودي و بر آن بازه پيوسته استتابع: ب 

  .باشدي كه در يك بازه اكيداً نزولي و مشتق پذير است، اما مشتق آن در برخي نقاط منفي نتابع: ج 

|| را به گونه اي رسم كنيد كه ماكزيمم مطلق داشته باشد ولي تابع fنمودار تابع  : 23 f ماكزيمم مطلق 

  .نداشته باشد

رسم كنيد و سپس نقاط اكسترمم نسبي و مطلق و ي داده شده در بازهنمودار هر يك از توابع زير را  : 24

  .بحراني را در صورت وجود تعيين كنيدنقاط 

],[;)( 12523 2 −−−= xxxf) الف  

],[;)( 2133 −−= xxxf) ب  





≥−
<≤

=
24

20

xx

xx
xf   ج ()(

  تعيين كنيد كه توابع زير در چه بازه هايي صعودي و در چه بازه هايي نزولي هستند؟  :25

133 +−= xxxf   الف( )(

xxxf 33   ب ()(=−+

71232 23 +−−= xxxxf   پ( )(

4xxf   ت( )(=

2−
=

x

x
xf   ث ()(
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  )17ي صفحه( 

  . را رسم كنيد كه تمام شرايط زير را داشته باشدf نمودار تابعي مانند :26

00 =)(f 24 و −=)(f 51 و =− )(f  

),(ينقطه   . ماكزيمم نسبي اين تابع باشد11

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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   آني عطفجهت تقعر نمودار يك تابع و نقطه : موددرس 

به كمك مشتق دوم تـابع ، روش تعيـين تقعـر    سپس  .مفهوم تقعر منحني را بيان مي كنيم    ابتدا  در اين درس    

  .نمودار تابع بيان مي نماييم

  جهت تقعر منحني 

),(هر دو تابع روي بازه ي  . به شكل هاي زير توجه كنيد      baگـودي (تقعـر  ) 1(ولي در شـكل  .  صعودي اند (

  .تقعر رو به پايين است) 2(منحني رو به بالا و در شكل 

  

  

  

  

  

),)((يدر نقطهfگوييم تابع cfc (دارد، هرگاه) رو به پايين(  تقعر رو به بالا(cf  موجود باشد و در يك ′

  . باشدcيخط مماس بر منحني در نقطه) پايين(  منحني تابع بالاي cييگي نقطههمسا

ي ممـاس هـايش باشـد، آنگـاه          ، بـالاي همـه     Iي روي بازه  fاگر نمودار تابع  

  .مي نامند) يا به اختصار مقعر يا گود ( را مقعر رو به بالا  fنمودار

  

ي ممـاس هـايش باشـد، آنگـاه          ، پـايين همـه     Iي روي بازه  fاگر نمودار تابع  

  .مي نامند) يا به اختصار محدب يا تپه (  را مقعر رو به پايين fنمودار

  

  .ي تقعر توجه كنيدي زير موسوم به  قضيهاكنون به قضيه

xf)(فرض كنيم   :در اين صورت.  موجود باشدIي باز  از بازهx به ازاي هر′′

′′<Ix∈ ، 0اگر به ازاي هر : الف )(xfشد، آنگاه نمودارباfي روي بازهIتقعر رو به بالا دارد .  

b c a 

 )1(شكل 

b c a 

 )2(شكل 



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2حساباني درسنامه

  )19ي صفحه( 

′′>Ix∈ ، 0اگر به ازاي هر: ب  )(xfباشد، آنگاه نمودارfي روي بازهI دارد تقعر رو به پايين                 .  

f، مشتق دوم آن را محاسبه كرده، نقاطي كه        fبراي تعيين جهت تقعر منحني تابع       در آنها وجود ندارد يـا       ′′

fبرابر صفر است را به دست آورده و           باشد، جهـت  f′′<0كهدر هر بازه اي     .   را تعيين علامت مي كنيم      ′′

جدول تعيـين علامـت   .  رو به پايين استf باشد، جهت تقعرf′′>0 رو به بالا و در هر بازه اي كه         fتقعر

f   . را جدول تقعر تابع نيز مي نامند′′

  .ي تعريفشان به دست آوريدتقعر توابع زير را دامنهجهت  :مثال 

13 23 ++= xxxg                                ب( )(
x

xf
  الف()(=1

  : حل 

  : الف 

}{0−= RD f  

32

211

x
xf

x
xf

x
xf =′′→−=′→= )()()(  

∞+    0    ∞−  x  
y  -  ن  + ′′  

  

o  
  

∞+  
U  

  ن

||  
∞−  

I  

 

o  

y  

 
  :ب

666313 223 +=′′→+=′→++= xxgxxxgxxxg )()()(  

1066
0 −=→=+ → =′′

xxxg )(
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∞+  U  3  I  ∞−  y  
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  )20ي صفحه ( 

f با تشكيل جدول تعيين علامت  :مثال xxxxf تعيين كنيد كه تابع ′′ −−= 24  روي چه بازه )(24

  اي داراي تقعر رو به بالا و روي چه بازه اي داراي تقعر رو به پايين است؟

  :حل 

RD f =  

48121484 23 −=′′→−−=′ xxfxxxf )()(  

204812 20 ±=→=− → =′′
xxxf )(

  
  

∞+  2    2-  ∞−  x  
+  0  -  0  +  y ′′  

∞+  
U  

82-    

I  

78-  

  
∞+  
U  

y  

  

),(يدر بازه ),(قعر تابع رو به پايين و در فاصله هاي جهت ت−22 ),( و2∞+   . رو به بالا است∞−2

***  

  ي عطف نمودار تابعنقطه

),)((ينقطه cfc   ، نمودار تابع  ي عطف نقطه f     يا تابع (  ناميده مي شودf در c ي عطـف دارد    نقطه (.

  .هرگاه دو شرط زير هم زمان باشند

Lcfيعني. (  داراي مماس واحد باشدc درfنمودار: الف  =′ ′=∞+ يا )( )(cfيا −∞=′ )(cf(  

fيعني. (  عوض شودcدرfجهت تقعر: ب     .) تغيير علامت دهد′′
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  )21ي صفحه( 

  :توجه 

  .ي عطف نمودار تابع نيستنقطه.  حداقل يكي از شرط هاي فوق را نداشته باشدcياگر نقطه: الف 

 از نمودار تابع است كه منحني داراي مماس واحد بوده و مماس بر منحني در ي عطف تنها نقطه اينقطه: ب 

  .اين نقطه از منحني عبور مي كند

  .ي عطف پيوستگي دو طرفه دارد در نقطهfبا توجه به شرط اول نتيجه مي شود كه تابع: ج 

 منحني در   برت وجود مشخص كنيد و خط مماس        در هر يك از نمودارهاي زير، نقاط عطف را در صور          : مثال  

  . عطف را رسم كنيديهنقط

  

bxييگي نقطه ادر همس  تقعر منحني     »الف« در حالت   : حل   bxيلـذا نقطـه  . عوض نـشده اسـت   = = 

  .نقطه ي عطف نيست

axي در همسايگي نقطه   تقعر منحني   »پ« در حالت    عوض شده است، اما در اين نقطه منحني مماس          =

axينقطـه » ب  « در حالت   . ي عطف نمي باشد    نقطه ،لذا اين نقطه  . واحد ندارد  ي  هـر دو شـرط نقطـه       =

  .ي عطف نمودار تابع است نقطه،لذا اين نقطه. عطف را دارد
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  )22ي صفحه ( 

 ، مشتق دوم تابع را محاسبه كرده، ريـشه هـاي صـورت و    f تابع ي عطف منحني   براي تعيين نقطه   :توجه  

fمخرج fدر هـر نقطـه كـه   .  را به دست آورده و آن را تعيين علامت مي كنيم     ′′ در . تغييـر علامـت دهـد   ′′

ي عطـف   در نقطه . ( در آن نقطه داراي عطف است     fتابع صورتي كه مماس واحد داشته باشيم، آنگاه نمودار       

′′=0تابع يا  )(cfاست و يا )(cf   .) وجود ندارد′′

  . نقطه يا نقاط عطف توابع زير را در صورت وجود به دست آوريد :مثال

3 xxf 23                                      ب          ()(= 6xxxf   الف ()(=−

  :حل الف 

RD f =  

20126126123
02 =→=− →−=′′→−=′ =′′

xxxxfxxxf xf )()()(  

∞+  2  ∞−  x  
+  0  -  y ′′  

∞+  
U  

16-  

  عطف
∞−  
I  

y  

  :حل ب 

RD f =  

3 23 2 9

2

3

1

xx
xf

x
xf

−=′′→=′ )()(  

0=xي مخرج  ريشه  

∞+  0  ∞−  x  
y  +  نامعين  - ′′  

∞+  
I  

0  

  عطف
∞−  
U  

y  

),(ينقطه   .ي عطف قائم تابع نيز ناميده مي شود نقطه00

3 تابع عطفي  نقطهx=0ي نقطه:توجه  xxf 0f)(ولي.  است)(=   . موجود نيست′′

  : نكته 

cxياگر مشتق دوم تابعي در نقطه     : الف . ي عطف نيست صفر شود و تغيير علامت ندهد، آن نقطه، نقطه       =

4xxf در تابع  x=0يبطور مثال نقطه   00 كه با وجود اينكه    )(= =′′ )(f  ا ست ولي تغيير علامت نمـي 

  .دهد
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  )23ي صفحه( 

dcxbxaxxfي سوم به شكلنمودار هر تابع درجه: ب  +++= ي عطفي  همواره داراي نقطه)(23

به طول 
a

b
x

3
  . مي باشد=−

fي فرد هاي ساده يا مكرر از مرتبهدر توابع چند جمله اي ريشه: پ   fي عطف نمودار تابع، همواره نقطه′′

  .هستند

xxxf جدول تغييرات و جدول تقعر تابع      :مثال   33  و نقاط اكسترمم و نقاط عطف نمودار تـابع را           )(=−

  .در صورت وجود به دست آوريد

  :حل

RD f =  

103333 202 ±=→=− →−=′ =′
xxxxf xf )()(  

0066
0 =→= →=′′ =′′

xxxxf xf )()(  

  

  

  

  

ي مينـيمم نـسبي اسـت، يـا         ي مـاكزيمم نـسبي و يـك نقطـه         ي سوم يا داراي يك نقطه      تابع درجه  :توجه  

ي ي سوم داراي يـك نقطـه  در صورتي كه تابع درجه. ي عطف دارد  ولي در هر حالت نقطه    . هيچكدام را ندارد  

  .ي عطف وسط آنها استي مينيمم نسبي باشد، نقطهزيمم نسبي و يك نقطهماك

xxxfنمودار تابع:  مثال  33   . به همراه نمودار مشتقات اول و دوم آن را رسم كنيد)(=−

  :حل 

  

  

  

∞+  1    0    1-  ∞−  x  
+  0  -    -  0  +  y′  

+    +  0  -    -  y ′′  

∞+  
U  

2-  

min 
  

U  

0  

  عطف

  

I  

2  

max 
∞−  
I  

y  

 

y 

x x x 

y′ y ′′ 

1− 1 
0 

1− 1 

3− 

0 

f 
f ′ f ′′ 
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  )24ي صفحه ( 

f اگر شكل زير نمودار :مثال    . باشدf باشد، كدام نمودار مي تواند نمودار ′′

  

ي عطـف  از طرفي طول نقطـه .  صعودي مي باشد درجه سوم و با توجه به نمودار مشخص است كه تابع       : حل

  .جواب مسئله است» ب « لذا نمودار . مثبت مي باشد

***  

  )چگونگي تعيين نقاط اكسترمم نسبي تابع(آزمون مشتق دوم 

  .نيز استفاده كرد) موضعي ( يين اكسترمم هاي نسبي گاهي مي توان از مشتق دوم براي تع

),)((فرض كنيد cfcي بحراني تابع نقطهf0 باشد و=′ )(cfو )(cf   :در اين صورت.  موجود باشد′′

′′<0اگر : الف  )(cfباشد، آنگاه fدر cمينيمم نسبي دارد .  

′′>0اگر : ب  )(cfباشد، آنگاه fدر cماكزيمم نسبي دارد .  

′′=0اگر : ج  )(cfباشد، آنگاه آزمون بي نتيجه است  )توان حكم قطعي داديعني با اين آزمون نمي (.  

  

  

  

  

  

c 

 ماكزيمم نسبي

0<′′ )(cf 

c 

 مينيمم نسبي

0>′′ )(cf 
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  )25ي صفحه( 

cf)( از آنجا كه طبق شرايط فوق بايد:توجه  cx بايد درf موجود باشد، لذا تابع′′  مشتق پذير باشد و =

′=0لذا بايد .  است fي بحراني  نقطه cچون )(cf م، اكـسترمم هـاي           .  باشدبنابراين با آزمـون مـشتق دو

  .نسبي مشتق پذير توابع را مي توان تعيين نمود

793 به كمك آزمون مشتق دوم ، نقاط اكسترمم نسبي تابع           :مثال 23 −−+= xxxxf  را تعيـين    )(

  .كنيد

  :حل 

RD f =  

0963963 202 =−+ →−+=′ =′
xxxxxf xf )()(  

31322 −==→−+→ xxxx ,  

ــاط  ــستند و   x=−3 وx=1نق ــابع ه ــي ت ــاط بحران 01 نق =′ )(f 03 و =−′ )(f . ــين fهمچن ′′ 

),(روي +∞−∞=Iلذا.  موجود است:  





<−=−′′
>=′′

→+=′′
0123

0121
66

)(

)(
)(

f

f
xxf  

  . ماكزيمم نسبي استx=−3ي مينيمم نسبي و نقطهx=1يپس طبق آزمون مشتق دوم نقطه

  :تمرين براي حل 

  .جاي خالي را كامل كنيد  :7

fاگر: الف   fتابع.  در يك بازه مثبت باشد     ′′ لذا شيب خطوط مماس بر منحني      است و   ....... .... در آن بازه     ′

  .است..........  در آن بازه رو به fمي يابد و تقعر منحني تابع .......... بازه ن در آ

fاگر :ب  fتابع.  باشدمنفي در يك بازه ′′ لذا شيب خطوط مماس بر منحني در است و ...........  در آن بازه ′

  .است..........  در آن بازه رو به fمي يابد و تقعر منحني تابع .......... آن بازه 

  .نمودار تابعي را با اطلاعات زير رسم كنيد  :8

0210 :الف === )()()( fff                   م : بتابعمشتق دو),(   .منفي است∞−1

),(مشتق دوم تابع: ج   .مثبت است1∞+
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  )26ي صفحه ( 

گزاره هاي زير درست و كداميك نادرست است؟ براي گزاره هاي نادرست، مثال نقض ذكـر                كدام يك از      :9

  .كنيد

xf)(ي عطف علامتدر نقطه: الف    . تغيير مي كند′′

f هر نقطه كه علامت:ب    .ي عطف استن تغيير كند، نقطهآ در ′′

f هر نقطه اي كه در آن مقدار:پ    .ي عطف است برابر صفر شود، يك نقطه′′

  . تابع مي تواند بيش از يك نقطه ي عطف داشته باشد:ت 

  .ي عطف ندارد صعودي نقطهتابع اكيداً: ث 

 ولي اين نقطه،   ، جهت تقعر عوض شود    a را به گونه اي رسم كنيد كه در نقطه اي مانند           fنمودار تابع   :10

  .ي عطف نباشدنقطه

  . به دست آوريدمشخص كنيد و نقاط عطف آنها را جهت تقعر توابع زير را   :11

156 23 +−= xxxf   الف()(

3 xxf   ب()(=

1

1

−
+=

x

x
xf   ج( )(

3 1+= xxf   د ()(

51232به كمك آزمون مشتق دوم ، نقاط اكسترمم نسبي تابع           :12 23 +−−= xxxxf  را تعيين   )(

  .كنيد

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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  )27ي صفحه( 

  رسم نمودار تابع  : موسدرس 

راني، ح تابع و با تعيين صعودي و نزولي بودن آن و نقاط ب يكمي خواهيم به كمك مشتقدر اين درس 

  .ماييمننمودار تابع را رسم 

   به كمك مشتقعرسم نمودار توابمراحل 

  . با استفاده از مشتق، به ترتيب زير عمل كنيد،براي رسم نمودار يك تابع 

  .ي تابع را تعيين مي كنيدنه دام :1

  . از تابع مشتق گرفته و ريشه هاي آن را در صورت وجود به دست مي آوريد :2

  . جدول تغييرات را رسم مي كنيد :3

  .ي محور هاي مختصات رسم كنيدنمودار تابع را روي صفحه  به كمك جدول تغييرات،  :4

 با توجه بـه  1يم نمودار، مي توانيد از نقاط دلخواه ديگري   اگر لازم باشد، جهت دقت بيشتر در نقطه يابي و ترس          

  .اين نقاط را نقاط كمكي مي نامند .ي تابع انتخاب كنيدمعادله

م يرس ـتابتدا مجانب هاي آن را تعيين و قبـل از           .  در صورتي كه تابع داراي مجانب افقي يا قائم باشد          :توجه  

  .نمودار تابع، نمودار مجانب ها را رسم كنيد

***  

   چند جمله اي به كمك مشتقعرسم نمودار تواب

  .فقط به رسم نمودار توابع چند جمله اي محدود مي كنيمموضوع ابتدا 

xxxf جدول تغييرات و نمودار تابع:مثال  42   .  را رسم كنيد)(=−

  :حل  

204242
0 =→=− →−=′ =′

xxxxf xf )()(  

                                                 
 .نقاط برخورد نمودار تابع با محورهاي مختصات در صورت وجود را نيز تعيين كنيد.  1
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  )28ي صفحه ( 

∞+  3  2  1  ∞−  x  

+  
o  -  y′  

∞+  3-  4-  3-  ∞+  y  

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

142 جدول تغييرات و نمودار تابع :مثال  2 −+−= xxxf   .كنيد  را رسم )(

  :حل  

104444
0 =→=+− →+−=′ =′

xxxxf xf )()(  

∞+  2  1  0  ∞−  x  

-  
o  +  y′  

∞−  1-  1  1-  ∞−  y  

  

min 

max 

min 
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  )29ي صفحه( 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

***  

xxxf جدول تغييرات و نمودار تابع:مثال  33   .  را رسم كنيد)(=−+

  :حل  

11303333 2202 ±=→=−→=+− →+−=′ =′
xxxxxf xf )()(  

  

∞+  2  1  0  1-  2-  ∞−  x  

-    
o  +  

o  -  y′  

∞−  2-  2  0  2-  2  ∞+  y  

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

max 

max 

min 

max min 



 جابر عامري : تهيه كننده ................................... ............................................... .............2حساباني درسنامه

 

  )30ي صفحه ( 

xxxf و نمودار تابع تغييراتجدول  :مثال  93 3   . را رسم كنيد)(=−

  :حل 

RD f =  

109999 202 ±=→=− →−=′ =′
xxxxf xf )()(  

  

  

  

300930 3 ±==→=−→= xxxxxf ,)(  

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

  

78 و نمودار تابعتغييرات جدول :مثال 24 +−= xxxf   . را رسم كنيد)(

  :حل 

RD f 78   و    = 24 +−= xxxf )(  

200440164164 2303 ±==→=−→=− →−=′ =′
xxxxxxxxxf xf ,)()( )(

  

  

  

∞+    1    0    1-    ∞−  x  
+  0  -    -  0  +  y′  

∞+    6-  

min 
  0  

 فعط

 6  

max 
 ∞−  y  

 

∞+    2    0    2-    ∞−  x  
+  0  -  0  +  0  -  y′  

∞+    9-  

min 
  7  

max 
 9-  

min 
 ∞+  y  
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  )31ي صفحه( 

710780 24 ±=±=→=+−→= xxxxxf ,)(  

-12 -11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

x

y

  

***  

   :تمرين براي حل 

   .جدول تغييرات و نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد  :1

xxxxf 1292 23 163  ت()(=−+ 2 ++−= xxxf   الف ()(

22)()( +−= xxxf)ث  xxxf 33 2   ب ()(=−

34 4xxxf 33  ج ()(=− +−= xxf   پ ()(

  . نمودار تابعي را رسم كنيد كه شرايط زير را همزمان داشته باشد  :2

  .ي اعداد حقيقي بوده و تابع در تمام نقاط پيوسته و مشتق پذير باشدي تابع مجموعهدامنه: الف 

),(تابع در فاصله هاي: ب  ),(و∞−−1   . نزولي اكيد است1∞+

),(يدر فاصله : پ f علامت−11   . مثبت است′

),(ينقطه: ت    .ي عطف آن باشدنقطه، 00

),(ينقطه: ث  21 ),(ي مي نيمم نسبي و نقطه−−   . ماگزيمم نسبي تابع باشد21

***  
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  )32ي صفحه ( 

   )همنگار(رسم نمودار تابع هموگرافيك

هر تابع به صورت 
dcx

bax
y

+
 به شرط =+

d

b

c

a اين تابع به  . مي نامندهموگرافيك را تابع c≠0 و ≠

ي مخرج يعني بجز ريشهxي مقاديرازاي همه
c

d
x

  .  پيوسته است=−

  .اي دو مجانب بصورت زير مي باشدتابع هموگرافيك دار

مجانب قائم                             
c

d
xdcx

−=→=+ 0  

مجانب افقي       
c

a

cx

ax

dcx

bax
y

xx
==

+
+=

±∞→±∞→
limlim   

  :اگر از تابع هموگرافيك مشتق بگيريم، خواهيم داشت

22 )()(

)()(

dcx

bcad

dcx

baxcdcxa
y

+
−=

+
+−+=′  

چون و
d

b

c

a bcadپس≠ ي هيچگاه ماگزيمم يـا مينـيمم        مي باشد و لذا تابع نقطه      y′≠0 لذا همواره  ≠

−<0همچنــين اگــر. نــدارد bcad  و اگــر اكيــدصــعوديباشــد، تــابع در هــر ســمت مجانــب قــائم آن  

0<− bcad         تابع هموگرافيك   ،ولي طبق تعريف  . ست ا  اكيد باشد تابع در هر سمت مجانب قائم آن نزولي

  .در دامنه اش نه صعودي و نه نزولي مي باشد

  .م و چهارم مجانب هايش قرار مي گيردي دودر ناحيه نمودار تابع ،اگر مشتق مثبت باشد

   

  

  

  .م مجانب هايش قرار مي گيردل وسوي او در ناحيه، نمودار تابعباشد  منفيمشتقاگر و 

  

  .ك داراي يك مركز تقارن و دو محور تقارن استتابع هموگرافي
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  )33ي صفحه( 

 لذا مختصات مركز تقارن همواره به صورت        .استي آن   محل تلاقي مجانب ها   ، تابع هموگرافيك    مركز تقارن 

   .زير مي باشد

),(
c

a

c

d−ω  

بدست مـي   محورهاي تقارن تايع هموگرافيك يكي از مجموع دو مجانب و ديگري از تفاضل دو مجانب تابع                 

  .آيند

c

da

c

a

c

d
yx

−=+−=+  

c

da

c

a

c

d
yx

+−=−−=−  

  

و نمودار تابعتغييرات  جدول :مثال
2

1

−
+=

x

x
xf   . را رسم كنيد)(

  :حل 

}{2−= RD f     و   
2

1

−
+=

x

x
xf )(  

202 =→=− xxمجانب قائم    

11 =→=
±∞→

yxf
x

)(limب افقيمجان  

0
2

3

2

1121
22

<
−
−=

−
+−−=′

)()(

)()(
)(

xx

xx
xf  

همواره نزولي استدر هر سمت مجانب قائم آن پس تابع . ل ريشه ندارد و همواره منفي مي باشدمشتق او .  

  

  

  

  

  

ω
 

∞+    3    2    1    ∞−  x  
-    -    -    -  y′  

1    4    ∞+
∞−  

 2-  1  y  
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  )34ي صفحه ( 

  .ابتدا مجانب ها و سپس نمودار تابع را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 و نمودار تابعتغييرات جدول :مثال
x

x
xf

  .كنيد را رسم )(=−2

  :حل 

}{0−= RD f     و   
x

x
xf

2−=)(  

0=xمجانب قائم    

11 =→=
±∞→

yxf
x

)(limمجانب افقي  

0
2211
22

>=−−=′
xx

xx
xf

)()(
)(  

همواره صعودي استدر هر سمت مجانب قائم آن پس تابع . ل ريشه ندارد و همواره مثبت مي باشدمشتق او .  
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x

y

 2=x 

1=y 

∞+    1    0    1-    ∞−  x  
+  0  +    +    +  y′  

1    1-    
∞−

∞+ 
 3  1  y  
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  .ابتدا مجانب ها و سپس نمودار تابع را رسم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  : براي حل تمرين

  .دول تغييرات و منحني نمودار توابع زير را رسم كنيدج  :3

x

x
y

2

23 −=) 2                                                
1

2

−
=

x

x
y) 1  

  .نب ها و محور هاي تقارن و مختصات مركز تقارن تابع زير را بدست آوريدمعادلات مجا  :4

12

1

−
−=

x

x
y  

 در تابع     :5
kx

x
y

32

12

−
 مجانب قائم منحني نمودار اين x=−2 را چنان تعيين كنيد كه خط k مقدار =+

  .تابع باشد

   يك تابع هموگرافيگ را طوري بنويسيد كهيمعادله  :6

),(ينقطه: الف  ),( ينمودار تابع از نقطه: ب      .محل تقاطع مجانب هاي آن است12   . مي گذرد−01

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3
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-1
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11

x

y

 

0=x 

1=y 
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 در تابع    : 7
1−

+=
cx

bax
y مقادير c و b و a    را طوري بيابيد كه ),(

2

1

2

1ω      مركـز تقـارن منحنـي بـوده و 

  . ها را در نقطه اي به طول يك قطع كندxنمودار تابع محور

 تابع : 8
dx

bax
y

+
  . داده شده است=+

 مجانب هـاي  منحنـي نمـايش تـابع بـوده و             y=2 و x=−1 را چنان بيابيد كه      a و b و dمقادير) الف

  .  قطع كند-1نمودار تابع محورعرض ها را در نقطه اي به عرض

.     جدول تغييرات و نمودار تابع مقابل را رسم كنيد) ب
1

2

+
=

x

x
y  

 بوده و محور طول ها را در  نقطـه اي    y=1 و x=2 تابع هموگرافيكي را بنويسيد كه مجانب هاي آن        : 9

  . قطع كند4به طول 

 تابع : 10
1

1

−
+=

x

ax
yداده شده است  .  

  . گردد5ي مركز تقارن تابع از مبدأ مختصات برابرقسمي بيابيد كه فاصله را به aمقدار) الف

  .معادلات محور هاي تقارن تابع را بدست آوريد) ب

************        
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  )37ي صفحه( 

  روش رسم نمودار تابع با معلوم بودن نمودار مشتق آن 

اين است كه جدول تغييرات را به كمك     براي رسم نمودار يك تابع به كمك نمودار مشتق آن ، بهترين روش              

  .نمودار مشتق ، تنظيم كرده و سپس با استفاده از اين جدول نمودار تابع را رسم نمود

  .نمودار تابع را رسم نماييد.  نمودار مشتق تابعي به شكل زير است:مثال 

  

  

  

  

  

  .ابتدا جدول تغييرات را رسم مي كنيم: حل 

  

   

  

  .ير استپس نمودار تابع به شكل ز

  

  

  

  

  

  

  

  

2 

f ′ 

∞+  2  ∞−  x  
  بالاي محور طول ها

+  

  پايين محور طولها  0

-  
y′  

∞+    

min 
∞+  y  

 

2 

f ′ 

2 
x 

x 

y 

y′ 

f 
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  )38ي صفحه ( 

در اين جا عرض نقاط را صفر . را تعيين كرد) fدر نمودار(به كمك اين روش نمي توان عرض نقاط : توجه 

  . فرض مي كنيم

  .نمودار تابع را رسم نماييد.  نمودار مشتق تابعي به شكل زير است:مثال 

  

  

  

  

  .م ابتدا جدول تغييرات را رسم مي كني:حل 

  

   

  

  .پس نمودار تابع به شكل زير است

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

1 

f ′ 

∞+  1  ∞−  x  
-  0  +  y′  

∞+    

max 
∞+  y  

 

1 

f ′ 

1 x 

x 

y 

y′ 

f 
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  )39ي صفحه( 

  .نمودار تابع را رسم كنيد.  نمودار مشتق تابعي به شكل زير است :مثال

  

  

  

  

  :حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  

  

  

  

3- 3 

∞+  3    0    3-  ∞−  x  
+  0  -  0  +  0  -  y′  

∞+    

min 
    

max 
    

min 
∞+  y  

 
f ′ 

y′ 

3- 3 

y 

3- 3 

f 
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  رسم نمودار مشتق به كمك نمودار تابع

  .كافي است به نقاط اكسترمم ، نقاط عطف و صعودي و نزولي بودن تابع توجه شود

  . در هر مورد نمودار مشتق تابع را رسم كنيد:ثال م

   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : حل الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

f 

y′ 

y 

f ′ 

f 

y 

 )الف(

f 

y 

 )ب(

f 

y 

 )ج(

f 

y 

 )د(
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  )41ي صفحه( 

  :حل ب 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :حل ج 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

f 

y 

f ′ 

y′ 

f 

y 

f ′ 

y′ 
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  )42ي صفحه ( 

  : حل د 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 

f 

y 

f ′ 

y′ 
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  )43ي صفحه( 

  مشتق چند كاربرد ديگر : مچهاردرس 

ي خط مماس بر نمـودار تـابع ، روش رفـع ابهـام حـدهاي مـبهم و                   روش تعيين معادله  به بيان   در اين درس    

  . مي پردازيمبه كمك مشتقو مسائل بهينه سازي  حل مسائل پارامتريروش هاي همچنين 

  ي خط مماس بر منحنيمعادله :الف  

xfy)(شد، شيب خط مماس بر نمودار تابع      همانطور كه قبلاً اشاره      axيدر نقطه  =  واقع بر منحنـي     =

  .ي خط مماس نيز از فرمول زير بدست مي آيدمعادله. را به كمك مشتق مي توان تعيين كرد

)(afm     شيب خط مماس=′

baxmy +−=   مماسي خط  معادله)(

  

  

  

xxfي خط مماس بر منحني نمودار تابع معادله:مثال  sin)( +=   . را بدست آوريدx=0ي در نقطه2

  :حل 

2020200
2 =+=+= →= += )sin()(sin)( fx xxf

  

100شيب خط مماس     ==′=→=′ )cos()(cos)( fmxxf   

2201ي خط مماس     معادله +=→+−=→+−= xyxybaxmy )()(  

  : تمرين براي حل 

xxxfي خط مماس بر نمودار تابععادلهم   :1 32   .به دست آوريد x=1يدر نقطهرا  )(=+

xxfي خط مماسي بر نمودار تابعمعادله   :2 πsin)(   .به دست آوريد x=0ي در نقطهرا  =2

***  

  

f 

a 
 خط مماس

b 

)(afb = 
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  )44ي صفحه ( 

  ي هوپيتال قاعده :ب 

==0 بوده و    aتوابعي مشتق پذير در   f و gهرگاه )()( agaf        باشد، دراين صورت واضح است كه حـد

كسر  
)(

)(

xg

xf
axوقتي  به صورت مبهم     →

0

0
ax رفع ابهام اين كسر با فرض اينكه براي.  در مي آيد  ≠ 

  .مي توان به شكل زير عمل كرد

)(

)(
)()(

lim

)()(
lim

)()(

)()(

lim

)()(

)()(
lim

)(

)(
lim

ag

af

ax

agxg
ax

afxf

ax

agxg
ax

afxf

agxg

afxf

xg

xf

ax

ax

ax

axax

′
′

=

−
−
−
−

=

−
−
−
−

=

−
−=

→

→
→

→→

  

ي حد كسر  يعني براي محاسبه  
)(

)(

xg

xf
axوقتي كه   اگر به صورت مبهم      →

0

0
 درآيد،كسري تشكيل  مـي      

 صورت آن مشتق صورت كسر داده شده و مخرج آن نيز مشتق مخرج كسر داده شده باشند و سپس     دهيم كه 

  .حد كسر بدست آمده را محاسبه مي كنيم

)(

)(

)(

)(
lim

ag

af

xg

xf

ax ′
′

=
→

  

 اگر حد كسر جديد نيز به شكل :توجه
0

0
  .  در آيد، عمل مشتق گيري را  مجدداً تكرار مي كنيم

  . زير را حساب كنيد حد:مثال 

6

4
2

2

2 −+
−

→ xx

x

x
lim  

  :حل 

5

4

122

22

12

2

6

4

2

0

0

2

2

2
=

+
=

+
=

−+
−

→→ )(

)(
limlim

x

x

xx

x

xHopx
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  )45ي صفحه( 

 حاصل ::::مثال مثال مثال مثال 
x

x

x cos
lim

−→ 1

2

0
  . را حساب كنيد

  :حل 

2
1

2

0

222

1 0

0

0

0

0

0
2

0
=====

− →→→ )cos(cos
lim

sin
lim

cos
lim

xx

x

x

x

xHopxHopx
  

  : تمرين براي حل 

   .حد هاي زير را حساب كنيد  :3

x

x

x 2

1

sin

cos
lim

+
→π

  ج( 

xx

xx

x 2

4
2

2

2 −
−

→
lim )الف  

20 x

xx

x

sin
lim

+−
→

  د (
9

154
23 −

+−
→ x

x

x
lim )ب  

جواب  (. حد زير را محاسبه كنيد: 4
2

1
(  

20

2

x

xx

x

coscos
lim

−
→

  

=8 را طوري بيابيد كه a مقدار: 5
−
−

→ ax

ax

ax

22

limباشد .  

 مقدار  :6
ax

aaxx

ax −
−

→
lim است؟ كدام  

1 (a2                      2 (a3                         3 (a4                           4 (a6  

  .ي هوپيتال تساوي هاي زير را ثابت كنيد با استفاده از قاعده :7

)(
coscos

lim 22
20 2

1
ab

x

bxax

x
−=−

→
  الف (

)()(
)()(

lim afnm
h

nhafmhaf

h
′−=+−+

→0
  ب( 

***  
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  )46ي صفحه ( 

  روش هايي براي حل مسائل پارامتري  :ج 

ي يك تابع بر حسب يك يا چند پارامتر داده مي شود و براساس شرايطي كه تعيـين مـي شـود،                      گاهي معادله 

در حـل مـسائل    نـد نكاتي كه در اين قسمت ارائـه مـي شـوند، مـي توان          . ي پارامتر ها ، مد نظر است      محاسبه

  .پارامتري كمك نمايند

ي ي عادي واقع بر منحني داراي يك خاصيت است و آن اين اسـت كـه مختـصاتش در معادلـه                  هر نقطه  )1

  .ي عادي نقطه اي است كه هيچگونه ويژگي در مورد آن ذكر نشده باشدنقطه. منحني صدق مي كند

3121 در تابع  :مثال   3 −+−= mxxmy ي  را طوري بيابيد كه منحني اين تـابع از نقطـه           m مقدار )(

  . بگذرد2,3)(

  .ي تابع جايگزين مي كنيمي عادي است لذا مختصات آن را در معادلهي داده شده ، يك نقطه نقطه:حل 

16488132221332 33 =+−→−+−= → −+−= mmmmmxxmy )())((),( )( 121 3

22412 =→=→ mm  

  .نيمم داراي دو خاصيت مي باشدي ماگزيمم يا مي نقطه)2

  .ي عادي در تابع صدق مي كندمانند يك نقطه) الف

 ،ي اولي داده شده ، به ازاء طول اين نقطه، مقدار مشتق مرتبهي اول در نقطهبا فرض وجود مشتق مرتبه) ب

  )y′=0. (برابر صفر  مي شود

baxxyتــابع :مثــال  ++= ي   را طــوري پيــدا كنيــد كــه نقطــهa وbمقــدار .داده شــده اســت 23

)( 42,−Mيكي از نقاط ماگزيمم يا مينيمم منحني باشد .  

  .ي تابع جايگزين مي كنيممختصات آن را در معادله ابتدا :حل 

12422442 23 −=+→++=− →− ++= bababaxxy )()(),(
23

  

  .ي اول نيز جايگزين مي كنيملذا در مشتق مرتبه.  تابع استماگزيمم يا مينيممه، چون اين نقط

304122223042 223 2
−=→=+→+= →− +=′ aaaaxxy )()(),( 

  . را تعيين مي كنيمbي اول ، مقدار در نهايت كمك رابطه
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012343
124 =→−=+− →−= −=+ bba ba )(  

  .ي عطف داراي دو خاصيت مي باشد نقطه)3

  .ي عادي در تابع صدق مي كندهمانند يك نقط) الف

 ،مدوي مرتبهي داده شده ، به ازاء طول اين نقطه مقدار مشتق م در نقطهدوي مرتبهبا فرض وجود مشتق     ) ب

  )y′′=0. (برابر صفر مي شود

cbxaxxyتابع :مثال    +++=  را طوري بيابيد كه نمودار تابع       a و bو cمقدار.  داده شده است   23

  .ي عطف آن باشد نقطه1,1A)(از مبدأ مختصات بگذرد و

  :حل 

0000000 =→+++= → +++= ccbacbxaxxy )()()(),( 23
23

  

0111111
0 =+ →+++= → =+++= bacba ccbxaxxy )()()(),( 23

23

  

axybaxxycbxaxxy 2623 2 +=′′→++=′→+++= 23  

3216011
26 −=→+= → +=′′ aaaxy )(),(  

3030
3 =→=+− →=+ −= bbba a

  

  .ي تماس داراي دو خاصيت مي باشد نقطه)4

  .ي عادي در تابع صدق مي كندمانند يك نقطه) الف

، لاوي مرتبهي داده شده ، به ازاء طول اين نقطه مقدار مشتق      ل در نقطه  اوي  مرتبهبا فرض وجود مشتق     ) ب

my. (برابر شيب خط مماس مي شود =′(  

13ابع ت :مثال  ++= bxaxyمقدار . داده شده استbو a35 را طوري بيابيد كه خط −= xy در 

  .نقطه اي به طول يك بر منحني تابع فوق مماس شود

  :حل 

)(),(ي تماس   نقطه 2123151
35 Ayx xy →=−= →= −=
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111221 =+→++= → ++= bababxaxy
1313

)()(),(  

  .ن مقدار را نيز از مشتق به دست مي آوريماي.  است5ت كه شيب خط مماس برابر واضح اس

53133
521 =+ →+= →+=′ == babambaxy mx )(2  

  :در نهايت داريم





−==→
=+

=+
12

53

1
ba

ba

ba
,  

  :تمرين براي حل 

baxxyتابع     :8 ++= نمـودار تـابع از نقـاط     را طـوري بيابيـد كـه     a و bمقـدار  . داده شده اسـت    3

),( 20 ),( و−   .  بگذرد21

منحني نمايش تابع    :9
nx

mx
y

+
- و محـور عـرض هـا را در  نقطـه            Aي   محور طول ها را در نقطـه       =+

=−1 به صورت AB خطير معادلهاگ.قطع مي كندBي xyمقدار . باشدnو mرا بيابيد .  

cbxaxyتابع    :10 ++=  را طوري بيابيد كه نمودار تابع از مبـدأ          a و bو cمقدار.  داده شده است   3

  .  باشد-2مختصات بگذرد و در نقطه اي به طول يك داراي مينيممي برابر 

  .ي مينيمم آن باشد نقطه2,0B)(ي ماگزيمم و نقطه0,4A)(مي بنويسيد كهي سوتابع درجه  :11

  . مركز تقارن آن باشد1,2N)(ي ماگزيمم و نقطه0,4M)(ي بنويسيد كهمي سوتابع درجه  :12

  .ي عطف مي باشدي سوم مركز تقارن همان نقطهدر تابع درجه: توجه 

baxxxf را در تابعb وa ضرايب :13 ++= ),(يپيدا كنيد كه نقطه طوري )(3  نسبي ينيمم، م21

  .داشته باشد

122 را طوري بيابيد كه خط مماس بر منحنيkمقدار  :14 ++= xkxy1ي در نقطه=x موازي 

  .محور طول ها باشد

  .ي عطف آن باشدي داده شده، نقطهنيد كه نقطهدر هر مورد تابع درجه سومي مثال بز  :15

),(ينقطه: الف  ),(ينقطه:         ب 00 ),(ينقطه:         ج 01 ),(ينقطه :        د 10 22          
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cbxaxxf را در تابعc وb وa مقادير :16 ++=  طوري به دست آوريد كه در شرايط زير )(23

  .صدق كند

10: الف  =)(f 21 و =)(f  

: ب 
2

1=xي عطف نمودار تابع طول نقطهfباشد .  

cbxaxxyيي سومي با ضابطهي عطف تابع درجه نقطه مبدأ مختصات اگر :17 +++=  باشد 23

  . را پيدا كنيدc وb وaمقادير. كه نمودار آن در شكل مقابل داده شده است

  

  

  

  

***  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 
2- 
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  هينه سازيحل مسائل ب :د 

...  ، كمترين سطح ، كمترين فاصله، كمترين زمان وهدر صنعت و اقتصاد فهميدن بيشترين سود، كمترين هزين

هرگاه به دنبال كمترين يا بيشترين مقدار توابع باشـيم، مـي تـوان از مفهـوم                 . بسيار مورد توجه قرار مي گيرد     

تدا با توجه به صورت مسئله تابعي يك متغيره تشكيل          اب  براي حل اين قبيل مسائل،      . مشتق تابع استفاده كنيم   

 . و اگر لازم باشد، جدول تغييرات رسم كنيـد ي اول آن را تعيين مي كنيم     مي دهيم و ريشه هاي مشتق مرتبه      

 1ي اعتباريي را داشته باشند و در دامنهذيريم كه شرايط مسئلهپتوجه داشته باشيد كه فقط ريشه هايي را مي 

  .دمسئله باشن

  .بيشترين مقدار ممكن براي حاصل ضرب آنها را بيابيد.  است38 مجموع دو عدد مثبت برابر :مثال 

  :حل 

xyyx −=→=+ 3838  

23838 xxxxxyP −=−== )(  

19
2

38
023823838

02 ==→=− →−=′→−= =′
xxxxPxxxP xP )()()(  

361191938 2 =−= )()()(PMax  

  . آنها را بيابيدكمترين مقدار ممكن براي مجموع.  است64حاصل ضرب دو عدد مثبت  :مثال 

  :حل 

x
xyxS

x
yyx

6464
64 +=+=→=→=.  

8640
64

1
64

1
64 2

2
0

2
±=→=→=− →−+=′→+= =′

xx
xx

xS
x

xxS xS )()()(  

8پس .  قابل قبول استx=8با توجه به صورت مسئله فقط مقدار
8

64 ==y لذا :  

                                                 
براي مثال .  باشدبا معني، موجودبا توجه به محدوديت هاي ي مقاديري است كه متغير در آنها  مجموعهبع،اتي اعتباري دامنه.  1

2xxfبرابرxوقتي گفته مي شود كه مساحت مربعي به ضلع  فقط xي اعتباري اين تابع اين است كهدامنه.  مي باشد)(=

 .يك عدد مثبت است
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1688 =+=+= yxSMin )(  

مطابق شكل مي خواهيم از .  سانتي متر را در نظر بگيريد30ورق فلزي مربع شكلي به طول ضلع  :مثال 

 برش بزنيم و آنها را xچهارگوشه ي آن مربع هاي كوچكي به ضلع 

سپس با تا كردن ورق در امتداد خط چين هاي . ذاريمكنار بگ

 را طوري xمقدار. مي درباز بسازيمشخص شده در شكل، يك جعبه

  .، حداكثر مقدار ممكن گرددجعبهتعيين كنيد كه حجم 

ي حجم مكعب تشكيل  با توجه به مسئله كافي است كه معادله:حل 

  .شده را دهيم

2230 )()( xxxv   عبك حجم م=−

  

15041209004120900 322 <<+−=+−=→ xxxxxxxxv ;)()(  

212240900 xxxv +−=′→ )(  

02075012240900 21220 =+− →=+− → ÷=′
xxxxxv )(

  

1550155075202 ==→=−−→=+−→ xxxxxx ,))((  

  لذا. ول نيستبي اعتباري تابع است، اين جواب قابل ق خارج از دامنهx=15و چون

322 2000400510305523055 cmvvMax ==−=−== )()())(()()(  

دن مربع هاي ي، براي بربيمكعقوطي ي  يك سازنده:مثال 

  اينچ و8گوشه ورق هاي حلبي را به ابعاد  همنهشت از چهار

طرف آن، جعبه هاي سرباز مي  لابردن چهارا ب اينچ و15

 ساخته شده بيشترين هايقوطي اگر بخواهيم حجم . سازد

ي كه بايد بريده مربع هايطول ضلع ، مقدار ممكن باشد

  شود، چقدر است؟

  

x x 
x215 − 

x 

x 

x28 − 8 

15 

30 

x 

x 

x 

x230− x230− 
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هاي مستطيل مفروض بريده مي شوند برحسب اينچ  مربعي كه از گوشه فرض كنيد كه طول ضلع :حل 

  . باشدxبرابر

2

15
0 << x;      x215    قوطي مورد نظرطول =−

40 << x;      x28   عرض قوطي مورد نظر =−

  

  .لذا حجم قوطي ايجاد شده به شكل زير است

40 << x;           xxxxxxxv 12046428215 23 +−=−−= ))(()(   

012092121209212 202 =+− →+−=′ =′
xxxxxv xv )()(  

6
3

5
0653030233 24 ==→=−−→=+−→÷ xxxxxx ,))((  

  .ي اعتباري تابع است و قابل قبول نيست خارج از دامنهx=6كه

  . قرار مي گيرد، را بيابيد2 مساحت بزرگترين مستطيلي كه درون دايره اي به شعاع :مثال

  :حل 

2222 164 xyyx −=→=+ )(  

216 xxxSyxS −=→= )(.  

2

2

2

2
2

16

216

16
16

x

x

x

x
xxS

−

−=
−

−+−=′ )(  

80216 20 ±=→=− → =′
xxxS )(

  

  SMax)(=8لذا .  قابل قبول استx=8با توجه به صورت مسئله واضح است كه فقط جواب

  . محاط شده باشد5 حجم بزرگترين مخروط دواري را بيابيد كه درون كره اي به شعاع  :مثال

rAO قرار مي دهيم   :حل   =−=−5 پـس    = hOAAHOH       لـذا در مثلـث OBH     مـي تـوان 

  :نوشت 

x215 − 

x 

x28 − 

2 
x 

2 

y 
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255 22222 =+−→=+ rhOBBHOH )(  

22 10 hhr −=→  

)()()( 3222 10
3

1
10

3

1

3

1
hhhhhhvhrv −=−=→= πππ  

3

20
0غ

0320
3

1
320

3

1 202

==→

=− →−=′→ =′

hh

hhhhhv hv

,)(

)()()( )( ππ
  

81

4000

3

20

3

20
10

3

1 32 ππ =−=→ ))()(()(vMax  

),(يي نقطهصله مينيمم فا:مثال  04Mي از منحني به معادلهxy 42   . را حساب كنيد=

),(ي فرض كنيم كه نقطه   :حل   βαAي منحني نزديكترين نقطهxy 42 ),(ي از نقطـه = 04M باشـد  .

  :پس 

αβ 42 =  

1644168

16804

22

2222

+−=++−=→

++−=−+−=

αααααα

βααβα

)(

)()(

d

d
  

202
164

2

1642

42 0

22
=→=− →→

+−

−=
+−

−=′ =′ αα
αα

α

αα

αα α )()( dd  

1216242 2 =+−=→ )()()(dMin  

استوانه را طوري به دست شعاع قاعده و ارتفاع .  يك استوانه محاط كرده ايمR در كره اي به شعاع:مثال 

  .آوريد كه حجم استوانه، بيشترين مقدار ممكن را داشته باشد

 h و ارتفاعrيي مورد نظر داراي شعاع قاعدهنيم كه استوانه فرض ك:حل 

  : مي توان نوشتOABي مركز كره باشد، در مثلث قائم الزاويهOاگر. باشد

2

h
OB =  B 

O 

A 

R 

r 

r 

O 

A 

B H 

M 

A 

xy 42 = 
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42

2
22222222 h

RrR
h

rOAOBAB −=→=+→=+ )(  

  .ي ايجاد شده به شكل زير استلذا حجم استوانه

hrv 2π=  

RhhhRh
h

Rhv 20
44

32
2

2 <<−=−=→ ;)()(
πππ  

2222022

4

3
0

4

3

4

3
hRhRhRhv hv ππππππ =→=− →−=′→ =′ )()(  

RhhR
3

32

3

4 22 =→=→  

RrRRRRRhRr
3

2

3

2

3

1

3

4

4

1

4

1 22222222 =→=−=−=−= )(  

. د مي خواهيم يك قوطي فلزي استوانه اي شكل و در باز بسازيم كه گنجايش آن دقيقاً يك ليتر باش:مثال 

  .ابعاد قوطي چقدر باشد تا مقدار فلز به كار رفته در توليد آن مينيمم شود

  . بايد مساحت كل استوانه كمترين مقدار ممكن گردد:حل 

  :پس . چون قرار است حجم استوانه يك ليتر باشد

2
2

310002 1000
1000

r
hhrhrv

cmv

π
ππ =→= →= =

  

  :لذا. ن استبرابر مجموع ، مساحت قاعده و سطح جانبي آمساحت كل استوانه از طرفي 

r
rrS

r
rrrShrrrS

20001000
22 2

2
22 +==+=→+= π

π
ππππ )()()()(  

0
20002200022000

2
2

3

2

3

2
=− →−=−+=′→ ′

r

r

r

r

r
rrS rS πππ )()(  

333 1
10

1000
020002

ππ
π =→=→=−→ rrr  

3233

20002

200
1

10
1

10 π
π

π
π

π
+= →

+=
)()(

)(

S
r

rrS

  

h 

r 
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پنجره هايي وجود دارد كه به شكل يك مستطيل و نيم دايره اي   در برخي بناهاي تاريخي كشورمان:مثال 

 اگر محيط يك چنين پنجره .استهناي مستطيل به طوري كه قطر نيم دايره برابر با پ. بر روي آن مي باشد

  .ابعاد آن را طوري بيابيد كه بيشترين نوردهي را داشته باشد. شداب متر 5/4اي 

 اين مساحت برابر مجموع مساحت هاي نيم دايره و .كافي است بيشترين مساحت پنجره را بدست آوريم :حل 

  .مستطيل است

  rhrrhxp ππ ++=++= 222
2

1
2    محيط پنجره)(

rrhrhrp ππ
2

1

4

9

2

9
22

54 −−=→=++ → = /
  

2

2

1
rxhS π+=مساحت پنجره   

2222

2

1
2

2

9

2

1

2

1

4

9
2 rrrrrSrrrrrS ππππ +−−=→+−−=→ )())(()(  

2

2

4

2

9
rrrS )()(

π+−=→  

04
2

9
4

2

9

2

4
2

2

9 0 =+− →+−=+−=′→ =′
rrrrS rS )()()()( )( πππ

  

)( π+
=→

42

9
r  

  : لذا

)( π+
=

42

9
r  شعاع نيم دايره  

ππ +
=

+
×==

4

9

42

9
22

)(
rx عرض پنجره  

rrh π
2

1

4

9   ارتفاع پنجره =−−

)()(
)

)(
(

)( π
π

ππ
π

π +
−

+
−=

+
−

+
−=

44

9

42

9

4

9

42

9

2

1

42

9

4

9
h  

h 

r 

rx 2= 
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اگر . مي خواهيم كنار يك رودخانه يك محوطه به شكل مثلث متساوي الساقين را نرده كشي كنيم :مثال 

 متر نرده را در اختيار داشته باشيم، در اين صورت بيشترين مساحت ممكن براي اين مثلث 100يتنها هزينه

  در خواهد بود؟قچ

  :جه به شكل مقابل و نظر به اينكه محوطه كنار رودخانه ساخته مي شود، پس با تو :حل 
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  . به استدلال زير دقت كنيد.توجه داشته باشيد كه بدون استفاده از مشتق نيز مي توان مسئله را حل كرد

))((θsinمساحت اين مثلث با توجه به اطلاعات داده شده برابر ×= 5050
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Sبيشترين .  مي باشد

  :پس داريم . شد باθsin=1مساحت وقتي است كه
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ي مثلث هاي متساوي الساقيني كه محيط يكساني دارند، مثلث متـساوي             نشان دهيد كه در بين همه      : مثال

  .الاضلاع داراي بيشترين مساحت است
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  :حل 

)()( 1
42

2
2222 b

ah
b

ha −=→+=  

)(2442 222 aPaPbaPbbaaP +−=→−=→++=  

2222

4

1
44

4

1
21 PPahaPaPah −=→+−−=→ )()(),(  

22

4

1
2

2

1

4

1
2

2

1

2

1
PPaaPaSPPaaPbhS −−=→−−== )()()(  

2

2

4

1
2

2
2

1

4

1
1

PPa

P
aPPPaaS

−
×−+−−=′ )()()(  

2

2

2

22

4

1
2

3

4

1
2

2

1

2

1
2

PPa

PaP

PPa

PaPPPa

−

−=
−

−++−
=  

03030

4

1
2

3 2

2

2
0 =−→=−→=

−

− → =′
)()( aPPPaP

PPa

PaPaS
  

ababaaP baPP =→=+ →= → +=≠
323

20
  

  . استضلاعيعني مثلث متساوي الا

***  

  :تمرين براي حل 

  .ضرب آنها را پيدا كنيد بزرگترين مقدار ممكن براي حاصل.  است8 مجموع دو عدد مثبت برابر   :18

24043اشته باشيماگر د  :19 =+ yxماگزيمم مقدار xyرا بيابيد .  

  . است، كمترين مجموع اين دو عدد را پيدا كنيد24 حاصل ضرب دو عدد مثبت   :20

  . باشد و حاصل ضرب آنها كمترين مقدار ممكن گردد10 دو عدد حقيقي بيابيد كه تفاضل آنها  :21
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 كه در بين تمام مستطيل هاي با محيط ثابت، مستطيلي كه طـول و عـرض آن هـم انـدازه                       ثابت كنيد   :22

  .باشند، بيشترين مساحت را دارد

 سانتي متـر باشـد، طـول و عـرض     4 اگر شعاع دايره،.  يك مستطيل در يك نيم دايره محاط شده است  :23

  .دمستطيل را طوري به دست آوريد كه مساحت آن بيشترين مقدار ممكن باش

12 مختصات وخطيك مستطيل به محور هاي    زيردر شكل     :25 −=− xy،بيـشترين    محدود شده است

  . دست آوريدمساحت مستطيل را  به

  

  

  

  

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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  ضميمه

  

 


