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مفهوم حد و فرآیندهای حدی

(حد چپ و حد راست)حدهای یک طرفه 

قضایای حد

فرممحاسبة حد توابع کسری حالت صفرص

پیوستگی
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5فصل 

1درس 
مفهوم حد و فرآیندهای حدی

آشنایی با فرایندهای حدی و اصطلاحاتی مانند میل کردن و نزدیک شدن❑

درک شهودی حد به کمک جدول مقادیر و رسم نمودار تابع و آشنایی با نماد حد❑

و نقش آن در وجود حد یک تابع در( دو طرفه، راست، چپ و محذوف)درک مفهوم همسایگی ❑

یک نقطه
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ی یک نقطه به منظور تحلیل یک پدیده، می توان رفتار تابع متناظر با آن پدیده را در نزدیک

.مورد ارزیابی قرار داد

.یکی از ابزارهایی که در تحلیل رفتار تابع می توان موثر باشد، حد تابع است

ی از اعدادبیان رفتار یک تابع یا دنباله ا: کاربرد مفهوم حد در ریاضیات

محاسبة سرعت یک جسم متحرک در یک لحظه، 

یافتن شیب خط مماس بر یک منحنی در یک نقطه از آن، 

....تعیین مساحت اشکال هندسی و 



.واحد است1در شکل زیر، شعاع دایره ها، برابر 
کتاب درسی114فعالیت صفحة 

9

شود؟با افزایش اضلاع چند ضلعی های محاط در دایره، مساحت چند ضلعی به مساحت چه شکلی نزدیک می( 1

چقدر است؟1مساحت دایره ای به شعاع ( 2

بارادایرهدروندرواقعمنتظمضلعی𝑛مساحتوبگیریمنظردر3/14159برابررااعشاررقم5تا𝜋عددتقریبیمقداراگر(3

𝐴𝑛مقادیرزیرجدولدهیم،نشان𝐴𝑛ازایبهرا𝑛 ∈ ℕدهدمینشانبرخی.

ضلعی درون 𝑛مساحت )𝐴𝑛با توجه به این جدول، هرچه تعداد اضلاع چندضلعی های داخل دایره زیاد می شود، جملات دنباله( 4

.که برابر مساحت دایره با شعاع یک واحد است نزدیک می شود𝜋به عدد ( دایره

کنیم، را به هراندازه که بخواهیم، می توانیم به مساحت دایره نزدیک( محاطی)مساحت چندضلعی های منتظم درون دایره 

.به شرط آن که تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم

دایره

𝑆 = 𝜋𝑟2 = 𝜋 1 2 = 𝜋

: نتیجه

.به این نحوة نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از چپ می گوییم
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اضلاعهمةکهضلعیچند)محیطیمنتظمهایضلعیچنداز𝑟شعاعبهدایرهبرایقبلفعالیتدرکنیدفرض

چندایندربارة،آمددستبهقبلفعالیتدرراآنچهمشابهنتیجه.کنیماستفاده(باشندمماسدایرهیکبرآن

.(نیستلازمهامساحتمحاسبه)کنیدبیانهاضلعی

شود،میرزیادتوزیادمحیطیهایضلعیچنداضلاعتعدادوقتیکهرسیممینتیجهاینبههاشکلبهکردننگاهبا

.شودمیترنزدیکونزدیکدایرهمساحتبهنیزآنهامساحت

رهدایمساحتبهتوانیممیبخواهیمکهقدرچههررادایرهبرمحیطمنتظمهایچندضلعیمساحتدیگرعبارتبه

.کنیمزیادکافیمقداربهراچندضلعیاضلاعتعدادآنکهشرطبهکنیمترنزدیک

... ...

.به این نحوة نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از راست می گوییم
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کتاب درسی115فعالیت صفحة 

.می باشد6را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر 2یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع 

ث جدید را مطابق شکل، وسط اضلاع را به هم وصل می کنیم تا مثلث جدیدی ایجاد شود، اندازه ضلع مثل( 1

𝑥1 و اندازة محیط آن را𝑃1می نامیم.

و محیط 𝑥𝑛ام طول مثلث به وجود آمده را با 𝑛اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و در مرحله ( 2

:  نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید𝑃𝑛آن را با 

اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟( 3

اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟( 4

:تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب ضلع آن بیان می کند، آن گاه داریم𝑓در نظر بگیریم و 𝑥اگر طول ضلع اولیه را 

𝑓 𝑥 = 3𝑥

به عدد صفر نزدیک می شود، محیط مثلث ها، ( 𝑥مقدار متغیر )همان طور که مشاهده کردیم، وقتی طول ضلع مثلث ها 

.نیز به عدد صفر نزدیک می شوند𝑓یعنی مقادیر تابع 

.خواهد بود3برابر 𝑃1برابر یک  𝑥1در این صورت 

3
8

1
16
3

16

1
32
3

32
3

2𝑛

صفر

صفر
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کتاب درسی116مثال صفحه 

𝑥اطرافدرراضابطةبا𝑓تابعرفتار = .کنیدبررسی2 𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 4
𝑥 − 2

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 4
𝑥 − 2

=
𝑥 − 2 𝑥 + 2

𝑥 − 2
→ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 , 𝑥 ≠ 2

𝑥ازایبه𝑓تابع = 𝑓دیگرعبارتبه.نداردمقدار2 .نداردوجود2

تربزرگمقادیربرخینیزوشوند،مینزدیک2عددبهچپسمتازتدریجبهکه،2ازترکوچکمقادیربرخیازایبهرا𝑓تابعمقداراینک

.کنیممیتنظیمرازیرجدولوشوند،مینزدیک2بهراستسمتازتدریجبهکه،2از

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 4

𝑥در𝑓(𝑥)تابعازحدگیریرامفهوماین = .نامیممی2

.شودمینزدیک4عددبه𝑓(𝑥)،2عددبه𝑥شدننزدیکبا

.است4برابرشود،مینزدیک2به𝑥وقتی𝑓(𝑥)تابعحدگوییممیصورتایندر

درستی این مطلب را از روی نمودار 

.تابع نیز می توان دید
:نویسیممی
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کتاب درسی117کار در کلاس صفحة 
.بگیریدنظردررازیرهایضابطهباℎو𝑓،𝑔توابع

𝑔 𝑥 =
𝑥2 − 9
𝑥 − 3𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3 ℎ 𝑥 = ቊ

𝑥 + 3 , 𝑥 ≠ 3
4 , 𝑥 = 3

𝑥ازایبهراℎو𝑓،𝑔توابعمقدار(1 = .آوریددستبه3

𝑓 3 = 3 + 3 = 6 𝑔 3 = ندارد وجود ℎ 3 = 4

ℎو𝑓،𝑔توابعمقدارکنیم،مینزدیک3عددبهرا𝑥مقادیروقتیکهبزنیدحدسزیر،جدولتکمیلبا(2

شوند؟مینزدیکعددیچهبههرکدام

5/9 5/99 5/999 5/9999 6/16/016/0016/00016/00001

5/9 5/99 5/999 5/9999 6/16/016/0016/00016/00001
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کتاب درسی117کار در کلاس صفحة 

.استشدهرسمزیرصورتبهℎو𝑓،𝑔توابعنمودار

ℎ(𝑥)و𝑓(𝑥)،𝑔(𝑥)مقادیرکنیم،مینزدیک3بهرا𝑥مقادیروقتیکهدهیدتوضیحنموداررویاز(3

شوند؟مینزدیکعددیچهبههرکدام

:نویسیممی.است6بابرابرشودمینزدیک3بهوقتیتابعسههرحد(4

lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 6 lim
𝑥→3

𝑔(𝑥) = 6 lim
𝑥→3

ℎ(𝑥) = 6
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کتاب درسی118کار در کلاس صفحة 

.کنیدبیانراتابعسهاینهایشباهتوهاتفاوتقبلکلاسدرکاربهتوجهبا

𝑔 𝑥 =
𝑥2 − 9
𝑥 − 3

𝑓 𝑥 = 𝑥 + 3

ℎ 𝑥 = ቊ
𝑥 + 3 , 𝑥 ≠ 3
4 , 𝑥 = 3

𝑓یعنی . است6موجود و برابر 𝑓(3)مقدار ❖ 3 = 6 ،
limهمچنین داریم 

𝑥→3
𝑓(𝑥) = 6 ،

limپس 
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 𝑓(3).

𝑔تابع ❖ 𝑥 در𝑥 = .نداردوجود 𝑔(3)، یعنی نداردمقدار 3
limولی 

𝑥→3
𝑔(𝑥) = 6  .

ℎیعنی . است4موجود و برابر ℎ(3)مقدار ❖ 3 = 4 ،
limولی 

𝑥→3
ℎ(𝑥) = 6  .

limپس 
𝑥→3

ℎ(𝑥) ≠ ℎ(3).
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:به عبارت دیگر ممکن است

.در یک نقطه مقدار تابع موجود نباشد ولی حد وجود داشته باشد➢

.در یک نقطه مقدار تابع موجود باشد ولی حد وجود نداشته باشد➢

.در یک نقطه حد و مقدار تابع موجود باشد و با هم برابر باشد➢

.در یک نقطه حد و مقدار تابع موجود باشد ولی با هم برابر نباشد➢

. نداردوجود حد در یک نقطه، به وجود مقدار تابع در همان نقطه ربطی 
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2بازةمثال؛عنوانبه , .شودمیمحسوب3برایهمسایگییک5

.بزنیدمثال،3برایچپهمسایگییکوراستهمسایگییکمحذوف،همسایگییکهمسایگی،یک(1

5مجموعةمثال؛عنوانبه
2 , 4 − همسایگییک3

.شودمیمحسوب3برایمحذوف

3بازةمثال؛عنوانبه , و3برایراستهمسایگییک4

3بازة
2 , .شودمیمحسوب3برایچپهمسایگییک3

.نمی شود2خیر، زیرا شامل عدد 

کتاب درسی119کار در کلاس بالای صفحة 

2بازةآیا(2 , شود؟میمحسوب2برایهمسایگییک3

1بازة  , 1−مجموعة . محسوب می شود3یک همسایگی برای 9 , 5 − . محسوب می شود3یک همسایگی محذوف برای 3

3بازة  , ,0و بازة 3یک همسایگی راست برای 7 . محسوب می شود3یک همسایگی چپ برای 3
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گوییممی،(باشدنشدهتعریف𝑎خوددراستممکن)باشدشدهتعریف𝑎همسایگیدر𝑓تابعکنیمفرض

بهکرد،نزدیک𝑙بهبتواندلخواهاندازةهربهرا𝑓تابعمقدارهرگاهاست،𝑙عددبرابر𝑎در𝑓تابعحد

.شودنزدیک𝑎بهکافیقدربهچپوراستسمتدوهراز𝑎مخالفمقادیربا𝑥کهآنشرط

lim:نویسیممیصورتایندر
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙
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کتاب درسی119کار در کلاس پایین صفحة 

𝑓

𝑔

𝑓 𝑔
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کتاب درسی120صفحة 5کار در کلاس 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1
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کتاب درسی120مثال صفحة 

𝑓تابعآیا 𝑥 = 2 − 𝑥نقطةدر𝑥 = چرا؟دارد؟حد2

∞−)بازةبابرابرتابعدامنة , حقیقیاعدادلذا.باشدمی[2

گیهمسایتواننمیونیستندتابعدامنةبهمتعلق2ازبیشتر

.نمودتعریف2برایراست

𝑥نقطةدر𝑓تابع = :زیرا،نداردحد2
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کتاب درسی120صفحة 1تمرین 

𝑥نقطةدرراتوابعاینحدمقدار.استشدهدادهزیرصورتبهℎو𝑓،𝑔توابعنمودار = .کنیدمشخص5

lim
𝑥→5

𝑓(𝑥) lim
𝑥→5

𝑔(𝑥) lim
𝑥→5

ℎ(𝑥)= 2 = 2 = 2
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.آوریددستبهشدهدادهنقاطدروجود،صورتدررا،زیرتوابعحدمقدارنمودار،ازاستفادهبا

کتاب درسی121صفحة 2تمرین 

3 4

4 نداردوجود
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.با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطة موردنظر بیابید

کتاب درسی121صفحة 3تمرین 

lim
𝑥→0

−3𝑥 + 4 الف)=

lim
𝑥→−1

𝑓 𝑥 ب)= 𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 − 4 𝑥 ≠ −1
3 𝑥 = −1

7 6/7 4/3 4/03 12/53/73/973/997

6- 5/5- 5/1- 5/01- 4/8-4/9-4/99-4/999-5/001-

4

5-
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کتاب درسی122صفحة 4تمرین 

𝑓با ضابطة   𝑓تابع  𝑥 = ቊ
3𝑥 − 1, 𝑥 > 2
𝑥 + 3, 𝑥 < .را در نظر بگیرید2

𝑥در نقطة 𝑓آیا تابع ( الف = تعریف شده است؟2

limمقدار 2در همسایگی محذوف 𝑓و با نوشتن جدول مقادیر𝑓با رسم نمودار ( ب
𝑥→2

𝑓(𝑥)را به دست آورید.

𝑥نقطةدر𝑓تابع = 2زیرااست،نشدهتعریف2 ∉ 𝐷𝑓

32/52/121/91/51𝑥

4/94/54𝑓؟86/55/2 𝑥

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 = 5
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کتاب درسی122صفحة 5تمرین 

𝑓با ضابطة   𝑔تابع  𝑥 = ቊ
−1, 𝑥 ∈ ℤ
2, 𝑥 ∉ ℤ

.را در نظر بگیرید

4−]را در بازة 𝑔نمودار تابع ( الف .رسم کنید[2 ,

.، حدود زیر را محاسبه کنید𝑔با استفاده از نمودار ( ب

lim
𝑥→1

𝑔 𝑥 =

lim
𝑥→ 2

𝑔 𝑥 =

2

2
2
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کتاب درسی122صفحة 6تمرین 

.را به دست آورید𝑓دامنة تابع ( الف

دامنة تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقطه است؟( ب

.با ضابطة                                    را در نظر بگیرید𝑓تابع  𝑓 𝑥 =
1 − 𝑥2

𝑥

تعریف شده است؟0/9آیا این تابع در همسایگی ( پ

𝑥آیا تابع در همسایگی چپ ( ت = 𝑥تعریف شده است؟ در همسایگی راست 1 = چطور؟1

1 − 𝑥2 ≥ 0 → 𝑥2 ≤ 1 → −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 و 𝑥 ≠ 0

𝐷𝑓 = −1 , 1 − 0

صفرمحذوفهمسایگی

بله

𝑥چپهمسایگیدرتابع = 𝑥راستهمسایگیدرواستشدهتعریف1 = .نیستشدهتعریف1
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کتاب درسی122صفحة 7تمرین 

𝑥اگر بازة  − 1 , 2𝑥 + .را به دست آورید𝑥باشد، مجموعة مقادیر 2یک همسایگی 3

𝑥 − 1 < 2 → 𝑥 < 3

2𝑥 + 3 > 2 → 2𝑥 > −1 → 𝑥 >
−1
2

𝑥 ∈
−1
2

, 3
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:دهیدخپاسسؤالاتبهوبگیریدنظردررازیرتوابع:1سوال

𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1 ℎ 𝑥 = ቊ
2𝑥 + 1 𝑥 ≠ 2
3 𝑥 = 2

𝑔 𝑥 = 2𝑥 + 1 , 𝑥 ≠ 2

𝑓مقادیر(الف 𝑔و2 ℎو2 .آوریددستبهوجودصورتدررا2

:کنیدمحاسبهرازیرحدهای(ب

𝑓 2 = 2 2 + 1 = 5 𝑔 2 وجود ندارد ℎ 2 = 3

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) lim
𝑥→2

ℎ(𝑥)= 5 = 5 = 5
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.کنیدبررسی4نقطةنزدیکیدرراتابعسهاینرفتارزیر؛جدولتکمیلبا:2سوال

6/8 6/98 7/27/02

5 6 6/6 6/8 6/98 987/47/27/02

5 6 6/6 6/8 6/98 987/47/27/02

lim
𝑥→4

𝑓(𝑥) = 7 lim
𝑥→4

𝑔(𝑥) = 7 lim
𝑥→4

ℎ(𝑥) = 7

7

7

ℎ 𝑥 = 2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1 𝑔 𝑥 = ቊ
2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4
5 , 𝑥 = 4

𝑥در نزدیکی نقطة ℎ(𝑥)و 𝑓(𝑥) ،𝑔(𝑥)توابع  = .  رفتار یکسانی دارند4

. است7نزدیک می شود، برابر 4به 𝑥به عبارت دیگر حد آنها وقتی 
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ه مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائ: 3سوال 

.باشد-1مساوی 2کنید که حد تابع در نقطة 

𝑓 𝑥 = −
1
2

𝑥

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = −1

حد 3ارائه کنید که در نقطة 𝑓تابعی مانند  : 4سوال 

𝑓(3)باشد و نداشته = 1.

𝑓 𝑥 = ቐ
2 𝑥 > 3
1 𝑥 = 3
−1 𝑥 < 3

lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 2 lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = −1
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