
  بردار در فضاي دو بعدي : درس اول 

بردار و ويژگي هاي آن و همچنـين  به مفهوم پرداخته و در ادامه  فضاي دو بعدي    ه معرفي   بابتدا   درسدر اين   

  .اعمال روي بردار در فضاي دو بعدي مي پردازيم

  صفحه و دستگاه مختصات

ه در يك صفحه قرار دارند، يك دستگاه مختصات به وجود مي آورند، هرگاه اين  ك′oyy و ′oxxدو محور

) مبدأ مشترك (Oيدو محور بر هم عمود باشند و در نقطه

  .متقاطع باشند

را ) ′oyy(را محور طول ها و محور قائم ) ′oxx(محور افقي 

  .ض ها مي نامندمحور عر

 با دو عدد حقيقي     M مانند  بديهي است كه هر نقطه روي صفحه،      

)( روي محور طول ها را طول Mيتصوير نقطه . مشخص مي شود   axM  روي Mي و تصوير نقطـه =

)(محور عرض ها را عرض byM   . مي نامند=

),( baM     يا                         
b

a
M              يا         







=
b

a
M  

  . مي نامندمختصات نقطهطول و عرض نقطه را 

   دستگاه مختصات قائم صفحه را به چهار ناحيه:نتيجه 

علامت مختصات هر نقطه بـا توجـه بـه          . كند تبديل مي ) ربع(

  .ربعي كه در آن قرار دارد، به صورت زير است

  :همچنين

  هر نقطه كه روي محور طول ها قرار دارد، عرض آن صفر است و برعكس: الف 

  هر نقطه كه روي محور عرض ها قرار دارد، طول آن صفر است و برعكس: ب 

  . طول و عرض آن صفر است ات نام دارد،ي تقاطع دو محور كه مبدأ مختصنقطه: ج 

0

0

>
>

y

x
 

0

0

>
<

y

x
 

0

0

<
>

y

x
 

0

0

<
<

y

x
 

M 

x 

y 

O axM = 

byM = 

x′ 

y′ 
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  )2ي صفحه ( 

 b وcاگر. ي خط ناميده مي شودخط را معادلهي نقاط يك مجموعهطول و عرض بين يكسان  يهر رابطه

به را ي يك خط در دستگاه مختصات معمولاً معادله، ندباش هم زمان صفر نa وb اعداد حقيقي بوده وaو

cbyaxصورت  =+   

  . مي نويسند

),(ي خطي را بنويسيد كه از نقاط معادله :1تمرين 13A و),( 71 −−Bبگذرد .  

  :حل 

2
4

8

31

17

12

12 =
−
−=

−−
−−=

−
−=

xx

yy
m  

5213211 −=+−=→+−= xxyyxxmy )()(  

52ي خط مطلوب   معادله =−→ yx  

***  

  )2R(معرفي فضاي دو بعدي 

),(واضح است كه هر نقطه از صفحه توسط يك زوج مرتب مانند            ba           مشخص مي شـود و هـر زوج مرتـب 

),(ز صفحه را به صورت زوج مرتب ماننـد    با توجه به اينكه هر نقطه ا      . دقيقاً يك نقطه مشخص مي كند      yx 

)},(|,{يدر اين صورت مجموعه   . نمايش مي دهند   Ryxyx ي نقاط صفحه مـي باشـد و         شامل همه  ∋

  :يعني .  نمايش مي دهند2R مي نامند و بافضاي دو بعديآن را 

},|),{( RyxyxR ∈=2  

***  
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  )3ي صفحه( 

  نمودار رابطه در فضاي دو بعدي

 استفاده كنيم، 2Rكافي است، از نقاط مختلفي از دستگاهبراي رسم نمودار يك معادله در فضاي دو بعدي 

  .دني داده شده صدق كنطوري كه اين نقاط در معادله

  . نمودار هر يك از روابط زير را  رسم كنيد :2تمرين

32 += xy)7  0=y)4  2=y)1  

2xy =)8  xy =)5  1−=x)2  

 || xy =)9  xy −=)6  0=x )3  

  :تمرين براي حل 

921ي نمودار رابطه: 4 22 =++− )()( yxرا رسم كنيد .  

)},(|||||{ينمودار رابطه  :5 4=+= yxyxAرا رسم كنيد .  

  : توجه

ي نقاطي را تعيين كنيم كه در شامل دو يا چند معادله لازم است مجموعه    براي رسم نمودار يك مجموعه        :1

  . صدق كنندتمام معادلات داده شده

||يمعادله :مثال  xx   .حل كنيد را  2=

|| نمودار رابطه هاي   :حل   xy 2xy و = را جداگانه رسم مي كنيم و سپس نقاط تقاطع آنهـا را تعيـين               =

  .مي كنيم

  

  

  

  

-يعني معادله داراي سه ريشه. قطع مي كنند x=−1 وx=0و x=1لذا اين دو نمودار همديگر را در نقاط

  . مي باشدx=−1 وx=0 و x=1ي

|| xy = 
2xy = 

1- 1 0 

1 
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  )4ي صفحه ( 

  :تمرين براي حل 

||يمعادله  :6 xx   .  را حل كنيد3=

يـك  ،  1ي متناظر آن  پس از رسم نمودار معادله     له،نامعاديك  جواب براي   ي  ي مجموعه براي تعيين ناحيه    :2

. آنرا در نامعادله قرار مي دهـيم      انتخاب نموده و مختصات     و غير واقع بر نمودار را       دلخواه روي صفحه    ي  نقطه

اگـر ايـن نتيجـه درسـت      .كار يا درست يـا نادرسـت خواهـد بـود           ي بدست آمده از اين    واضح است كه نتيجه   

اي را قبول كنيم كه شامل آن نقطه را قبول كنيم و اگر نادرست باشد،لازم است ناحيه    ي  باشد،لازم است ناحيه  

  .شامل آن نقطه نباشد

12ي نمودار رابطه:مثال  +> xyرا رسم كنيد .  

12ي ابتدا نمودار معادله   :حل   += xy     ن خط ناحيه را رسم مي كنيم و با انتخاب يك نقطه غير واقع بر اي-

  .ي جواب را تعيين مي كنيم

  

  

  

  

  

  :تمرين براي حل 

2xyينمودار رابطه  :7   . را رسم كنيد≤

>+1ينمودار رابطه  :8 || xyرا رسم كنيد .  

)},(|{. ي مقابل را رسم كنيد نمودار رابطه :9 1
22 >+= yxyxA  

را رسم نموده  نامعادلهي متناظر با هر معادلهنمودار  ابتدا ل دو يا چند نامعادله،ي شاممجموعه براي تعيين  :3

  .مشخص مي كنيم ي مربوط به هر يك، اشتراك ناحيه ها را و پس از تعيين ناحيه

                                                 
1
ودار بصورت نقطه چين ي متناظر آن شامل مساوي باشد نمودار كامل و اگر شامل مساوي نباشد، نمدر صورتي كه نامعادله.  

 .رسم مي شود

12 += xy 

1  0  x  
3  1  y  

 
1 

3 

1 



 ضيدهم ريادوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )5ي صفحه( 

  .زير را رسم كنيدي رابطه نمودار :مثال 

31 <≤ y    2    وxy ≥  

ي مربوط به هر يك را سپس اشتراك ناحيه. دلات داده شده را رسم مي كنيماهريك از نامعا نمودار  ابتد:حل 

  .تعيين مي كنيم

  

  

  

  

  .ي زير را رسم كنيد نمودار مجموعه:ثال م

},|),{( 14
222 >≤+∈= xyxRyxA  

ط به هر يك را ي مربوسپس اشتراك ناحيه. ابتدا نمودار هريك از نامعادلات داده شده را رسم مي كنيم :حل

  .تعيين مي كنيم

  

  

  

  

  

   :براي حل  تمرين

  .ي مربوط به معادلات يا نامعادلات داده شده را رسم كنيددر هر مورد نمودار ناحيه  :10





−≤
≥

2

1

y

y
11   و   ≤≤− x  )31  ت <≤− y  1   و=x )الف  

22 ≤< yx )21  ث ≤<− y 2   وxy   ب( =

  21 ≤≤ x 2   وxy   پ( =

3=y 

2xy = 

1- 1 0 

1 

3 

1=y 

2- 

2- 

2 

2 

1=x 
422 =+ yx 

دايره به مركز مبدأ 

 2مختصات و شعاع
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  )6ي صفحه ( 

   .ي داده شده را در صفحه نمايش دهيددر هر يك از موارد زير نمودار مجموعه  :11

},|),{( 31 >≥= yxyxA )الف  

},|),{( 21
2 <≤≥= yxyyxB )ب  

}|||),{( 12 <+= yxyxC )ج  

},|),{( 54
2222 ≤+>+= yxyxyxD )د  

  .متناظر با ناحيه هاي زير يك رابطه بنويسيد  :12

  

  

  

  

  

  

***  

   در فضا دو بعديهابردار

در شـكل مقابـل     . نامنـد   هر پاره خط جهت دار را يك پيكان مي        

 پيكان را بـا نمـاد       اين.  يك پيكان است   ABپاره خط جهت دار   

AB   يا به اختصار u
r

هر پيكان داراي چهـار     .  نمايش مي دهيم   

  . ي مبدأ ، جهت ، امتداد و اندازه مي باشدمشخصه

مي توان يك زوج مرتب تحت عنوان مختـصات   براي هر پيكان 

ي تغييرات طـولي و عرضـي نقـاط ابتـدا و انتهـاي      دهمختصات پيكان نشان دهن. پيكان به صورت زير نوشت  

  .پيكان مي باشد

),(مختصات پيكان           ABAB yyxxAB −−=  

 اندازه

x 

y 

B 

A 

 انتها

 ابتدا
u
r

 

0 1 3 

4 

1- 

0 1 3 

4 

1- 

 )ب( )الف(



 ضيدهم ريادوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )7ي صفحه( 

 اگر  :مثال






=
2

5
A  ابتدا و 









−
=

4

2
B  انتهاي پيكان AB ابتدا پيكان را رسم و سپس مختصات       .  باشند

  .  آوريدآن را بدست

  :حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  .مختصات اين پيكان نيز به شكل زير است

),(),(),( 632452 −−=−−−=−−= ABAB yyxxAB  

o مي نامند و آن را باپيكان صفراگر نقاط ابتدا و انتهاي پيكاني بر هم منطبق باشند، پيكان را        
r

 نمايش مي 

  .مختصات پيكان صفر به صورت زير است. دهند

),( 00=o
r

  

ي انـدازه .  مـي باشـد    AB برابر طول پاره خط منطبق بـر آن يعنـي          AB مانند اندازه يا طول هر پيكان    

|||| را به صورتABپيكان ABنمايش مي دهيم و به صورت زير بدست مي آوريم .  

22 )()(|||| ABAB yyxxAB −+−=  

  .پيكان تمرين قبل را محاسبه كنيدي  اندازه:مثال 

  :حل 

22 )()(|||| ABAB yyxxAB −+−=  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

 

A 

B 
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  )8ي صفحه ( 

53453692452 22 ==+=−−+−= )()(|||| AB  

  : تمرين براي حل 

اگر  :13






=
2

4
A   و 







=
k

B
2

 ABد كه اندازه پيكـان     را چنان بيابي   kمقدار.  دو نقطه در صفحه باشند     

  . باشد13برابر

 گويند، هرگـاه مختـصات آنهـا        مساوي دو پيكان را     :تذكر  

به عبارتي ديگر موازي ، هم جهت و هم انـدازه           . يكسان باشد 

  .باشند

  

  

 گوينـد، هرگـاه مختـصات آنهـا         قرينههمچنين دو پيكان را     

ي موازي ، هـم انـدازه ولـي غيـر هـم جهـت               يعن. قرينه باشد 

  .هستند

***  

  . به شكل زير بدست مي آيدAB وسط پاره خطMي مختصات نقطه:يادآوري 

















+

+

=

2

2
BA

BA

yy

xx

M  

  .مي نامند بردار هر پيكان كه ابتداي آن مبدأ مختصات باشد را :تعريف 

  

  

  

ير نقطه اگ:نتيجه 






=
b

a
Aانتهاي بردار OAدر اين صورت .  باشد:  

 
u








=
b

a
A

O 

x 

y 
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  )9ي صفحه( 

  .ي انتهايي آن برابر استمختصات بردار با مختصات نقطه: الف 

),(),(),( babayyxxOA OAOA =−−=−−= 00    

  .ي بردار به شكل زير محاسبه مي شوداندازه: ب 

 222222 00 babayyxxAB OAOA +=−+−=−+−= )()()()(||||     

 اگر    :مثال








−
=

3

2
A  ابتدا و 







=
1

4
B    ي محور هاي مختصات و  دو نقطه در صفحهMي وسط  نقطه

  . را بدست آوريدOMي بردارمختصات و اندازه.  باشندABپاره خط

  :حل 










−
=

















−+

+

=
















+

+

=
1

3

2

31
2

42

2

2
)(BA

BA

yy

xx

M  

),( 13 −=OM  

101913 22 =+=−+= )()(|||| OM  

   :تمرين براي حل 

اگر   :14








−
=

4

3
Mنقطه اي روي صفحه باشد  .  

  . را تعيين كنيدOMي برداراندازه: ب                     . را رسم كنيدOMبردار: الف 

***  

  حد بردار وا

بـردار   (بردار واحـد هر بردار كه اندازه آن يك واحد طول باشد را  

  .مي نامند) يكه

uبه عبارتي ديگر بردار
r

||||=1 يكه است اگر و تنها اگر  u
r

  u
r

 x 

y 
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  )10ي صفحه ( 

),( نشان دهيد كه بردار  :مثال
5

2

5

1=uبردار واحد است    .  

1
5

5

5

4

5

1

5

2

5

1 22 ==+=+= )()(|||| u  

),(دو بردار  01=i
r

),( و  10=j
r

  كه او       مي بر  لي بر محور طول ها و دو

 واحد مختصات محور عرض ها منطبق و همجهت آنها است را بردار           

  .نامند مي) استاندارد(

1== |||||||| ji
rr

  

***  

  اعمال روي بردارها

  .اشاره مي كنيم و خواص آنها را بيان مي نماييمعمال روي بردار ها در ادامه به ا

  ضرب عدد در بردار: الف

uاگر
r

),( در بردار  rدر اين صورت ضرب عدد    .  يك عدد حقيقي باشند    r يك بردار و    bau =r     بـه صـورت 

  .زير تعريف مي شود

),(),( rbrabarur ==r  

  

  

  : تذكر 

||<1اگر  : 1 rي بردار آنگاه اندازهur
r

uي بردار از اندازه
r

  . بيشتر است

||=1اگر  : 2 rي بردار آنگاه اندازهur
r

uي بردار با اندازه
r

  . برابر است

||>1 اگر   :3 rي بردار آنگاه اندازهur
r

uي بردار از اندازه
r

  . كمتر است

urي برداراندازه : 4
r

uداري بر در اندازهr با حاصل ضرب قدرمطلق
r

  . برابر است

|||||||||| urur
rr ×=  

ur مثبت باشد، دو بردارrاگر : 5
r

u و
r

  . هم جهت هستند

x

y

j
r

 
i
r

 

u
r

 ur
r

 

u
r

 
ur
r
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  )11ي صفحه( 

ur منفي باشد، دو بردارrاگر : 6
r

u و
r

  . در جهت مخالف همديگر هستند

),( باشد، بردارr=0اگر : 7 00== our
rr

   

),(در اين صورت.  باشدr=1اگر  : 8 bauur == rr
  

uurدر اين صورت.  باشدr=−1اگر  : 9
rr ),( لذا=− bau −−=− r

  

***  

  جمع دو بردار: ب 

),(اگر 11 bau =r و ),( 22 bav =r   در اين صورت جمع اين دو بردار به صورت زير تعريف           .  دو بردار باشند

  .مي شود

),(),(),( 21212211 bbaababavu ++=+=+ rr
  

  .نمايش هندسي جمع جبري دو بردار به شكل هاي زير است

 بردار حاصل جمع، قطري است .  اگر دو بردار هم مبدأ باشند     :ل  حالت او

به شـرط   . از متوازي الاضلاع است كه با اين دو بردار تشكيل مي شود           

  . اينكه اين بردار قطري هم مبدأ با دو بردار داده شده باشد

 اگر دو بردار طوري باشند كه انتهاي يكي ابتـداي ديگـري             :م  حالت دو 

لي و انتهاي آن  جمع برداري است كه مبدأ آن مبدأ اوبردار حاصل. باشد

مي مي باشدانتهاي دو.  

 طبـشر . اين روش براي حاصل جمع چند بردار كه حالت هاي فوق را نداشته باشند، را نيز مي توان بكـار بـرد         

  .اينكه از بردار هاي مساوي استفاده نماييد

  

  

  

  

***  
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  تفاضل دو بردار: ج 

),(اگر 11 bau =r و ),( 22 bav =r   در اين صورت تفاضل ايـن دو بـردار بـه صـورت زيـر             .  دو بردار باشند

  .تعريف مي شود

),(),(),( 21212211 bbaababavu −−=−=− rr
  

vuيعني بردار
rr −لي با قرينه با حاصل جمع بردار اومي بدست مي آيدي بردار دو.  

  .بردار به شكل هاي زير استبطور مشابه نمايش هندسي تفاضل دو 

  

  

  

  

  

  

  :براي مثال داريم

  

  

  

  :توان برحسب بردارهاي واحد مختصات نوشت  هر بردار را مي:توجه 

bjaiu

bau

bau

bau

+=→

+=→

+=→
=

),(),(

),(),(

),(

1001

00
r

 

jiu بردار:مثال 
rrr

45   .  را در نظر بگيريد=−

  .ي بردار را بدست آوريد اندازه)    ب.                            مختصات اين بردار را بنويسيد) الف 

  :حل 

41162545 =+=→−= ||||),( uu
rr

 

u 

v
r

 

vu
r− 

v
r− 

u 

v
r

 

vu
r− 

v
r− 

v
r

 

w
r

  

u
r

 u
r

 

v
r

 

w
r−  

wvu
rrr −+ 



 ضيدهم ريادوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )13ي صفحه( 

  ضرب داخلي دو بردار : د 

),(اگر 11 bau =r و ),( 22 bav =r   اين دو بردار عددي است      2در اين صورت ضرب داخلي    .  دو بردار باشند 

  .كه به صورت هاي محاسبه مي شود

و بردار معلوم باشد اگر مختصات د:ل حالت او .  

2121 bbaavu +=rr
.  

اگر اندازه هاي دو بردار :م حالت دو u
r

v و
r

  .ي بين آنها معلوم باشد زاويه

θcos||||||||. ××= vuvu
rrrr

  

  

  

  

πθلذا .  دارد زاويه بين دو بردار، كوچكترين زاويه اي است كه بين دو بردار وجود:توجه  ≤≤0  

***  

),( اگر :مثال 32 −=u
r

),( و  74−=v
r

  .هاي زير را كامل كنيد   تساوي

=− uv
rr

) 5  =u
r

2) 1  

=+ vu
rr

32) 6  =− v
r

) 2  

=vu
rr

.) 7  =+ vu
rr

) 3  

=−+ )).(( vuvu
rrrr

) 8  =− vu
rr

) 4  

  :حل 

)1 ),(),( 643222 −=−=u
r

 

)2 ),(),( 7474 −=−−=− v
r

 

)3  ),(),(),( 427432 −=−+−=+ vu
rr

 

)4 ),(),(),()( 1067432 −=−+=−+=− vuvu
rrrr

 

)5 ),(),(),()( 1063274 −=−+−=−+=− uvuv
rrrr

 

                                                 
  .ضرب عددي يا ضرب نقطه اي نيز ناميده مي شود.  2

u 

v
r

 

θ 
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)6 ),(),(),(),(),( 15821126474332232 −=−+−=−+−=+ vu
rr

 

)7 292187342 −=−−=−+−= ))(())((.vu
rr

 

)8  52401210462 −=−−=−+−=−+ ))(())(()).(( vuvu
rrrr

 

  . ضرب داخلي دو بردار همواره يك عدد حقيقي است:تذكر

||||=3 اگر   :مثال   u
r

||||=10  و   v
r

u بين دو بردار ي زاويه 
r

v و
r

ب داخلـي   درجه باشد حاصل ضـر 60 برابر

  .اين دو بردار را بدست آوريد

  : حل 

15
2

1
10360103 =××=××== coscos|||||||. θvuvu

rrrr
 

ي بـه قـضيه  .ي ضرب داخلي دو بردار، قابل تبديل به همديگر هستند       دو روش محاسبه   ،توجه داشته باشيد كه   

  .زير توجه كنيد

),( اگر:قضيه  11 bau =rو ),( 22 bav =rصورت دو بردار باشند، در اين   

2121 bbaavu +=rr
.  

در هـر  . ي بين دو بردار، مثلث هاي زير را رسم مي كنـيم  ي زاويه با توجه به حالت هاي مختلف، اندازه       :اثبات

  .ي كسينوس ها داريمطبق قضيهحالت، 

  

  

  

  

θcos|||||||||||||||||||| vuvuvu
rsrrrr ×−+=− 2

222
  

vuvuvu
rrrrrr

.|||||||||||| 2
222 −+=−→  

  :توان نوشتي بردار ها مي اكنون با توجه به اندازه

babababbaa
rr

.)()()()( 2 
222222 −+++=−+− 22112211  

  :پس 

 babbaa
rr

.222 −=−− 2121  

2
0

πθ << 

u
r

 
u
r

 u
r

 

v
r

 v
r

 v
r

 

vu
rr − 

vu
rr − 

vu
ss − 

θ 

θ θ 

πθπ <<
2

 
2

πθ = 
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  : در نتيجه

babbaa
rr

.)( 22 −=+− 2121  

  و لذا

2121 bbaaba +=
rr

.  

πθيا θ=0اگر   .قضيه بديهي است.  باشد=

  : تمرين براي حل 

  .ريد حاصل تساوي هاي زير را بدست آو :15

=







+







−
3

2

2

1
ba) الف  

=+−+−++ )()()( jijiji
rrrrrr

  ب(23232

=++− )()( jiji
rrrr

  ج (5472

=−+ )(.)( jiji
rrrr

  د (21025

x در هر مورد مختصات بردار :16
r

  . را به دست آوريد










−
=







−
−

5

1
3

3

1
2x

r
             ج (








=+









−
−

4

6
2

2

5
4 x

r
          ب (








=+









7

3

12

6
x
r

  الف (

***  

  ي بين دو بردارتعيين زاويه

ي بين دو بردار ي زير را براي تعيين زاويه  با توجه به تعريف ضرب داخلي دو بردار ، به سهولت مي توان رابطه

u
r

v و
r

  .را بكار برد 

||||||||

.
cos

vu

vu
rr

rr

×
=θ  

ivي بين دو بردار  زاويه: مثال
rr

jiu و=2
rrr   . را بدست آوريد=+

  :حل 

21111 22 =+=+= )()(|||| u
r

  

20402 22 =+=+= )()(|||| v
r
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2020121 =+=+= )()()()(.vu
rr

  

o
rr

rr

45
2

2

2

1

22

2 =→===
×

= θθ
)()(||||||||

.
cos

vu

vu
 

  : تمرين براي حل 

),(ي بين دو بردار  كسينوس زاويه :17 23=v
r

),( و 34=u
r

  . را محاسبه كنيد

),(ي بين دو بردار  زاويه :18 31=v
r

),( و 13=u
r

  . را بدست آوريد

||||=1 اگر  :19 u
r

||||=2 و v
r

vu=3 و 
rr

uي بين دو بردار زاويه . .
r

v و
r

  . را بدست آوريد

***  

  بردارهاي موازي

uدو بردار
r

v و
r

vru وجود داشته باشد كهr موازي هستند، هرگاه عدد حقيقي و غير صفر
rr =  

  

  

  

  

),( مي توان گفت كه اگربا اين تعريف، به سهولت 11 bau =rو ),( 22 bav =r دو بردار موازي باشند، پس   

vru
rr =  

),(),( 2211 barba =  

),(),( 2211 rbraba =  

2

1

2

1

2

1
21

2

1
21

b

b

a

a

r
b

b
rbb

r
a

a
raa

=→










=→=

=→=
→  

),( نشان دهيد كه دو بردار :مثال 37 −=u
r

),( و 614−=v
r

  . موازيند

  :حل 

u
r

 
v
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 vu
b

b

a

a

b

b
a

a

rr
||→=→










−=−=

−=
−

=
→

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

6

3
2

1

14

7

  

   :تمرين براي حل 

  . در هر مورد موازي بودن دو بردار داده شده را بررسي كنيد :20

),( 24=v
r

),( و 35 −=u
r

),(ب                       ( 23=v
r

),( و 86=u
r

  الف (

),( اگر دو بردار :21 105=u
r

),( و 21−= mv
r

  . را تعيين كنيدmمقدار.  موازي باشند

***  

  بردارهاي متعامد

  . درجه باشد90ي بين آنها برابر  هرگاه زاويه،دو بردار بر هم عمودند

  

 

vu
rro ⊥→= 90θ  

اخلي به سهولت مي توان گفت كه دو بردار بر هم عمودند ، هرگاه ضرب داخلي آنها با توجه به تعريف ضرب د

  صفر شود و برعكس

vuvu
rrrr ⊥↔=0.  

),( نشان دهيد كه دو بردار :مثال 31−=u
r

),( و 326=v
r

  . برهم عمودند

  :حل 

vu

vu

rr

rr

⊥→=+−=
+−=

+−=

066

326

32361

)(

)()()()(.

  

***  

  

  

v
r

u
r

o90=θ 
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  :تمرين براي حل 

),( نشان دهيد كه دو بردار :22 53=u
r

),( و 35−=v
r

  . برهم عمودند

  . در هر مورد عمود بودن دو بردار داده شده را بررسي كنيد :23

),( 122−=v
r

),( و 33=u
r

),(ب                       ( 20=v
r

),( و 25=u
r

  الف (

),( را چنان تعيين كنيد كه دو بردارm مقدار :24 mmu 31+=rو ),( 24=v
r

  . برهم عمود باشند

 اگر    :25







=

1

3
A و 








=

4

0
B   و 








=

5

7
C    دهيد كـه ايـن مثلـث قـائم         نشان  .  سه رأس مثلثي باشند

  .الزاويه است

 اگـــر  :26







=

2

1
Aو 









−
=

3

5
B و 








=

3

4
C و 








=

6

2
D مختـــصات رئـــوس چهـــار ضـــلعي 

ABCDبه روش برداري ثابت كنيد كه دو قطر.  باشندACو BDبر هم عمودند .  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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  بردار در فضاي سه بعدي : موددرس 

بردار و ويژگي هاي آن و همچنين     به مفهوم   ه معرفي فضاي سه بعدي پرداخته و در ادامه          بابتدا   درسدر اين   

  .اعمال روي بردار در فضاي سه بعدي مي پردازيم

  فضاي سه بعدي

  يموعهي اعداد حقيقي باشد در اين صورت مجمجموعهRاگر 

 },,|),,{( RzyxzyxRRRR ∈=××=3  

هـر نقطـه در فـضاي سـه بعـدي           .  فضاي سه بعدي ناميده مي شود     

نسبت به سه محور دو به دو عمود بر هم كه از يك نقطه مي گذرند،                

.  داراي سه مؤلفـه اسـت     3R بنابراين هر نقطه در    .مشخص مي شود  

ox ،را طول oy را عرض و ozرا ارتفاع  مي نامند .  

),,( ooo zyxP  

در فضاي سه بعدي، سه صفحه مختـصات        

در )  1نجكُ ( موجود است و لذا هشت ناحيه     

توجه داشته باشيد كه     .فضا شكل مي گيرد   

دستگاه مختصات سـه بعـدي راسـت گـرد          

ان دست راسـت جهـت      است يعني با انگشت   

  .مثبت محور ها را مي توان مشخص كرد

  

                                                 
1
 . به دو متقاطع يك كنج تشكيل مي شودي دواز برخورد سه صفحه.  

Oمبدأ مختصات   

 محور عرضها

 طولهامحور 

 ارتفاع هامحور 

x 

z 

y 

ox 

oy 

oz 

),,( ooo zyxP 
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),,(براي تعيين موقعيت يك نقطه مانند      232P      ي در فضاي سه بعدي ابتدا نقطه),(  xOyي در صفحه  32

بـه  . ر ارتفاع ها انتقال مـي دهـيم       واحد در جهت مثبت موازي محو      2ي بدست آمده را     نقطهرا تعيين و سپس     

  .شكل هاي زير توجه كنيد

  

),,(يدر شكل زير نيز موقعيت نقطه 142Pرا مشاهده مي كنيد .  

  

),,(ي نقطه:مثال  321Aرا در دستگاه مختصات سه بعدي مشخص كنيد .  

),(ينقطه ابتدا   :حل   را تعيـين كـرده و سـپس بـه        xOyيدر صـفحه   21

  .سه واحد در جهت مثبت انتقال مي دهيمي ها به اندازهzموازت محور

  

  

  .هر يك از نقاط زير را روي دستگاه مختصات سه بعدي نمايش دهيد  :1تمرين 

),,( 500D )ج                   ),,( 102B) ب                     ),,( 421−A )الف  

  

x 

A 

O 
1 

2 

3 

y 

z 

),,( 232 
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  :تذكر

آن نقطه روي صفحه اي قرار مي گيرد كه مؤلفه هاي      ي نقطه اي صفر باشد،     اگر يك مؤلفه از سه مؤلفه      : 1

),,(ي مثلاً نقطه.نظير آن صفر نباشند 320Aي روي صفحهyozقرار مي گيرد .  

آن نقطه روي محوري از دستگاه مختـصات قـرار مـي          ي نقطه اي صفر باشند،     اگر دو مؤلفه از سه مؤلفه       :2

),,(ي مثلاً نقطه.ي متناظر آن صفر نباشدگيرد كه مؤلفه 020Aروي محور yها قرار مي گيرد.  

  .نقطه و نواحي هشتگانه در دستگاه سه بعدي به شرح جدول زير استي يك  علامت سه مؤلفه :3

  

),,(براي مثال، نقطه اي به مختصات 213 −Pي پنجم قرار دارد در ناحيه.  

***  

  .با توجه به شكل مقابل به سئوالات زير پاسخ دهيد  :1 تمرين

  .مختصات تمامي رئوس مكعب را بنويسيد: الف 

  .تمامي يال ها را بنويسيدمعادلات : ب 

  .معادلات تمامي وجوه را بنويسيد   :پ

  . روي سه وجه متفاوت واقع باشدكهمختصات نقطه اي را بنويسيد  : ت

  .ت نقطه اي را بنويسيد كه روي دو وجه متفاوت باشدامختص: ث 

  .مختصات نقطه اي را بنويسيد كه روي يك وجه باشد: ج 

   و يالها همقابل، معادلات تمام وجو با توجه به شكل  :2تمرين 

  .بنويسيدو مختصات تمام رئوس را 

1 

4 

3 

O 

A 

B C 

D 

E 

F G 

5 

3 

6 
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قطر مكعب مستطيل، پاره خطي است كه دو   :3تمرين 

بـا  . رأس غير واقع بر يك وجه را به هم وصل مـي كنـد             

عـب مـستطيل را     ك قطـر م   ي، اندازه بلاتوجه به شكل مق   

  .محاسبه كنيد

  .ه كنيد حجم چند وجهي مقابل را محاسب :4تمرين

  

  

  

***  

  )طول پاره خط(ي پاره خط اندازه 

 دو نقطه در دستگاه مختصات سه بعـدي         AوBاگر

   :باشند، در اين صورت واضح است كه

  

  

  

  

222 )()()(|||| ABABAB zzyyxxAB −+−+−=  

  . زير است، به صورت مبدأ مختصات، تاي دلخواه در فضانقطهي هر فاصله :نتيجه

222
ooo zyxOP ++=||||  

)( اگر:مثال   3,1,-1Aو )(  1,0,2Bطول پاره خط ABرا بدست آوريد .  

  :حل 

222 )()()(|||| ABABAB zzyyxxAB −+−+−=  

x 

z 

y 

A 

B 

O 

P 

3 

2 

5 

4 

A 

C 

B 

D cm5 

cm3 
cm4 
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14914121031 =++=++−+−= 222 )()()(|||| AB  

),,(يي نقطهفاصله : 5تمرين 711 −Pت را بدست آوريد تا مبدأ مختصا.  

)(ي به ترتيب تـصاوير قـائم نقطـه        N و M اگر نقاط  : 6تمرين  23,-4, A    بـر صـفحات xoz و yoz 

  . را محاسبه كنيدMNطول پاره خط . باشند

***  

  ژگي هاي طول پاره خطوي

   سه نقطه فرض شوند، در اين صورتAوB وCاگر

||||=0آنگــاه روي هــم منطبــق باشــند، AوBاگــر )الــف ABو بــرعكس . 

||||=0يعني ABاگر و فقط اگر BA =  

|||||||| . برابر استABوBAطول پاره خط هاي) ب BAAB =  

  ) نامساوي مثلثي ( .در هر مثلث مجموع طولهاي هر دو ضلع از ضلع سوم بزرگتر است) ج

|||||||||||| ACBCAB >+  

***  

  ي وسط پاره خطمختصات نقطه

   فرض شود، در اين صورتABي مياني پاره خط  نقطهMاگر

2
BA

M
xx

x
+=  

2
BA

M
yy

y
+=  

2
BA

M
zz

z
+=  

)( اگر: مثال  1,0,2Aو )(  3,1,-1B  

  . را بدست آوريدABي وسط پاره خط نقطهMي مختصات نقطه)الف

  . را تعيين كنيدOMطول پاره خط) ب

A 
B 

C 

A 

M 

B 
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  )24ي صفحه ( 

  :حل 

),,(

)(
2

1

2

1
2

2

1

2

12
2

1

2

10

2
2

31

M

zz
z

yy
y

xx
x

BA
M

BA
M

BA
M

→














=−+=+=

=+=+=

=+=+=

2

2

2

  

2

23

2

9

4

1

4

1
4

2

1

2

1
2 ==++=++= 222 )()()(|||| OM  

  :تمرين براي حل 

)( و1,0,2A)( اگر: 7  3,2,3Bو)(  1,2,-1Cي سه رأس مثلثي باشند، طول ميانهAMرا بيابيد .  

)( اگر: 8 1,-3,2−A و )(  1,2,-3B ،و مبدأ مختصات سه رأس يك مثلث باشند   

  . را بيابيدOMيطول ميانه: ب .                               را تعيين كنيد AOBنوع مثلث : الف

),,( و5,1,5A)(ي را تعيين كنيد كهنوع مثلث : 9  234Bو ),,(  123- −C باشند، آن  سه رأس  

***  

  بردارها در فضاي سه بعدي

را يك پيكان مي  3Rپاره خط جهت دار در فضاي هر 

مانند پيكان. نامند
→
AB  

  .هر پيكان داراي مختصاتي به صورت زير است

),,( ABABAB zzyyxxAB −−−=
→

  

. دو پيكان وقتي مساويند كه مختصات يكسان داشته باشند        

  .ندازه باشندبه عبارت ديگر هم جهت، هم راستا و هم ا

مانند .  مي نامند3Rدر) بردار مكان (ي ابتداي آن مبدأ مختصات باشد را يك بردار هر پيكان كه نقطه
→

OP  

  :مثلاً مي نويسند. ي پاياني آن نمايش داده مي شود با مختصات نقطه3Rهر بردار در

),,( 321 aaap =r
  

  . مؤلفه هاي بردار ناميده مي شوند1a و2a و3aكه در آن اعداد حقيقي

x 

z 

y 

A 

B 

O 

P 
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  )25ي صفحه( 

بنابراين در اينجا فقـط ويژگـي هـاي         .  داراي يك بردار مساوي آن مي باشد       3R هر پيكان در فضاي    :تذكر

  .دار ها را بررسي مي كنيمبر

)( اگر :مثال     1,2,4A  ابتدا و )(  -1,3,2B   مـساوي  ) بردار مكـان  (مختصات بردار   . انتهاي يك پيكان باشند

پيكان
→
ABرا بدست آوريد .  

  :حل 

),,(),,( 212422311 −−=−−−−=
→
AB  

)( بردار هاي:مثال   1,2,3=u
r

)( و  1,-2,4=v
r

  . نمايش دهيد3R را در دستگاه 

)(كافي است ابتدا مختصات نقاط :حل  )( و1,2,3    .  را تعيين كنيم2,4-,1 

  

  

  

  :  نتيجه

 را  مـي     3Rييعني هـر نقطـه    . يك تناظر دو سويي برقرار است      3R و نقاط فضاي   3R بين بردار هاي    :1

  . نمايش داد3Rتوان با يك بردار و هر بردار را مي توان با يك نقطه در

oي پاياني آن مبدأ مختصات باشد را بردار صفر مي نامند و آنرا با  برداري كه نقطه :2
r

  . نمايش مي دهند

)(0,0,0=o
r

  

),,( طول بردار :3 321 aaaa =rكه با |||| a
r

   برابر است با ، نشان داده مي شود

222
321 aaaa ++=||||

r
  

aدر اين صورت براي هر بردار مانند
r

  : در فضا مي توان نوشت
2222
321 aaaa ++=||||

r
  

  . دو بردار را مساوي گويند هرگاه مؤلفه هاي نظير به نظير آنها مساوي باشند :4

332211321321 babababbbaaa ===→= ,,),,(),,(  

  

 

  

u
r

 

v
r

 

2 2- 

3 

4 
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  )26ي صفحه ( 

bي بين دو بردار غير صفر      زاويه  :5
r

a و 
r

كـه  θ زاويـه اي اسـت ماننـد       

πθيدودههمواره در مح   ي بين دو بردار     در واقع زاويه   . قرار دارد  0≥≥

  .، كوچكترين زاويه اي است كه بين آن دو بردار قرار دارد

  

***  

  اعمال روي بردار ها

),,( دلخواه براي هر دو بردار    321 aaaa =r و ),,( 321 bbbb =
r

در فضا مي توان اعمال زير را تعريـف          

  .دكر

  جمع دو بردار : الف 

),,(اگر 321 aaaa =r و ),,( 321 bbbb =
r

 را كه با   جمع اين دو بردار    حاصلباشند،   دلخواه   دو بردار  

ba
rr   . نشان مي دهيم، به صورت زير تعريف مي كنيم+

),,(),,(),,( 332211321321 babababbbaaaba +++=+=+
rr

  

  

  

  

  

***  

   ضرب عدد حقيقي در بردار:ب 

),,(اگر  321 aaaa =r   يك بردار و r    يك عدد حقيقي باشد،حاصـل ضـرب r 

aدر بردار 
r

را بـه صـورت زيـر تعريـف مـي       معروف است،ضرب اسكالر    كه به    

   .كنيم

),,(),,( 321321 rararaaaarar ==r  

  

x 

z 
a
r

 

b
r

 
θ 

y  

b
r

 

a
r

 

ba
rr + 

a
r

 

ar
r
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   :نتيجه 

aري برداقرينه  :1
r

a را با 
r− در بردار-1 نمايش مي دهند كه از حاصل ضرب عدد a

r
  . بدست مي آيد

),,( 321 aaaaa −−−=−=− rr
1  

a يك عدد حقيقي وr اگر :2
r

   يك بردار باشد، در اين صورت

ar مثبت باشد، بردار r اگر)الف
r

a با بردار
r

  . هم جهت است

  

ar منفي باشد، بردارr اگر :3
r

a در جهت مخالف بردار
r

  . است

  

ar صفر باشد، بردار rاگر  :4
r

  . نيز صفر است

|||||||||| در هر صورت   :5 arar
rr    :   زيرا=×

222222222
321321 arararrararaar ++=++= )()()(||||

r
  

||||||||)( araaaraaar
r×=++=++= 2222222

321321  

bاگر   :6
r

a و 
r

 بطـوري  rدارد يك عدد حقيقي و ناصفر مانند    پس وجود     دو بردار غير صفر و موازي باشند،       

braكه
rr =  

),,( نشان دهيد كه دو بردار :مثال  3412 −=u
r

),,(  و 32
2

1
1 −−=v

r
  . موازي يكديگرند

vu چون:حل 
rr

  .  پس اين دو بردار موازيند=−2

***  

  دو بردارتفاضل  : پ 

),,(اگر 321 aaaa =r و ),,( 321 bbbb =
r

 باشـند،    دلخـواه   دو بردار  

ba يعنـي  تفاضل اين دو بردار   در اين صورت    
rr  را  مـي تـوان بـه         −

  .صورت زير تعريف كرد

b
r

 

a
r

 

ba
rr − 

b
r

− 

a
r

 

ar
r

 

a
r

 

ar
r
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),,(),,(),,()( 332211321321 babababbbaaababa −−−=−−−+=−+=−
rrrr

  

),,( اگر: مثال  123 −=u
r

)( و  1,1,  −= 3v
r

  . تساوي هاي زير را كامل كنيد

=− u
r

−=ج                          (2 vu
rr

+=ب                       ( vu
rr

  الف (

  :حل 

),,(),,(),,( 016113123 =−+−=+ vu
rr

  الف( 

),,(),,(),,()( 230113123 −=−−+−=−+=− vuvu
rrrr

  ب( 

),,(),,( 24612322 −−=−−=− u
r

  ج( 

)( اگر:مثال   23, ,  1 −=a
r

)( و  01, ,  4 −−=b
r

  . تساوي هاي زير را كامل كنيد

=+ |||||||| ba
rr

) 7  =− ba
rr

23) 4  =+ ba
rr

 )1  

=|||| a
r

2) 8  =|||| a
r

) 5  =− ba
rr

 )2  

=+ |||| ba
rr

) 9  =|||| b
r

) 6  =a
r

2) 3  

  :حل 

),,()()( 243 −−=−−+−=+  01, ,  4 23, ,  1ba
rr

) 1  

),,()()()( 225 −=+−=−+=−  0,1,  4 23, ,  1baba
rrrr

 )2  

),,()( 4622 −=−=  23, ,  12a
r

 )3  

),,(),,()(),,()( 67110289301423 −=+−=−−−−=−  6,,   23, ,  123 ba
rr

 )4  

14491231 222 =++=+−+= )()()(|||| a
r

 )5  

170116014 222 =++=+−+−= )()()(|||| b
r

 )6  

1714 +=+ |||||||| ba
rr

 )7  

1422 == |||||||| aa
rr

2 )8  

294169243 222 =++=+−+−=+ )()()(|||| ba
rr

 )9  

),,( با فرض: مثال 312=a
r

),,( و 221−=b
r

ba طول بردار هاي
rr ba و2−

rr
  . را محاسبه كنيد+3
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  :حل 

4116025240522131222 =++=−→=−−+=− ||||),,(),,(),,( baba
rrrr

  

),,(),,(),,(),,(),,( 97166331222133123 −=−+=−+=+ ba
rr

  

131814913 =++=+→ |||| ba
rr

  

***  

ocbaثابت كنيد كهزير  با توجه به شكل :مثال  
rrrr =++   

  

  

dba واضح است كه:حل
rrr cd و+=

rr
  :لذا  =−

occcdcba
rrrrrrrr =+−=+=++  

  

  

  :تمرين براي حل 

),,(با فرض   :10 012A و ),,( tB 13  3 برابـر    AB پيكان مساوي را چنان بيابيد كه طول بردار        tمقدار. −

  .شود

),,( با استفاده از بردار ها نشان دهيد نقاط:11 222Aو ),,( 331−Bو ),,( 210Cو ),,( 103D  رأس هاي 

  .يك متوازي الاضلاع مي باشند

***  

  

  

  

  

  

a
r

 b
r

 

c
r

 

a
r

 b
r

 

c
r

 

d
r
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  روي بردار هاخواص اعمال 

cفرض كنيم كه
r

b و
r

a و
r

o سه بردار دلخواه و
r

  : دو عدد حقيقي باشند، در اين صورتs وr بردار صفر و

abba                          خاصيت جابجايي جمع بردار ها
rrrr +=+ )1  

cbacba      خاصيت شركت پذيري جمع بردار ها
rrrrrr ++=++ )()( )2  

aaooa
rrrrr =+=+ )3  

oaaaa
rrrrr =+−=−+ )()( )4  

brarbar
rrrr +=+ )( )5  

asarasr
rrr +=+ )( )6  

)()( asrars
rr = )7  

aa
rr =1 )8  

oa
rr =0 )9  

oor
rr = )10  

  :براي مثال  .ت كرداتوجه داشته باشيد كه تمامي خواص فوق را مي توان به كمك تعريف اثب

),,( 321 bbbb =
r

),,(    و 321 aaaa =r  

),,()( 332211 bababarbar +++=+
rr

  

))(),(),(())(),(),(( 332211332211 rbrarbrarbrabarbarbar +++=+++=  

brar
rr +=),,(),,( 321321 rbrbrbrarara +=  

  .ثابت كنيد را اعمال روي بردار هاديگر خواص  :12تمرين

***  
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  )يكه(بردار واحد 

  . مي نامندبردار واحدباشد را واحد طول ي آن برابر يك هر بردار كه اندازه

)( نشان دهيد كه بردار :مثال 
14

2-
,

14

1-
,

14

3=a
r

  . يك بردار واحد است

  :حل 

1
14

14

14

4

1414
222 ==++=−+−+= 19

14

2

14

1

14

3
)()()(|||| a

r
  

i=1,0,0)(ياز بين بردار هاي واحد، بـردار هـا        
r

j=0,1,0)( و 
r

k=0,0,1)( و 
r

 كـه از اهميـت ويـژه اي         

  .مي نامند) بردار هاي استاندارد (مختصات برخوردارند را بردار هاي واحد 

  .هر بردار را مي توان برحسب بردار هاي واحد مختصات نوشت

),,( 321 aaaa =r  

),,(),,(),,( 321 aaaa 000000 ++=→ r
  

),,(),,(),,( 100010001 321 aaaa ++=→ r
  

kajaiaa
rrrr

321 ++=→  

),,( بردار :مثال  532 −=u
r

  .نويسيد را بر حسب بردار هاي مختصات ب

  :  حل 

kjiu
rrrr

532532 +−=−= ),,(  

kjia بردار:مثال 
rrrr

22 bبرداري مانند. را در نظر بگيريد=+−
r

  :  معرفي كنيد به طوري كه 

a و موازي و هم جهت با5طول آن برابر : الف 
r

  .        باشد

a و مخالف جهت با و موازي2طول آن برابر : ب 
r

  . باشد

  :  حل 

34415 =++== ||||,|||| ab
rr

  

kjikjiab
rrrrrrrr

3

10

3

10

3

5
22

3

5

3

5 −+=−+== )(  

kjikjiab
rrrrrrrr

3

4

3

4

3

2
22

3

2

3

2 +−−=−+−=−= )(  

  

x 

z 

 

j
r

 

k
r

 

1 

y 

i
r
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aبراي هر بردارغير صفر مانند    
r

aبردار جهت  برداري موسوم بـه      
r

 مـي تـوان بـه    

  .صورت زير تعريف كرد

a
a

ea
r

r
rr

||||

1=  

)( اگر:مثال   1,23,−=a
r

  . يك بردار باشد

a بردار:الف
r

  . را بر حسب بردار هاي واحد مختصات بنويسيد

aي بردار اندازه :ب
r

aر بردار جهت بردا :ج                                   . را تعيين كنيد
r

  . را بنويسيد

  :حل 

kjia
rrrr

23 +−=−= )(   الف (,1,23 

1441921 222 =++=+−+= )()()(|||| 3a
r

  ب (

),,(),,(
|||| 14

2

14

1

14

3
213

14

1 −=−== a
a

ea
r

r
rr 1

  ج (

  : نتيجه

چون   :1
|||| a

r
1

a مثبت است، بردار جهت بردار 
r

a  هم راستا و هم جهت با 
r

  . مي باشد

aبردار جهت بردار  :2
r

  .  برداري با طول واحد است

1
111 =×=×== ||||

||||
|||||

||||
|||

||||
|||||| a

a
a

a
a

a
ea

r
r

r
r

r
r

rr  

a بردار جهت بردار :3
r

a جهت 
r

  . آن مشخص مي كندي را مستقل از اندازه

  :شت مي توان نوبردار جهتتعريف با توجه به    :4

aeaa rrrr
||||=  

||||يعني هر بردار با يك كميت عددي غير منفي         a
r

aerي آن است و يـك جهـت          كه اندازه  
r

 مـشخص مـي     

  .شود

  :تمرين براي حل 

kjia اگر :13
rrrr

532   . باشدr=2 و=−+

arي برداراندازه) الف
r

arبردار جهت بردار) ب                        . را بدست  آوريد
r

  . را بنويسيد

  

aer
r

 

a
r
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kjiuاگر  :14
rrrr −+= )( و23  1,1,  −= 3v

r
  . تساوي هاي زير را كامل كنيد

=− u
r

−=ج                          (2 vu
rr

+=ب                       ( vu
rr

  الف (

jiaاگر :15
rrr

23 kjib و=+
rrrr

++−= bae مختصات بردار . باشد2 rr
r

  . را تعيين كنيد+

***  
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  ضرب داخلي دو بردار

bاگر
r

a و 
r

در اين صـورت ضـرب داخلـي        .ي بين آنها در نظر گرفته شود       زاويه θ دو بردار غير صفر باشند و        

  .دو بردار به شكل زير تعريف مي شود) ضرب نقطه اي(

  

θcos||||||||. baba
rrrr ×=   

  

||||=3 اگر :مثال   b
r

||||=12 و  a
r

bي بين دو بردار    و زاويه  
r

a و 
r

حاصل ضـرب   .  درجه باشد  30 برابر 

  .داخلي اين دو بردار را بدست آوريد

  :حل 

33
2

3
32330123 =××=××=×= )cos(cos||||||||. o

rrrr θbaba    

بردار ، ضرب ي بين آن دو توجه داشته باشيد كه اگر مختصات دو بردار معلوم باشند، مي توان مستقل از زاويه    

  .ي زير توجه كنيدبه قضيه. داخلي را نيز محاسبه كرد

),,( اگر :قضيه  321 aaaa =rو ),,( 321 bbbb =
r

    دو بردار باشند، در اين صورت

332211 babababa ++=
rr

.  

در هـر  . رسم مي كنـيم ي بين دو بردار، مثلث هاي زير را ي زاويه با توجه به حالت هاي مختلف، اندازه       :اثبات

  .ي كسينوس ها داريمطبق قضيهحالت، 

  

  

  

  

θcos|||||||||||||||||||| bababa
rrrrrr ×−+=− 2222

  

bababa
rrrrrr

.|||||||||||| 2222 −+=−→  

  :ي بردار ها مي توان نوشتاكنون با توجه به اندازه

b
r

 

a
r

 θ 

2
0

πθ << 

a
r

 
a
r

 a
r

 

b
r

 b
r

 b
r

 

ba
rr − 

ba
rr − 

ba
rr − 

θ 

θ θ 

πθπ <<
2

 
2

πθ = 
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babbbaaabababa
rr

.)()()()()( 2 222222222 −+++++=−+−+− 321321332211  

  :پس 

 babababa
rr

.2222 −=−−− 332211  

  در نتيجه

babababa
rr

.)( 22 −=++− 332211  

  و لذا

332211 babababa ++=
rr

.  

πθيا θ=0اگر   .قضيه بديهي است.  باشد=

)( اگر:مثال   1,2,-2=a
r

)( و  1,2,2=b
r

  . را تعيين كنيدضرب داخلي دو بردار 

  :حل 

332211 babababa ++=
rr

.  

1441222211 =−+=−++=→ ))(())(())((. ba
rr

  

  : نتيجه

  .رب داخلي دو بردار هميشه يك عدد حقيقي استحاصل ض :1 

u براي هر بردار :2
r

ou=0 همواره
rr

.  

c اگر:مثال 
r

b و
r

a و
r

caba سه بردار غير صفر و
rrrr

.. cbه گرفت كهآيا مي توان نتيج .=
rr

  ؟=

cabaمثال زير نشان مي دهد كه.  خير:پاسخ 
rrrr

.. cb  در حالي كه=
rr

  . است≠

cbcaba

 ,c

 ,b

a
rrrrrr

r

r

r

=→/=→








−−=
−−=

=
..

)(

)(

)(

2, 4

, 2

,1 ,1 1

2

11  

  .لذا قانون حذف در ضرب داخلي دو بردار ، برقرار نمي باشد

***  
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   دو بردارويژگي هاي ضرب داخلي

يعني . ضرب داخلي دو بردار خاصيت جابجايي دارد: ضرب داخليلويژگي او :  

 abba
rrrr

.. =  

  :اثبات

ababababbabababa
rrrr

.. =++=++= 332211332211  

a براي هر بردار:م ضرب داخليودويژگي 
r

   همواره 

2||||. aaa
rrr =  

  : اثبات

22
3

2
2

2
1332211 ||||. aaaaaaaaaaaa

rrr =++=++=  

b براي هر دو بردار غير صفر:ليم ضرب داخسوويژگي 
r

a و
r

a اگر 
r

b بر
r

ba=0 عمود است، آنگاه
rr

. 

  و برعكس 

a اگر:اثبات
r

b بر
r

  : پس . عمود باشد

}
0

2

0

=×=→= θπθ cos||||||||. baba
rrrr

  

ba=0اگر
rr

×=0 پس. θcos|||||||| ba
rr

||||≠0 و چون b
r

||||≠0 و a
r

 يعنيθcos=0لذا 
2

πθ =   

b براي هر دو بردار غير صفر:م ضرب داخليچهارويژگي 
r

a و
r

   هموارهr و هر عدد حقيقي

brabarbar
rrrrrr

.).(. ==  

  :اثبات 

).()())(())(())((. barbababarbrabrabrabar
rrrr =++=++= 332211332211  

  . نيز به همين صورت انجام مي گيردوماثبات قسمت د

c اگر:م ضرب داخليپنجويژگي 
r

b و
r

a و
r

   سه بردار باشند،آنگاه

cabacba) الف
rrrrrrr

..).( cbcacba)        ب                        +=+
rrrrrrr

..).( +=+  

a
r

 2

πθ = 

b
r
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),,(گيريم كه : اثبات 321 cccc =rو ),,( 321 bbbb =
r

),,(و  321 aaaa =rدر اين صورت :  

cabacacacabababa

cbacbacbacba
rrrr

rrr

..)()(

)()()().(

+=+++++=

+++++=+

332211332211

333222111  

  .ت قسمت ديگر نيز به همين صورت انجام مي گيرداثبا

dاگر :نتيجه 
r

c و 
r

b و
r

a و
r

  :پس  چهار بردار باشند،

dbdacbcadbacbadcba
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

....).().()).(( +++=+++=++  

aاگر:  ) شوارتس -نامساوي كشي( مثال
r

b و
r

  : در اين صورت ثابت كنيد كه . دو بردار دلخواه باشند

|||||||||.| baba
rrrr ×≤  

aدلخواه براي دو بردار  : حل
r

b و
r

||||≤0مي توان نوشت،  a
r

||||≤0 و  b
r

×≤0 و لذا  |||||||| ba
rr

  

a  بين دو بردار    θياز طرفي براي زاويه   
r

b و 
r

11 نامساوي  ≤≤− θcos  اين نامساوي را مي   .  برقرار است

|cos|≥1 توان به صورت   θ  ر عـدد نـامنفي  اكنون دو طرف ايـن نامـساوي را د       .  نيز نوشت|||||||| ba
rr × 

  :پس خواهيم داشت. ضرب مي كنيم

1××≤×× |||||||||cos||||||||| baba
rrrr θ  

|||||||||.| baba
rrrr ×≤→  

  : ثابت كنيد كه3bو2bو1bو3a و2aو1a براي اعداد حقيقي :مثال 

))((|| 222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++   

  : شوارتز داريم- طبق نامساوي كوشي: حل

|||||||||.| baba
rrrr ×≤  

  :پس 

))((|| 222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++→  

  :ت كنيد كه ثاب3a و2aو1a براي اعداد حقيقي  :مثال 

33

222
2 321321 aaaaaa ++≤++

)(  
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)( اگر قرار دهيم : حل  
3

1
,

3

1
,

3

1=b
r

  : پس

))((|| 222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++  

))(()( 2222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++→  

))(()(
43421

3

1

2222

9

1

9

1

9

1

3

1

3

1

3

1 ++++≤++→ 321321 aaaaaa  

33

222
2 321321 aaaaaa ++≤++→ )(  

232 اگر :مثال  =+− zyx222مينيمم مقدار . باشد zyx   دام است؟ ك++

1 (
7

4
                 2 (

7

2
                   3 (

4

7
                   4( 

2

7
  

),,( فرض كنيم كه: حل zyxb =
r

)( و  32, ,  1 −=a
r

  .رتس داريم شوا–  طبق نامساوي كشي 

|||||||||.| baba
rrrr ×≤  

))(()( 2222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++→  

))(()))(())(())((( 2222 941321 zyxzyx ++++≤+−+→  

)()( 2222 1432 zyxzyx ++≤+−→  

)()( 2222 142 zyx ++≤→  

7

2

14

4 222222 ≥++→++≤→ zyxzyx  

a فرض كنيد كه    : )ي فيثاغورس قضيه(مثال
r

b و 
r

aثابت كنيد . ر باشند  دو بردار غير صف    
r

b بـر  
r

 عمـود   

222است، اگر و فقط اگر |||||||||||| baba
rrrr ++=+ .   

a اگر: حل
r

b بر
r

  :  عمود باشد پس

)).((|||| bababa
rrrrrr ++=+ 2  

22 2 ||||.||||.... bbaabbabbaaa
rrrrrrrrrrrr ++=+++=  

a
r

 

a
r

 

ba
rr + 

b
r

 
b
r
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2220 ||||||||||||. babababa rrrr
rrrr

+=+ → =→⊥  

222اگر |||||||||||| baba
rrsr   : آنگاه داريم+=+

222 2 ||||.||||....)).((|||| bbaabbabbaaabababa
rrrrrrrrrrrrrrrrrr ++=+++=++=+  

  :  و در مقايسه با فرض مي توان گفت

bab.aba
rrrrrr ⊥→=→= 002 .  

a فرض كنيد كه   :مثال  
r

b و 
r

||||||||||||نامساوي مثلث .  دو بردار دلخواه باشند     baba
rrrr ا ثابـت    ر +≥+

  . كنيد

||||||||cos|||||||| پسθcos≥1چون  :حل baba
rrrr ×≤× 22 θلذا مي توان نوشت .  

)).((|||| bababa
rrrrrr ++=+ 2  

bbabbaaaba
rrrrrrrrrr

....|||| +++=+→ 2  

222 2 ||||.|||||||| bbaaba
rrrrrr ++=+→  

θcos|||||||||||||||||||| bababa
rrrrr ×++=+→ 2222

  

|||||||||||||||||||| bababa
rrrrrr ×++≤+→ 2222

  

22 )|||||||(||||| baba
rrrr +≤+→  

|||||||||||| baba
rrrr +≤+→  

a فرض كنيدكه:مثال
r

b و
r

  :ثابت كنيد . دو بردار دلخواه باشند

 2222 22 |||||||||||||||| bababa
rrrrrr +=−++   

  :حل
22 |||||||| baba

rrrr −++  

)).(()).(( babababa
rrrrrrrr −−+++=  

bbabbaaabbabbaaa
rrrrrrrrrrrrrrrr

........ +−−++++=  

2222 22 ||||.||||||||.|||| bbaabbaa
rrrrrrrr +−+++=  

22 22 |||||||| ba
rr +=  

a
r

 

a
r

 

ba
rr + b

r
 

b
r

 

a
r

 

a
r

 

ba
rr + b

r
 

b
r

 
ba
rr − 
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a فرض كنيد  : لمثا
r

b و
r

ba دو بردار باشند و
rr ba و+

rr شـرط لازم و كـافي بـراي    .  غير صـفر باشـند  −

baعمود بودن
rr ba بر+

rr   . را پيدا كنيد−

baراي عمود بودن شرط لازم و كافي ب:حل
rr ba بر+

rr |||||||| اين است كه− ba
rr =   

00 =−+−→=−+→−⊥+ bbabbaaababababa
rrrrrrrrrrrrrrrr

....)).(()()(  

|||||||||||||||| baba
rrrr =→=−→ 022  

002222 =−→=−→=→= bbaabababa
rrrrrrrrrr

..||||||||||||||||||||||||  

)()()).((.... bababababbabbaaa
rrrrrrrrrrrrrrrr −⊥+→=−+→=−+−→ 00  

  .گر لوزي باشدبر يكديگر عمودند، اگر و تنها اا يعني در يك متوازي الاضلاع قطره

cاگر براي سه بردار :مثال 
r

b و
r

a و
r

  . داشته باشيم

ocba
rrrr ||||=3و   ++= c

r
||||=2 و   b

r
||||=1و    a

r
  

cacbbaمقدار
rrrrrr

...   . را محاسبه كنيد++

   :حل

0=++→=++→=++ cabaaaoacbaaocba
rrrrrrrrrrrrrrrr

....).(  

)(.... 11012 −=+→=++→ cabacaba
rrrrrrrr

02 =++→ cabaa
rrrrr

..||||  

0=++→=++→=++ cbbbabobcbabocba
rrrrrrrrrrrrrrrr

....).(  

)(.... 24022 −=+→=++→ cbbacbba
rrrrrrrr

02 =++→ cbbba
rrrrr

.||||.  

0=++→=++→=++ ccbcacoccbacocba
rrrrrrrrrrrrrrrr

....).(  

)(.... 39032 −=+→=++→ cbcacbca
rrrrrrrr

02=++→ ||||.. ccbca
rrrrr

  

  . در هر مرحله را نظير به نظير جمع مي كنيمحال نتايج بدست آمده

14214222

9

4

1

−=++→−=++→








−=+
−=+
−=+

)...(...

..

..

..

cacbbacacbba

cbca

cbba

caba
rrrrrrrrrrrr

rrrr

rrrr

rrrr

  

7−=++→ cacbba
rrrrrr

...  
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  :تمرين براي حل 

),,( اگر  :15 120=u
r

),,( و  311−=v
r

  : مطلوبست تعيين  آنگاه

=vu
rr

  الف (.

=−+ )).(( vuvu
rrrr

  ب (

)(نشان دهيد كه دو بردار  :16  5,74, −=a
r

)( و  2, , 21 −=b
r

  .بر هم عمودند 

u براي دو بردارفرض كنيد  :17
r

v و
r

||||=3: داشته باشيم  u
r

||||=4 و  v
r

+=37 و |||| vu
rr

    

vuي برداراندازه
rr   . را بدست آوريد−

***  

  ي بين دو بردارتعيين زاويه

bاگر
r

a و
r

  :در اين صورت .ي بين آنها باشد زاويهθ  دو بردار غير صفر و 

||||||||

.
cos

ba

ba
rr

rr

×
=θ  

)(رداري بين دو بزاويه :مثال  2,  2,-1=a
r

)( و  0,  11,−=b
r

  . را بيابيد

  :حل 

3021112332211 =+−−+=++= ))(())(())((. babababa
rr

  

39414212 222 ==++=+−+= )()()(|||| a
r

  

2011011 222 =++=+−+= )()()(|||| b
r

  

42

2

2

1

23

3 πθθ =→==
×

=
×

=
||||||||

.
cos

ba

ba
rr

rr

  

  :تمرين براي حل 

)(ي بين دو بردارزاويه : 18  1,  2,-1=u
r

)( و  2,  1,1=v
r

  .ا بيابيد ر

b اگر دو بردار: 19
r

a و
r

)( موازي باشند و ,2 ,-2 1=a
r

ba=15 و
rr

b مختصات بردار.
r

  . را تعيين كنيد

***  
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  زاويه هاي هادي يك بردار

aانندي بين هر بردار مبنابراين مي توان زاويه
r

  . و محور هاي مختصات را به صورت زير بدست آورد

  

             
||||||||||||

.
cos

a

a

ia

ia
rrr

rr
1=

×
=α  

            
||||||||||||

.
cos

a

a

ja

ja
rrr

rr
2=

×
=β    

            
||||||||||||

.
cos

a

a

ka

ka
rsr

rr
3=

×
=γ  

aي بين بردار   زاويه αكه در آن  
r

iبردار(   و محور طولها در جهت مثبت آن       
r

 و  aي بين بـردار    زاويه βو   ) 

jبردار(  محور عرضها در جهت مثبت آن     
r

aي بين بردار   زاويه γو همچنين ) 
r

 و محور ارتفـاع هـا در جهـت          

kبردار(  مثبت آن
r

a بردار زاويه هاي هادياين سه زاويه را . مي باشند ) 
r

  . مي نامند

ل داريمتوجه داشته باشيد كه مثلاً در مورد او:  

||||||||

)()()(

||||||||

.
cos

a

a

a

aaa

ia

ia
rrrr

rr
1321 =

×
++=

×
=

1

001α  

            
||||||||

)()()(

||||||||

.
cos

a

a

a

aaa

ja

ja
rrrr

rr
2321

1

1
=

×
++

=
×

=
00β    

            
||||||||

)()()(

||||||||

.
cos

a

a

a

aaa

ka

ka
rrsr

rr
3321

1

10 =
×

++=
×

= 0γ  

)( كسينوس زاويه هاي هادي بردار:مثال   2,  2,-1=a
r

  . را بدست آوريد

  :حل 

3414212 222 =++=+−+=→−= )()()(||||)( aa
rr

 2,  1,2  

3

23 ==
||||

cos
a

a
rγ        و        

3

12 −==
||||

cos
a

a
rβ      و          

3

21 ==
||||

cos
a

a
rα  

a
r

 

y 

z 

x 

o 

i
r

 
j
r

 

k
r

 

α 

β 

γ 
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 به ترتيـب زاويـه هـاي       z و y و x معرفي كنيد كه با محورهاي     2داري به طول     بر : مثال
3

π
 و 

3

2π
 و 

4

π
 

  .بسازد

  :حل 

1
22

1

23 1
111 =→=→=→= a

aa

a

a
)cos(

||||
cos

πα r  

1
22

1

23

2
2

222 −=→=−→=→= a
aa

a

a
)cos(

||||
cos

πβ r  

2
22

2

24 3
333 =→=→=→= a

aa

a

a
)cos(

||||
cos

πγ r  

),,( 211 −=⇒ a
r

  

a زاويه هاي هادي بردار غير صفرα وβ وγاگر :مثال 
r

  :ثابت كنيد كه . باشند

1222 =++ γβα coscoscos  

  :حل

γβα 222 coscoscos ++  

1
2

2

2

222
222 ==

++
=++=

||||

||||

||||
)

||||
()

||||
()

||||
(

a

a

a

aaa

a

a

a

a

a

a
r

r

rrrr
321321  

ــاي :مثــال  ــا محورهــاي مختــصات زواي ــا بــرداري در فــضا وجــود دارد كــه ب  و β=135 وα=45 آي

60=γدرجه بسازد.  

  :زيرا . خير چنين برداري وجود ندارد:جواب

6013545 222222 coscoscoscoscoscos ++=++ γβα  

1
4

5

4

1

4

2

4

2

2

1

2

2

2

2 222 ≠=++=+−+= )()()(  

***  
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  )44ي صفحه ( 

   تصوير قائم يك بردار نسبت به امتداد بردار ديگر

bاگر
r

aو 
r

 .ي بـين آنهـا فـرض شـود         زاويـه  θ دو بردار غير صفر باشند و      

aتصوير قائم بردار  
r

b روي امتداد بردار   
r

 را مي توان بـه شـكل زيـر تعيـين            

  .كرد

b
b

ba
a

r
r

rr
r

2

 

||||

.=′  

bو a′rح است كه دو بردارض وا :اثبات
r

  :پس مي توان نوشت.  در يك راستا بوده و لذا موازيند

bra
rr =′  

aaاز طرفي بردار ′− rr
b بر بردار

r
  :پس .  عمود است

0=′− baa
rrr

.)(  

000 2 =−→=− →=′−→ =′ ||||..... brbabbrbababa bra rrrrrrrrrrr
rr

  

2||||

.

b

ba
r r

rr

=→  

  :در نهايت خواهيم داشت

b
b

ba
bra

r
r

rrrr

2||||

.==′  

)( اگر:مثال   1,2,-2=a
r

)( و  1,2,2=b
r

  : مطلوبست تعيين

aتصوير قائم بردار:                                ب لي دو بردار ضرب داخ:الف 
r

b روي امتداد بردار
r

  

  :حل 

1222211 =−++= ))(())(())((.ba
rr

  

9221 2222 =++= )()()(|||| b
r

  

),,()(
||||

.

9

2

9

2

9

1

9

1 ===′  1,2,2
 
2

b
b

ba
a

r
r

rr
r

  

a
r

 

b
r

 θ 
a
r′ 
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  )45ي صفحه( 

)( اگر :مثال    21,2,−=a
r

)( و   32, ,  1=b
r

ba بـردار  تـصوير مطلوبست تعيين   .  
rr  نـسبت بـه امتـداد       −

baبردار
rr +  

   :حل 

)()()()()(  0,, 3 2,, 1 21,2, 32, ,  1 21,2, 50 −=−−−+−=−−=−= bau
rrr

  

)()()(  ,4,1 32, ,  1 21,2, 2=+−=+= bav
rrr

  

5154020 −=−++= ))(())(())((. vu
rr

  

21142 2222 =++= )()()(|||| v
r

  

)(
||||

.
 ,4,1

 
2

2
21

1−==′ v
v

vu
u

r
rr

rr

  

)( تصوير قائم بردار   :مثال   2,  3,  4 −=a
r

بر امتداد برداري كه با قـسمت مثبـت محـور هـاي مختـصات              ،  

  .به دست آوريدرا  ،ي مساوي مي سازدزواياي حاده

ي آن مساوي و مثبت باشـند، بـا قـسمت مثبـت محـور هـاي                  واضح است كه برداري كه هر سه مؤلفه        : حل

)(: مثلاً. ي مساوي مي سازدمختصات زواياي حاده  1,1,1=b
r

   

aحال تصوير
r

b روي امتداد
r

  . بصورت زير در مي آيد

bb
b

ba
a

rr
r

rr
r ====′ )()(

)(||||

.
1,1,11,1,1

3

3
22

  

  :تمرين براي حل 

),,(تصوير قائم بردار  :20 001=i
r

),,( روي امتداد بردار 010=j
r

  . را بيابيد

bر دو بردار نشان دهيد كه اگ :21
r

aو 
r

آنگاه تصوير يكي بر امتداد ديگري بردار صفر   بر هم عمود باشند،

  .مي شود

b نشان دهيد كه اگر دو بردار  :22
r

aو 
r

aدر يك راستا باشند، آنگاه تصوير 
r

bبر امتداد بردار 
r

a برابر خود
r

 

  .مي شود

),,(اگر  :23 431 −=a
r

),,(و  243 −=b
r

),,( و 411−=c
r

aآنگاه تصوير قائم بردار. باشند 
r

 بر 

cbامتداد
rr

  .به دست آوريد را +
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  )46ي صفحه ( 

),,(اگر  :24 431 −=a
r

),,( و 431 −−=b
r

aآنگاه تصوير قائم بردار ،
r

b بر امتداد
r

  . را به دست آوريد

),,(اگر  :25 321 −=a
r

),,( و 133−=b
r

aآنگاه تصوير قائم بردار ،
r

b بر امتداد
r

  . را به دست آوريد

***  
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  )47ي صفحه( 

  ضرب خارجي دو بردار

),,(فرض كنيم كه   321 aaaa =r و ),,( 321 bbbb =
r

aضرب خارجي  . دو بردار باشند   
r

b در 
r

 را كه بـا     

baدنما
rr   .شودبه صورت زير تعريف مي برداري است كه   نمايش داده مي شود،×

321

321

bbb

aaa

kji

ba =×
rr

  

  :محاسبه كنيم، خواهيم داشتل  را به كمك بسط نسبت به سطر اوفوقدترمينان توجه كنيد كه اگر 

321

321

bbb

aaa

kji

ba =×
rr

21

2131

31

3121

32

3211 111
bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i +++ −+−+−= )()()(

rrr
  

21

21

13

13

32

32

21

21

31

31

32

32

bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa
k

bb

aa
j

bb

aa
i

rrrrrr
++=+−=  

  .دنيبراي سادگي مي توانيد ضرب خارجي را نيز به شكل زير محاسبه ك

),,(
21

21

13

13

32

32

bb

aa

bb

aa

bb

aa
ba =×
rr

  

  

  .م پايين قرار مي گيرندل بالا و مؤلفه هاي بردار دواو مؤلفه هاي برداردر اين روش، همواره 

)( اگر:مثال  3,  1,  2 −=a
r

)( و 4,  2,  1 −−=b
r

  .ت بردار هاي زير را محاسبه كنيد در اين صور

=× aa
rr

×=ج                                ( ab
rr

×=ب                              ( ba
rr

  الف (

  :حل

),,(),,( 5112
21

12

14

23

42

31
−−=

−−
−

−−
−

=× ba
rr

  الف( 

  

),,(),,( 5112
12

21

23

14

31

42
−=

−
−−−

−
−

=× ab
rr

  ب (

oaa
rrr ==

−
−

−
−

=× ),,(),,( 000
12

12

23

23

31

31
  ج (

 2a 

3a 1a 

 شروع
 2b 

3b 1b 

 شروع
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  : نتيجه

  .ضرب خارجي دو بردار همواره يك بردار است : 1

  .ضرب خارجي دو بردار خاصيت جابجايي ندارد  :2

u براي هر بردار :3
r

oou همواره
rrr =×  

cاگر :مثال 
r

b و
r

a و
r

cabaسه بردار غير صفر و 
rrrr cb:آيا مي توان نتيجه گرفت كه .×=×

rr
  ؟=

cabaمشاهده مي كنيد كهزير در مثال  : پاسخ
rrrr cbدر حالي كه،  ×=×

rr
  . است≠

cbcaba

c

b

a
rrrrrr

r

r

r

=→/=×=×→








−−=
=
=

)(

)(

)(

)(

,0 ,0 0

1, ,0 1

,1 ,0 1

,1 ,0 1

  

  . برقرار نمي باشدلذا قانون حذف در ضرب خارجي دو بردار ،

)(اگر :مثال  ,0 1,  1 −=u
r

)( و  ,-1 ,1 2=v
r

)()(رمطلوبست تعيين بردا .  vuvu
rrrr +×−  

  :حل 

),,(),,(),,( 121112011 −−=−−−=− vu
rr

  

),,(),,(),,( 103112011 −=−+−=+ vu
rr

  

),,(),,()()( 622
03

21

31

11

10

12
=

−−
−

−
−

−
=+×− vuvu

rrrr
  

kjiu اگر :مثال
rrrr ++= kjiv و2

rrrr
vuي بردار  اندازه=−+2

rr   . را بدست آوريد×

),,(واضح است كه :حل  211 −=v
r

),,(و  112=u
r

  

),,(),,( 333
11

12

12

21

21

11
−−=

−−
=× vu

rr
  

33999333 222 =++=−+−+=× )()()(|||| vu
rr

  

***  
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   دو بردارويژگي هاي ضرب خارجي

براي هر دو بردار:ل ضرب خارجيويژگي او b
r

a و
r

)( همواره  abba
rrrr ×−=×  

  :اثبات

),,(),,(
21

21

13

13

32

32

21

21

13

13

32

32

aa

bb

aa

bb

aa

bb

bb

aa

bb

aa

bb

aa
ba −−−==×
rr

  

)(),,( ab
aa

bb

aa

bb

aa

bb rr
×−=−=

21

21

13

13

32

32  

a براي هر بردار:ويژگي دوم ضرب خارجي
r

oaa همواره 
rrr =×  

  :اثبات

o
aa

aa

aa

aa

aa

aa
aa

rrr ===× ),,(),,( 000
21

21

13

13

32

32  

b براي هر دو بردار:ب خارجيويژگي سوم ضر
r

a و
r

   هموارهr هر عدد حقيقي

brabarbar
rrrrrr ×=×=× )(  

  :اثبات

),,(
21

21

13

13

32

32

bb

rara

bb

rara

bb

rara
bar =×
rr

  

)(),,(),,( bar
bb

aa

bb

aa

bb

aa
r

bb

aa
r

bb

aa
r

bb

aa
r

rr ×===
21

21

13

13

32

32

21

21

13

13

32

32  

م به همين صورت انجام مي شوداثبات قسمت دو.  

c براي هر سه بردار:ارجيويژگي چهارم ضرب خ
r

b و
r

a و
r

  . داريم

)()()( cbcacba
rrrrrrr )()()(            ب    (+×=×+× cabacba

rrrrrrr   الف (×+=×+×

  :اثبات

),,()(
2211

21

1133

13

3322

32

cbcb

aa

cbcb

aa

cbcb

aa
cba

++++++
=+×

rr
  

))()(),()(),()(( 112221331113223332 cbacbacbacbacbacba +−++−++−+=    

))()(

),()(),()((

12211221

3113311323322332

cacababa

cacababacacababa

−+−
−+−−+−=
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),,(

),,(

122131132332

122131132332

cacacacacaca

babababababa

−−−+
−−−=

 
  

)()( caba
rrrr ×+×=  

م نيز به همين شكل صورت مي گيرداثبات قسمت دو.  

dبراي بردار هاي : نتيجه
r

c و
r

b و
r

a و
r

  : داريم

)()()()()()( dbcbdacadcba
rrrrrrrrrrrr ×+×+×+×=+×+  

  :اثبات

dbacbadcba
rrrrrrrrrr ×++×+=+×+ )()()()(  

)()()()( dbdacbca
rrrrrrrr ×+×+×+×=  

)( اگر:مثال 1,  1,  2 −=a
r

  . ضرب هاي زير را انجام دهيد

)( jia
rrr jiaب                          (××

rrr ××   الف ()(

  :حل 

),,(),,( 110
01

12

10

21

00

11
−−=

−−
=× ia

rr
  الف (

),,(),,()( 001
10

10

00

01

01

11
=

−−−−
=×× jia

rrr

),,(),,( 100
10

01

00

10

01

00
==× ji

rr
  ب( 

),,(),,()( 021
00

12

01

21

10

11
−=

−−
=×× jia

rrr
  

)()(يعني.  ضرب خارجي دو بردار خاصيت شركت پذيري ندارد: نتيجه cbacba
rrrrrr ××≠××  

bبراي هـر دو بـردار غيـر صـفر          :ويژگي پنجم ضرب خارجي   
r

a و 
r

a اگـر  
r

b بـا  
r

آنگـاه  . مـوازي باشـد    

oba
rrr    و برعكس×=

  : اثبات

),,(),,(|| 321321 rararabbbarbba
Rr =→= → ∈∃ rrrr

  

),,(),,(
21

21

13

13

32

32

21

21

13

13

32

32

bb

bb
r

bb

bb
r

bb

bb
r

bb

rbrb

bb

rbrb

bb

rbrb
ba ==×
rr

  

o
r== ),,( 000  
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  )51ي صفحه( 

)( نشان دهيد كه دو بردار: مثال 3-,  2,  1=a
r

)( و 9,   6, 3 −−=b
r

  . موازي همديگرند

  :حل 

baoba
rrrrr

||),,(),,( →==
−−−

−
−

−
=× 000

63

21

39

13

96

32
  

***  

  ويژگي عمود بودن ضرب خارجي دو بردار 

bاگــر
r

a و
r

ــردار نامــساوي و غيــر صــفر باشــند، در ايــن    دو ب

baصورت
rr a نيز غير صفر بوده و هم بر   ×

r
b و هم بر

r
 عمـود  

bي شـامل  ر صـفحه  است و لذا ب   
r

a و 
r

 بـه  . عمـود خواهـد بـود     

  .ي زير توجه كنيدقضيه

bفرض كنيم : قضيه
r

a و
r

  در اين صورت.  دو بردار دلخواه باشند

0=× ).( bab
rrr

×=0        ب                             ( ).( baa
rrr

  الف (

  : اثبات

),,(
21

21

13

13

32

32

bb

aa

bb

aa

bb

aa
ba =×
rr

  

))(),(),(( 122131132332 babababababa −−−=  

)()()().( 122133113223321 babaababaababaabaa −+−+−=×
rrr

  

0=−+−+−= 123213312132231321 baabaabaabaabaabaa  

م به همين شكل انجام مي شوداثبات قسمت دو.  

)( برداري پيدا كنيد كه بر هر دو بردار:مثال  3,  1, 4 −=a
r

)( و  12,3,−=b
r

  . عمود باشد

ba كافي است كه يكي از دو بردار:حل
rr ab يا ×

rr
  . را تعيين كنيم×

),,(),,( 14108
32

14

21

43

13

31
−=

−
−−

−
=× ba

rr
  

),,(),,( 14108
14

32

43

21

31

13
−−=

−
−

−
−

=× ab
rr

  

ba
rr × 

b
r

 

a
r
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  ي بردار ضرب خارجياندازه

bغير صفر  ي بردار ضرب خارجي دو بردار     اندازه
r

a و 
r

ي زيـر  به قـضيه .  به صورت زير نيز قابل محاسبه است 

  .توجه كنيد

b براي هر دو بردار غير صفر    : قضيه
r

a و
r

 .اسـت ) ي بـين آنهـا  كـوچكترين زاويـه   (θي بين آنها  كه زاويه

  :داريم

θsin|||||||||||| baba
rrrr ×=×  

  :اثبات
2222 )()()(|||| 122131132332 bababababababa −+−+−=×

rr
  

22222222

22222

22 

2

1221212131313113

23323232

babbaabababbaaba

babbaababa

+−++−+

+−=×→ ||||
  

22222222 )())((|||| 332211321321 babababbbaaaba ++−++++=×→
rr

  

2222 ).(|||||||||||| bababa
rrrrrr −=×→  

2222 )cos||||||(|||||||||||||| θbababa
rrrrrr ×−=×→  

θ222222 cos|||||||||||||||||||| bababa
rrrrrr −=×→  

)cos(|||||||||||| θ2222 1−=×→ baba
rrrr

  

θθ sin||||||||||||sin|||||||||||| babababa
rrrrrrrr ×=×→=×→ 2222  

b اگر :تذكر
r

a و 
r

ba دو بردار غير موازي و غير صفر باشند، بردار           
rr  نيز غير صـفر اسـت و برصـفحه اي          ×

bكه
r

a و 
r

به كمك دست راسـت اگـر        . در آن قرار دارند، عمود است      

aانگشتان دست از طرف   
r

b به طـرف   
r

 باشـند، انگـشت شـست  در         

baجهت
rr   )ي دست راستقاعده. ( قرار مي گيرد×

aي زير براي هر دو بردار     نشان دهيد كه رابطه    : مثال
r

b و 
r
همواره  

  .برقرار است

2222 ||||||||).(|||| bababa
rrrrrr =+×  

ba
rr × 

b
r

 

a
r
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   :حل

2222 )cos||||||(||)sin||||||(||).(|||| θθ babababa
rrrrrrrr ×+×=+×  

)cossin(||||||||cos||||||||sin|||||||| 44 344 21

rrrrrr

1

2222222222 θθθθ +×=×+×= bababa  

22 |||||||| ba
rr=  

||||=10 اگر:مثال  a
r

||||=2 و b
r

ba= 12 و
rr

baي بردار اندازه.
rr   .  را بيابيد×

  :حل 

22222222 21012 )()()(||||||||||||).(|||| =+×→=+× babababa
rrrrrrrr

  

16256400144 22 =×→=×→=+×→ |||||||||||| bababa
rrrrrr

  

  :تمرين براي حل 

),,( برداري عمود بر دو بردار :26 5 −−= 12a
r

),( و  2, 3 1 −=b
r

  . پيدا كنيد 

)(برداري به طول واحد بيابيد كه بر بردار هاي  :27 2,  2,  1=a
r

)( و 2,  2,  1 −−=b
r

  . عمود باشد

aبردارهاي   :28
r

bو 
r

||||=3 مفروض اند، به طوري كه a
r

||||=26 و b
r

×=72 و |||| ba
rr

ba مقدار
rr

. 

  .را محاسبه كنيد

***  

  مساحت متوازي الاضلاع

bبراي هر دو بردار غير صفر و غير موازي  
r

a و
r

 مي تـوان يـك   

 در اين صـورت ارتفـاع      . مقابل ساخت متوازي الاضلاع به شكل     

  .به شكل زير قابل محاسبه استمتوازي الاضلاع 

θθ sin||||||||
||||

||||
sin bh

b

h r
r =→=  

   :پس . آن استارتفاع ي اندازهدر قاعده ي اندازه برابر حاصل ضرب متوازي الاضلاعو چون مساحت 

||||sin|||||||||||||||| babahaS
rrrrr ×=×=×= θ  

|||| baS
rr ×=→  

θ  
b
r
  

a
r
  

h  
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  )54ي صفحه ( 

b مساحت مثلثي كه با دو بردار غير موازي و غير صفر: نتيجه
r

a و
r

  : توليد مي شود، برابر است با

|||| baS
rr ×=

2

1
  

),,( مساحت مثلثي به رأس هاي:مثال 102Aو ),,( 020Bو),,( 100Cرا به دست آوريد .  

  :حل 

),,(),,(),,( 002100102 =−=−== OCOACAa
r

  

),,(),,(),,( 120100020 −=−=−== OCOBCBb
r

  

),,(),,( 420
20

02

01

20

12

00
−=

−−
=× ba

rr
  

  . مورد نظر به صورت زير استمساحت مثلثپس 

520
2
1

1640
2
1

420
2
1

2
1 222 ==++=+−+=×= )()()(|||| baS

rr
  

a فرض كنيد  :مثال
r

b و 
r

يهستند كه با يكديگر زاويه      5بردار هايي به طول      
4

π
مساحت مثلثي  .  مي سازند  

baرا كه توسط بردار هاي
rr

ba و−2
rr

23   . توليد مي شود، پيدا كنيد+

  :حل

 bav
rrr

23 bau    و =+
rrr

2−=  

)()()()()()( bbabbaaababavu
rrrrrrrrrrrrrr

223223232 ×−+×−+×+×=+×−=×  

)()()()( 43421

rrrrrr
321
rr

rr
oo

bbabbaaa 223223 ×−+×−+×+×=  

bababaabba
rrrrrrrrrr ×=×+×=×−×= 86262  

θsin|||||||||||||||||||| bababavuS
rrrrrrrr ×=××=×=×= 48

2

1
8

2

1

2

1
  

250
2

2
554 =×××=→ S  

  

  

a
r

 

b
r

 
C 

A 

B 
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  )55ي صفحه( 

  : تمرين براي حل 

),,(اگر  :29 753A و),,( 055Bو),,( 404−C  مساحت متوازي .  باشدزيرسه رأس متوازي الاضلاع

  .بدست آوريدلاضلاع را ا

  

  

  

)( مساحت مثلثي را حساب كنيد كه: 30 0,  2,  1Aو )( 3-,  0,  3Bو )( , 6 2,  5Cسه رأس آن باشند .   

***  

  حجم متوازي السطوح

cاگر
r

b و
r

a و
r

در اين صورت واضح است كه ارتفاع متوازي السطوح .  غير واقع بر يك صفحه باشند سه بردار

aبرابر تصوير قائم بردار
r

cb روي امتداد بردار
rr

  :پس.  است×

  

  

  

  

  

  

)(
||||

).(
cb

cb

cba
ah

rr

rr

rrr
r ×

×
×=′=

2
|||||

||||

).(
|||)(

||||

).(
|||||| cb

cb

cba
cb

cb

cba
h

rr

rr

rrr
rr

rr

rrr

××
×

×=×
×

×=
22

  

||||

|).(|
||||

||||

|).(|

cb

cba
cb

cb

cba
rr

rrr
rr

rr

rrr

×
×=×

×
×=

2
  

          ازي السطوحارتفاع متو
||||

|).(|
||||

cb

cba
h rr

rrr

×
×=  

a
r

 

c
r

 

b
r

 

cb
rr

× 

ha =′r 

A B 

C D 
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  )56ي صفحه ( 

مـي تـوان    آن اسـت، لـذا   ي ارتفـاع اندازهدر  مساحت قاعده   حاصل ضرب    برابرحجم متوازي السطوح    و چون   

  :نوشت

    |).(|
||||

|).(|
|||| cba

cb

cba
cbV

rrr
rr

rrr
rr

×=
×
×××=  

|).(|حجم متوازي السطوح         cbaV
rrr ×=  

  .بردار زير توليد مي شود را محاسبه كنيد حجم متوازي السطوحي كه به كمك سه : مثال

),,( 230=c
r

),,( و 521 −=b
r

),,( و 132 −=a
r

  

  :حل 

),,(),,( 71113
21

32

15

21

52

13
−−=

−
−

−
−

=× ba
rr

  

471433027311013 −=−−=−+−+=× ))(())(())(().( cba
rrr

  

4747 =−=×= |||).(| cbaV
rrr

  

c بردار هاي: نتيجه
r

b و
r

aو 
r

×=0 روي يك صفحه واقعند، اگر و فقط اگر ).( cba
rrr

  

c اگر بردار هاي   :اثبات
r

b و 
r

a و 
r

 روي يك صفحه واقع باشند، آنگاه، حجم متوازي السطوحي كه با اين سـه               

×=0يعني. د، برابر صفر باشدبردار ساخته مي شو |).(| cba
rrr

×=0 لذا  ).( cba
rrr

   

×=0برعكس اگر  ).( cba
rrr

a يعني بردار  
r

cb بر بردار  
rr

cbاز طرفي بردار.  عمود است ×
rr

b هـم بـر  ×
r

 و 

cبرهم  
r

cلذا هر سه بردار .  عمود مي باشد   
r

b و
r

a و
r

روي يك صفحه واقـع مـي   ) به دليل هم مبدأ بودن  ( 

  .باشند

)( نشان دهيد كه سه بردار:مثال  0,  1,  1=a
r

)( و 1,  1,  1=b
r

)( و 1,  0,  0=c
r

  . روي يك صفحه واقعند

  :حل 

),,(),,( 011
11

11

11

10

11

01
−==× ba

rr
  

0100101 =+−+=× ))(())(())(().( cba
rrr

  

cا بردار هايلذ
r

b و
r

a و
r

  . روي يك صفحه واقعند
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  )57ي صفحه( 

  :تمرين براي حل 

   .توليد مي شود  زيرنيد كه توسط بردار هايحجم متوازي السطوحي را حساب ك : 31

)( 1,  0,  1=c
r

)(  و 1,  1,  0=b
r

)(  و  0,  1,  1=a
r

  

   .توليد مي شود  زيرحجم متوازي السطوحي را حساب كنيد كه توسط بردار هاي  :32

)( 1,  0,  0=k
r

)(  و 0,  1,  0=j
r

)(  و  0,  0,  1=i
r

  

  .توليد مي شود زير ي ارتفاع و حجم متوازي السطوحي را حساب كنيد كه توسط بردار هاي اندازه :33

)( 1,  0,  1=c
r

)( و 1,  1,  0=b
r

)( و  0,  1,  1=a
r

  

   . روي يك صفحه واقعند زيرنشان دهيد كه سه بردار  :34

)( 1,  3,  2 −=c
r

)(و  3,  1,  1 −=b
r

)(و  7−= , 5,  0a
r

  

)( آيا سه بردار :35 0,  2,  1=u
r

)( و 1,  2,  0=v
r

)( و 2,  0,  1=w
r

اگر جواب . روي يك صفحه واقع اند 

  .منفي است، حجم متوازي السطوحي كه با اين سه بردار ايجاد مي شود را تعيين كنيد

  .فحه بودن بردار هاي زير را بررسي كنيد هم ص :36

),,( 1890 −=c
r

),,( و 412 −=b
r

),,( و 741 −=a
r

) 1  

),,( 201=c
r

),,( و 120=b
r

),,( و 012=a
r

) 2  

),,( 1191 −=c
r

),,( و 311 −=b
r

),,( و 132 −=a
r

) 3  

),,( را طوري تعيين كنيد كه سه بردارmمقدار  :37 312 −=a
r

),,( و 10 −= mb
r

),,( و 321 −=c
r

 

  .  در يك صفحه باشند

)(سه بردار  :38 1,  2,  3 −= 2mc
r

)(و  1,  , 1 o
r

−=b و)( o
r

, 1,  ma  روي يك صفحه واقعند، =−

  . را بيابيدmمقدار 

***  

  توسطه دوم م يره  دويضوه ريار گوضع ، جابر عامري: تهيه كننده 

  ن خوزستااستان 


