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 درجه:يك درجه زاويه مركزي روبرو به كماني از دايره است كه طول آن               محيط دايره است. 

راديان:قسمتي از محيط دايره را انتخاب ميكنيم كه اندازه اش برابر شعاع دايره باشد،سپس زاويه اي مركزي رسم  
 ميكنيم كه از دو سر اين قطعه بگذرد.به اين زاويه يك راديان ميگوييم. 

درجه معادل با       راديان است.  801  

  

 

 تبديل درجه و راديان به يكديگر:
 براي تبديل واحدهاي زاويه به راديان از رابطه زير استفاده ميكنيم: 

 

 

شمار و دقيقه شمار چند درجه است؟ دقيقه،زاويه بين عقربه ي ساعت  15و   12در ساعت -1  

زاويه هاي زير را روي دايره مشخص كنيد:-2  
 

 

 

ر مثلث قائم الزاويه ،نسبت هاي مثلثاتي زاويه         به شكل زير تعريف ميشود:           د  

 

 

 

 

 ︑﹆︡﹛ ︋﹥ ﹝﹞︡ ر︨﹢ل اً 

ی زاو�ه      واحدهای  اندازه گ	�
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 اين هم سه نتيجه معروف و مهم از روابط بالا : 

  
 
 

شكل زير                                    را بيابيد. در - 1 
   
 
 
 

 2-با توجه به شكل،               را بيابيد. 
  
 
 
 

با توجه به شكل زير،طول       را بيابيد. - 3 
  
 
 
 
 
 

در شكل زير ،نقاط روي شبكه مربعي هستند.           چند برابر              است؟-4  
   
 
 
 
 
 

و جهت                ،نقطه ي شروع آن                      دايره اي است به شعاع واحد كه مركز آن     
 حركت در اين دايره خلاف جهت عقربه هاي ساعت است،اين هم شكلش:
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و در خلاف جهت حركت عقربه هاي ساعت حركت   دمطابق شكل اگر  نقطه    از    شروع كن
كنيم،زاويه    مثبت است و بر عكس اگر جهت حركت     ،ساعت گرد باشد،زاويه     منفي ميشود.به 

است.دقت كنيد                   را رسم كنيم ،               -135عنوان مثال ،در دايره ي مثلثاتي زير زاويه 
كنيد كه اگر انتهاي كمان يك زاويه مثلا در نقطه ي        باشد،اين زاويه متناسب با اين است كه 

است و اگر منفي   270مثبت باشد يا منفي دو حالت دارد:مثبت باشد روي شكل ميشود     كه برابر 
است.  -90باشد ،ميشود        كه     

 
 
 
 
 

 محور هاي سينوس و كسينوس  
در دايره مثلثاتي ،محور   ها را محور سينوس ها و محور   ها را محور كسينوس ها مي ناميم.براي  

هاي مثلثاتي يك زاويه،از نقطه ي نشان دهنده ي زاويه روي محيط دايره بر پيدا كردن نسبت 
م.در اين صورت از مركز دايره،يعني      تا پاي عمودها،          يا       محورهاي       و        عمود ميكني

 آن زاويه ميشود. 
    

 
 
 
 

،ساير نسبت هاي مثلثاتي      را بيابيد .           اگر       زاويه اي در ربع دوم باشد،به طوري كه            
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 نسبت هاي مثلثاتي زواياي معروف كه حفظ آن بر همه واجب است. 
         زاويه 

         راديان

         

         

         

         

 
و                        محدوده          

و حداقل   1حداكثر برابر    در دايره ي مثلثاتي زير اگر عقربه ي        رو هر چه قدر بچرخانيم ،       
هم صدق ميكند.           ميشود.اين مطلب براي   -1برابر   

 
      
 
 
 

   
 
 
  
 
 
 

به صورت كلي در دايره مثلثاتي هر نقطه اي كه عرضش بيشتر باشد،سينوس هم بيشتر ميشود و هر  
ميشود. نقطه اي كه طولش بيشتر باشد،كسينوسش بيشتر   

18045  60  90  270 360 

4  3  
2   

30  0 

زياد ميشود.    ،مقدار        در ربع اول و چهارم با افزايش           

.زياد ميشود        ،مقدار       در ربع دوم و سوم با افزايش     

.زياد ميشود        با افزايش    ،مقدار     دومدر ربع اول و   

.زياد ميشود        و چهارم با افزايش     ،مقدار    ع سومدر رب  
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 اگر      يك زاويه دلخواه باشد،حداكثر و حداقل هر يك از عبارت هاي زير را بيابيد. 
 
 
 

 در هر يك از موارد زير با توجه به محدوده ي       ،مقادير    و     را تعيين كنيد . 
 
 
 

باشد،براي     چند عدد صحيح وجود دارد؟                 اگر                          و                 
  

 
 

و                    محورهاي        
در دايره مثلثاتي ،عقربه اي كه حاوي زاويه    هست را در نظر بگيريد.همانطور كه در شكل مشخص 

است خط    در سمت راست دايره ،به دايره مماس است .اگر اين عقربه را امتداد دهيم تا خط   را  
لزاويه زير  در مثلث قائم ا         قطع كند،يك مثلث قائم الزاويه به دست مي آيد .طبق قرارداد  

 تعريف مي شود:
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را قطع كند     بايد خطي افقي بر روي دايره مماس كنيم.اگر عقربه رو امتداد دهيم تا خط     براي      
به شكل زير تعريف مي شود:    يك مثلث قائم الزاويه به دست مي آيد كه طبق قرارداد         

  
 
 
 
 
 

 مقدار تانژانت و كتانژانت زاويه هايي كه روي ضربدر ها قرار دارند:
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

و                 محدوده ي        
  

ميتوان فميد كه با افزايش      مقدار              زياد ميشود. با رسم شكل در پهار ربع دايره مثلثاتي   
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رسم شكل بر عهده دانش آموزان  با افزايش        مقدار           كم ميشود. ربع   4براي          درهر   
 

(دوم و چهارم)-و       روي نيمساز ربع (اول و سوم)     رابطه      
   

) ،يعني                                 نقاطي كه روي نيمساز ربع اول و سوم باشد (      
 نقاطي كه بالاي اين خط هستند،عرضشان از طولشان بيشتر است و نقاطي كه پايين اين 

 خط هستند طولشان از عرضشان بيشتر است و خواهيم داشت:
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، يعني                         نقاطي كه روي نيمساز ربع دوم و چهارم هستند          
در اين نقاط صفر خواهد بود .          و             مجموع         

   
 
 
 
   
 

 در مثلث قائم الزاويه سه رابطه مهم خواهيم داشت: 
درجه ،نصف وتر است.   30ضلع روبرو به زاويه -1  
ضلع روبرو به      ،        وتر است. -2  

وتر است . ضلع روبرو به      ،      -3  
 

متر و  در يك طرف برجي هستند.بالاترين نقطه ي اين برج را   20افراد     و     كه از هم به فاصله ي 
ميبينند.ارتفاع برج را بيابيد . به ترتيب  با زواياي     و        

   
 
 
 
 
 
 

متر با   3000درجه پرتاب ميشود.پس از طي   30زمين با زاويه متري از سطح   20يك موشك در ارتفاع 
 همين زاويه ،موشك به چه ارتفاعي ميرسد؟ 

 
 در شكل زير ،اندازه ضلع       و ارتفاع وارد بر آن را بيابيد. 
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 مساحت شكلهاي زير را حفظ باشيد . 
 نام مثلث متوازي الاضلاع  شش ضلعي منتظم  چهارضلعي دلخواه 

قطر و زاويه بين  2داشتن  ضلع و زاويه بين  2داشتن  داشتن ضلع   ضلع و زاويه بين  2داشتن    شرايط  
 مساحت    
 شكل     

 
را بيابيد.  6مساحت شش ضلعي منتظمي به ضلع   

 
 نشان دهيد مساحت مثلث متساوي الاضلاعي به ضلع      برابراست با          

 
 مساحت مثلث زير را بيابيد. 

 
 
 
 

 در شكل زير ،مساحت متوازي الاضلاع چه كسري از مثلث است؟ 
 
 
 
 

قرار دارد.مساحت آن را بيابيد.  2هشت ضلعي منتظمي درون دايره اي به شعاع   
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است.مساحت قسمت رنگ شده چند در شكل زير ،ضلع مثلث متساوي الاضلاع چهار قسمت شده 
 برابر       است؟ 

 
 
 
 
 
  
 

اين قضيه براي تمام مثلث ها برقرار است و ميگويد:نسبت هر ضلع به سينوس زاويه ي مقابلش 
 عددي ثابت است. 

 
  
 
 
 
 
 

 در مثلث زير، نسبت            را بيابيد . 
  
 
 
 
 
 

 قض,ه س*نوس ها 
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 مقدار تانژانت    . همان شيب خط است، زاويه   

 
 
 
 
 

است پس              1به عنوان مثال در خط                      چون شيب خط برابر با   
 يعني خط محور    ها را با زاويه      قطع ميكند.  

 معادله خطي بنويسيد كه با محور     ها زاويه      بسازد و از نقطه             بگذرد.    
  

 خط                                               با محور    ها زاويه      ميسازد .    را بيابيد .
 

با محور   ها زاويه ي      بسازد و محور     ها را در نقطه اي با عرض         قطع كند،معادله خطي كه 
 اش به چه صورت خواهد بود؟ 

 
است؟       روي خط     چند برابر شيب خط  1در شكل زير،عرض نقطه به طول   

 
  
 
 
 
 
 
 

 دايره مثلثاتي زير به خوبي دو زاويه قرينه را نمايش ميدهد. 

 به زبان ساده ميتوان گفت كه          منفي خوره و      ،       و        منفي انداز هستند. 
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 حاصل عبارت زير را بيابيد. 
   
 

   
 

درجه شود آن دو زاويه مكمل هستند.  180زاويه برابر با اگر مجموع دو   
،زيرا: است             مكمل زاويه     برابر با   

 مكمل زاويه هاي داده شده را بيابيد . 
 
 
 

دايره مثلثاتي زير به خوبي روابط دو زاويه مكمل را نمايش ميدهد.به زبان ساده دو زاويه مكمل         
   تند. ها و          هاشون قرينه ي يكديگر هس       هاشون با هم برابر است اما        ها،   
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 در دو زاويه مكمل داريم:   

 
  
 
 

 حاصل عبارات زير را بيابيد . 
  
 
 
 
 
 

دو زاويه متمم در دايره مثلثاتي نسبت به خط نيمساز ربع اول و سوم متقارن هستند و به زبان ساده       
ها .        ها با         ها برابر هستندو             با   

   
 
 
 
 
 
 
 

 حاصل عبارات زير را بيابيد . 
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  در مثلث قائم الزاويه          كه               است ثابت كنيد:          
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 حاصل عبارات زير را ساده كنيد . 
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ربع دوم باشد ،ساده شده عبارت زير را بيابيد. اگر       در   
   
 
 
 

  اگر                    باشد،حاصل كسر                                   را بيابيد. 
 

 اگر                                   باشد،                     را بيابيد .   
 

 اگر        در ربع اول و                                 ،مقدار          را بيابيد.  
 

    اگر                       و      زاويه اي در ناحيه چهارم باشد،            را بيابيد. 
 

3

1  

2 2 2 2  

1
1  

1 1  

1 1  

2 2
1 2  

1
1 2

1
1 2  

 

2 
3 2  

3
5  

 
2
2 2  

  
2
3 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



 مقدار      را طوري تعيين كنيد كه عبارت زير ،يك اتحاد مثلثاتي باشد:  
 
 

 در اتحاد ي زير،                را بيابيد .     

 
 
 

    اتحاد بودن تساوي هاي زير را بررسي كنيد. 

  
   

 حاصل                                         چند برابر                                             است؟    
 

 حاصل                                            چند برابر                است؟   
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    كاربرديروابط مخفي و 
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 در مثلثي رابطه ي                                                           برقرار است .نوع مثلث چيست؟ 
 

 حاصل كسر زير را بيابيد . 
 
 

 بيشترين مقدار عبارت زير را بيابيد. 
 
 

 حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد. 
 
 

     
 
 
 
 
 
 
 
 

     اگر                                  باشد،مقدار            را بيابيد . 
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 به روابط بالا كه توليد شده است تبديل ضرب به جمع گفته ميشود . 
   حاصل عبارت زير را بيابيد . 

  
 
 

 مقدار عددي عبارت زير را بيابيد. 
  
 

ب <ه جمع ;K لLدFو برعکس ت   
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 حاصل عبارات زير را بيابيد .  

  
 
 
 
 
  
 

آن تغيير   ،تانژانت و كتانژانت كسينوس، با اضافه و كم كردن مضارب زوج      به يك كمان ،سينوس 
به عبارت ديگر براي هر عدد صحيح     داريم:نميكند.   

     
 
 

   
 
 
 

 روش سريع  
زاويه مورد نظر را به صورت                     يا                 بنويسيد. -1  
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ب  ;K ل جمع <هLدFت  

 

 

 

 

 پ,دا کردن �Pــــع #س!ت ها 

 

 

 

 
2  

2  

2  

2  

7
3 2 3 3

3
2  

21
4 5 4 4 1 

 

 

 
2  

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



را در ربع اول فرض كنيد و ناحيه مربوط به كمان مورد نظر را مشخص كنيد ..     -2  
علامت نسبت مثلثاتي مورد نظر در ناحيه ي به دست آمده را درج كنيد . -3  
را حذف كنيد .        يا               عبارت   -4  

   نسبت هاي مثلثاتي به صورت زير تغيير ميكنند.          دقت شود در مرحله ي قبل از حذف  

  
 
 

    مثال:
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 حاصل عبارات زير را بيابيد. 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

مساحت قطاع   -1  
  
 
 
 
 
 

 2-طول كمان  
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 چند TارSرد مثلثات  در دایره 
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 همچنين خواهيم داشت:
   
 
 
 
 
 
 
 

ضلعي منتظم به طول ضلع واحد،طول قطر كوچك را بيابيد.(به كمك قضيه كسينوس ها) 8در يك     

 
 
 
 

 به معادله ساده ي زير دقت كنيد:
 

اولين جوابي كه به ذهنتان مي آيد            يا                      هستند . درسته.ولي يك سوال .جوابهاي  
 ديگري ندارد؟  

با كمي دقت در شكل مشخص ميشود بيشمار جواب ديگر هم وجود دارد كه انتهاي كمان آن ها بر 
 همين دو جواب منطبق است .     

 بنابرين تمامي جوابهاي معادله بالا به صورت زير خواهد بود:
عدد صحيح و دلخواه        

  قض,ه کس*نوس ها 
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� معادله م�ثلثا  
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 معادلات خاص 

 به معادله                  توجه كنيد .جواب اين معادله را ميتوان به صورت زير محاسبه كرد:
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 جواب كلي معادلات زير را بيابيد . 
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 جواب معادله هاي زير را در فاصله ي              مشخص كنيد.  

    
 
 
 
 
 
 
 

 جواب معادله ي                                                   روي دايره،چند نقطه دارد؟ 
 

 نمودار                                         در بازه ي                   چند بار داراي بيشترين مقدار است؟ 
 

دارد؟           چند جواب متمايز در بازه ي                   معادله ي                        
 

در بازه ي            داراي چند جواب است؟                    معادله ي              
 

در بازه ي             داراي چند جواب است؟                          معادله ي         
 

در بازه ي              روي دايره مثلثاتي چند نقطه را                            جواب هاي معادله ي                 
 مشخص ميكند؟ 

 
        چند جواب دارد؟            در بازه ي                    معادله ي       
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      رسم نمودار          
 
 
 
 
 
 
 

 رسم نمودار 

                        
 
 
 
  
 
 
 

 رسم نمودار                       
نشده است .ولي بايد بدانيم در همسايگي بسيار نزديك             و        در نقاط              و              تعريف 
 مقدار به چه سمتي ميرود.يعني:   

 
      

 
 
 
 

 

  ��  نمودار توابع مثلثا
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نقطه ي                                استفاده ميكنيم از   5براي رسم نمودار                       علاوه بر اينكه از  

   و          هم كمك ميگيريم يعني:       همسايگي بسيار نزديك    

  

 

 

 

 

 

 رسم نمودار 

كتانژانت در نقاط      ،     و       تعريف نشده است .ولي بايد بدانيم در همسايگي بسيار نزديك             
 و        مقدار به چه سمتي ميرود.يعني:   
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 دامنه توابع زير را بيابيد . 

     

 

     

  

 

 

 به تابع                    زير توجه كنيد:

دار تابع را  در بازه يوهمانطور كه در شكل ميبينيد اگر نم  

تكرار كنيم،نمودار كل تابع به دست مي آيد .                  

 بازه هايي به طول                ،                     ،                  و

تكرار   دارند.تناوب يعني همين.يعنينيز اين خاصيت را  … 

  

  ��  دامنه و برد توابع مثلثا
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چين قرمز بينيد كه نمودار بين هر دو خط هاي قرمز رنگ نگاه كنيد، ميچينگر به منحني بين خط ا

اي كه تابع داراي اين  شود. به چنين توابعي توابع متناوب گفته و كوچكترين بازه رنگ، دائماً تكرار مي 

. گوييممي  دوره تناوب  خاصيت باشد،   

 

 

 

 دوره تناوب توابع زير را با رسم شكل مناسب به دست آوريد . 
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ميتوان دريافت كه:از روي شكل ها در صفحات قبل   

 

 

 

مي دانيم كه معكوس يك تابع يعني قرينه ي آن تابع نسبت به خط             .معكوس تابع     در  

ع يك به يك باشد. صورتي تابع خواهد بود كه خود تابع       يك تاب  

ميباشد را به دست آوريم ،متوجه                  حالا اگر بخواهيم تابع                   كه معكوس تابع         

يك به يك نيست پس معكوس آن نميتواند يك تابع باشد.                خواهيم شد كه تابع     

يك تابع يك به يك است پس معكوس پذير خواهد            در بازه ي                قبول .ولي تابع         

  بود . 
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 �� توابع معکوس مثلثا
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 حاصل عبارات زير را بيابيد. 

   

 

 

 

 

 

 

 دامنه توابع زير را بيابيد . 

     

 

 

 

 

   نمودار و تابع           
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 نمودار و تابع  
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  نمودار و تابع  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حاصل عبارت هاي زير را بيابيد.
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 برد توابع زير را بيابيد . 

 

 

 

   دامنه ي توابع زير را بيابيد.

 

   

 

 

 

 

  مقدار عددي عبارت زير را بيابيد.
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 ︡ رم  ︋﹥ ︀د ︎  

 ︨ ️ .. ﹋﹥ ︑﹠︀ ︠︀︵︣ا︑︩ ︋︀ ﹝﹟ ا  
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