
  ترسيم هاي هندسي :درس اول  

، در ايـن فـصل      . ر اسـت  وثآشنايي با مفاهيم هندسي براي يادگيري و درك عميق ديگر مفاهيم رياضيات م ـ            

  .برخي از مفاهيم مقدماتي هندسه بررسي مي كنيم

   دايره: قسمت اول 

ي ثابت به يك دايره مجموعه نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه

. ي ثابت را شعاع مي نامندي ثابت را مركز و فاصلههنقط. فاصله باشند

),( را به صورتr و شعاعOدايره به مركز rOCنمايش مي دهند .  

  سپس .  سانتي رسم كنيد2شعاع  دايره اي  : 1تمرين

  . سانتي متر باشد3ركز دايره ي آن تا منقطه اي تعيين كنيد كه فاصله: الف 

  . سانتي متر باشد5/1ي آن تا مركز دايره نقطه اي تعيين كنيد كه فاصله: ب 

  . سانتي متر باشد2ي آن تا مركز دايره نقطه اي تعيين كنيد كه فاصله: ج 

  . هر دايره صفحه را به سه بخش مجزا تقسيم مي كند:نتيجه 

 نقاط تا مركز دايره از شعاع بزرگتر ي اينفاصله: نقاط خارج دايره: الف

rOA. (است >(   

. ي اين نقاط تا مركز دايره برابر شعاع استفاصله :نقاط روي دايره: ب

)rOB =(   

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع كوچكتر فاصله :نقاط داخل دايره: ج

rOC. (است < (  

  :تمرين براي حل 

 2ي تمام نقاطي كه به فاصله.  را در نظر بگيريدمقابلدر شكل  dخط : 2

لي يا شكل اين نقاط چه شك.  هستند را مشخص كنيدdسانتي متر از خط

  هايي را تشكيل مي دهند؟
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 2ي صفحه

  . قرار داردd سانتي متر از خط1ي  به فاصلهPي نقطه :3

  . هستند را مشخص كنيدPي سانتي متر از نقطه2ي تمام نقاطي كه به فاصله: الف 

  .را تعيين كنيد هستند P سانتي متر از2ي  را كه به فاصلهdتمام نقاطي از خط: ب 

 4ي  به فاصلهAسپس نقاطي را تعيين كنيد كه از . د سانتي متر در نظر بگيري5 به طول ABپاره خط  :4

  )مسئله چند جواب دارد؟. (  سانتي متر باشند3ي  به فاصلهBسانتي متر و از 

  . سانتي متر باشند7 و 5 و 4م كنيد كه طول اضلاع آن  مثلثي رس :5

***  

اصل مفهوم : م قسمت دو:   

  .ل زير توجه كنيدو اصبراي مثال به. د را اصل مي نامندهر واقعيت كه بديهي بوده و نيازمند استدلال نباش

  . چند خط مي گذرد،از يك نقطه روي صفحه : 1اصل

  .صفحه فقط و فقط يك خط راست مي گذرد روي ي متمايزاز هر دو نقطه : 2اصل 

  

  

  

   .1راست موازي آن مي توان رسم كردخط ي خارج يك خط راست فقط و فقط يك از هر نقطه : 3 اصل 

  

  

  

  

***  

  عمود منصف پاره خط و خواص آن  : موسقسمت 

 يك پاره خط بگذرد و هم عمود بر آن وسطي هر خط كه هم از نقطه

  .نامند ن پاره خط ميباشد را عمود منصف آ

  

                                                 
  اصل توازي اقليدس.  1

A
B

d

H

 عمودمنصف

P 
A B 

l 

d 

P 



  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 3ي صفحه

هر نقطه كه روي عمود منصف يك پاره خط قرار دارد، از دو سر آن پاره خط به  ثابت كنيد كه  :6تمرين

  .يك فاصله است

  :اثبات

  

       

  

  

***  

خط به يك فاصله باشد،آن نقطه روي عمود منصف پاره خط قرار  اي از دو سر يك پاره  اگر نقطه :7تمرين

 .دارد

  :پس.  بگذردABخط پارهوسط نقطه ي كنيم كه از   خطي چنان رسم ميMيز نقطها: اثبات 

  

      

  

                       

  

∠+∠=o180ح است كه ي نيم صفحه، واضاز طرفي طبق اصل زاويه yxپس :   

ABdyx ⊥→=∠=∠ o90  

BHAHو چون  ABd و =   . استAB عمود منصفd پس⊥

***  

  نيمساز زاويه : م قسمت چهار

ي ن را به دو زاويهگذرد و آ ه مياز زاويه خطي است كه از رأس زاوينيمس

  .  كند مساوي تقسيم مي

  

A B

d

H

M

x y
 )ض ز ض(

MBMABMHAMH

BHAH

yx

MHMH

=→≅→








=
=∠=∠

= ∆∆
o90

 

 مشترك

A B

d

H

M

x y
yxBMHAMH

BHAH

MHMH

MBMA

∠=∠→≅→








=
=
= ∆∆

 

 طبق فرض

 مشترك

 )ض ض ض ( 

x

y

O

 نيمساز

α
β

βα ∠=∠ 
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 4ي صفحه

اي به يك فاصله باشد آن نقطه  اي از دو ضلع زاويه  هرگاه نقطه :8تمرين

  .روي نيمساز زاويه قرار دارد

  

    MKMH   فرض : =

     βα ˆˆ   حكم : =

  الزاويه هستند پس  قائمOMK وOMHدو مثلث: اثبات   

 β=α→≅→




=
= ∆∆

ˆˆOMKOMH
OMOMك����

MKMH
  

  )وتر و يك ضلع(

  .  هر نقطه روي نيمساز يك زاويه ، از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله است :9تمرين

MHMK  حكم : =

 دو مثلث :اثبات 
∆

OHMو 
∆

OKMپس .  هستندالزاويه  قائم :  

 

      

  

  

MKMHOMKOMH
OMOM

=→≅→




=
∠=∠ ∆∆βα

  

  

 .نيمساز زاويه قرار دارد روي Mينقطه در شكل مقابل،  :10تمرين

12اگر −= mMH 35 و=MKمقدار m تعيين كنيد را.  

  

***  

  

  

K

αβ

M

HO
 

 ) وتر و يك زاويه ي حاده (
 وتر مشترك

H

α 
β 

M

KO

H M

KO
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 5ي صفحه

  ند ترسيم هندسيچآشنايي با :  مپنجقسمت 

بدين معني كه در اينگونه . گاهي براي حل مسائل مختلف لازم است از ترسيم هاي هندسي استفاده شود

مسائل شكل هايي را رسم مي كنيم كه داراي ويژگي معيني باشند و بعد از ترسيم و با استفاده از ويژگي هاي 

اي مورد استفاده در اينگونه مسائل فقط خط كش توجه داشته باشيم كه ابزاره. شكل به پاسخ مسئله مي رسيم

از خط كش براي رسم خط راست و از پرگار براي رسم دايره با شعاع معين استفاده مي .  مي باشند2و پرگار

  .شود

  رسم عمود منصف يك پاره خطروش  : 1

ابتدا پرگار را به اندازه اي باز مي كنيم كه شعاع آن از نصف طول پاره 

 دو كمان با شعاع هاي ABد، سپس از دو سر پاره خطخط بيشتر باش

 قطع N وMمساوي رسم كرده تا اين دو كمان همديگر را در نقاط

 به يك فاصله AB از دو سر پاره خطN وMيچون دو نقطه. كنند

لذا خط گذرا از اين دو .  قرار دارندABپس روي عمود منصف. اند

  . استAB عمود منصفdنقطه يعني

ار عمود منصف  سانتي متر بكشيد، سپس به كمك خط كش و پرگ4 ابتدا يك پاره خط به طول : 11تمرين

  .آن را رسم كنيد

***  

  ي خارج آنرسم خطي عمود بر يك خط داده شده از يك نقطه:  2

 يك كمان را طوري رسم مي كنيم كه Pياز نقطه

ود اكنون عم.  قطع كندB وA را در نقاطdخط

 را رسم مي كنيم كه جواب ABمنصف پاره خط

  .مسئله است

  

                                                 
  .خط كش غير مدرج فرض مي شود، مگر آنكه اندازه ي پاره خط قيد شود.  2
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 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 6ي صفحه

  ي روي آنرسم خطي عمود بر يك خط داده شده از يك نقطه : 3

اكنون عمود منصف پاره خط  . قطع كندB وA را در نقاط d دايره اي رسم كرده تا خطPي نقطهبه مركز

ABرا رسم مي كنيم كه جواب مسئله است .  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  ي خارج آن رسم خط موازي يك خط داده شده از يك نقطه : 4

 Pياين خط از نقطه.  رسم مي كنيمa عمود برd يك خط مانندa واقع در خارج خطPيابتدا از نقطه

adچون .  رسم مي كنيمd را عمود برb خط d واقع برPاكنون از نقطه ي. مي گذرد bd و ⊥ ⊥ 

baپس    . جواب مسئله استb و لذا ||

  

  

  

  

  

  

***  
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  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 7ي صفحه

   رسم نيمساز يك زاويه : 5

.  قطع كندB و A يك كمان را طوري رسم مي كنيم كه اضلاع زاويه را در نقاط xOyياز رأس زاويه

 قطع Mدو كمان با شعاع مساوي رسم مي كنيم كه همديگر را در نقطه اي مانند Bو Aاكنون از نقاط

لذا   .همنهشت هستند) ض ض ض(لت  به حاOBM وOAMچون دو مثلث. كنند

BOMAOM   . مي باشد و جواب مسئله استxOy نيمساز زاويه ي OM يعني∠=∠

  

  

  

  

  

***  

  :تمرين براي حل 

. اده شـده انـد     د مقابل مطابق شكل    CD و AB خط ه دو پار  : 12 

- به يك فاصله و از دو نقطهBوAي نقطه اي بيابيد كه از دو نقطه

  . نيز به يك فاصله باشدDوCي

  

عمود منـصف  .  بناميدABCمثلثي دلخواه رسم كنيد و آن را     :13

 يـك   OAو به شعاع     Oبه مركز   .  بناميد Oي برخورد آنها را     هاي دو ضلع اين مثلث را رسم كنيد و نقطه         

   وضعيتي دارند؟ چرا؟ نسبت به اين دايره چهCو Bنقاط. دايره رسم كنيد

ي ايـن مثلـث را رسـم كنيـد و         نيمساز هاي دو زاويـه    .  بناميد ABCثلثي دلخواه رسم كنيد و آن را        م  :14

ي از عمود هـا را   بر سه ضلع مثلث عمود رسم كنيد و پاي يك        Oياز نقطه .  بناميد Oي برخورد آنها را     نقطه

H به مركز .  بناميدO   و به شعاع OH    اضلاع مثلث .  دايره اي رسم كنيدABC        نسبت به اين دايـره چـه 

  وضعيتي دارند؟ چرا؟

O 
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 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 8ي صفحه

در هر مورد   .  باشد d سانتي متر از خط    4ي  له به فاص  Pيفرض كنيد نقطه    :15

توضـيح   باشـد را   يـك رأس Pيروش رسم يك مثلث متساوي الساقين كه نقطه  

  .دهيد

  . منطبق باشدdبر خط اين مثلث يقاعده) الف

  . سانتي متر باشد6و طول ساق آن  منطبق بوده dي اين مثلث بر خطقاعده) ب

  . سانتي مترمربع باشد8بوده و مساحت آن  منطبق dي اين مثلث بر خطقاعده) ج

  

ي غير واقع بر يك خط راست، در نظر بگيريد، سپس نقطه اي پيدا كنيد كه از اين سه نقطه به       سه نقطه : 16

  .)روش كار را توضيح دهيد (.يك فاصله باشد

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  mathameri@ :كانال تلگرام 

P 

d 



  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 9ي صفحه

    مقدمات استدلال و قضيه ي تالس  :دومدرس  

سـپس بـا بيـان    . مفهوم نسبت و تناسب و همچنين استدلال و انواع آن آشنا مـي شـويم  در اين درس ابتدا با      

   .نيمكمي بررسي مفاهيم را به صورت دقيق  ، اين ي تالس و كاربردهاي آنقضيهويژگي خطوط موازي و 

   نسبت و تناسب: قسمت اول 

  . هاي آن دو كميت برحسب يك واحد باشند ت دو كميت كسري است كه صورت و مخرج آن اندازهنسب

كسر : مثلاً 
b

a
  .برحسب يك واحد باشند aو bگويند هرگاه  b برa را نسبت 

  . را با توجه به شكل مقابل بنويسيدCD بر پاره خطABنسبت اندازه پاره خط: مثال 

  

  
4

3

40

30 ==
CD

AB
  

  .گيري آنها بستگي ندارد نسبت دو  كميت  يك عدد حقيقي است و به واحد اندازه: نتيجه 

  .يندبيان تساوي دو نسبت را تناسب گو

تساوي دو نسبت : مثلاً 
b

a
 و 

d

c
 ، o≠db,را يك تناسب گويند .  

d

c

b

a =  

جملات (را وسطين  bو cو) جملات كناري(را طرفين  aو dدر يك تناسب مانند تناسب فوق جملات

  .نامند مي) مياني

       جملات كناري   
d

c

b

a                جملات مياني=

  خاصيت اصلي تناسب

  .ي مياني آن برابر استي كناري با حاصل ضرب دو جملهر هر تناسب حاصل ضرب دو جملهد

bcad
d

c

b

a =→=  

cm30

m40/
A
A  

B

C D 
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 10ي صفحه

o≠dbچون: اثبات  حال كافي است دو طرف تناسب . o≠bd پس,
d

c

b

a .  ضرب كنيمbd را در=

  :خواهيم داشت 

bcad
d

c
bd

b

a
bd =→= )()( 

  خواص ديگر تناسب

 كناري را عوض كرد و تناسب جديدي به يني و يا دو جمله ميايتوان جاي دو جمله در يك تناسب مي:  1

). دست آورد )o≠dcba ,,,  

  d
b

c
a

d
c

b
a م�����
	ت������� = →=

 

  a
c

b
d

d
c

b
a آ��ري�
	ت������� = →=

 

  a

b

c

d

d

c

b

a
آ��ري�
	ت�������

م�����
	ت������� =→=
  

  . به دست آورديتوان هر دو نسبت را معكوس كرد و تناسب جديد در يك تناسب مي: نتيجه

           ( )o≠dcba ,,,                            
c

d

a

b

d

c

b

a =→=   

),(.آيد تناسبي جديد به وجود مي) يا در مخرج(در يك تناسب از تركيب نسبت در صورت  : 2 o≠db  

  d

dc

b

ba

d

c

b

a ��رتدر������آ�� +=+ →=
  

    dc
c

ba
a

d
c

b
a م��جدر������آ��

+
=

+
 →=

  

  .هاي تناسب است  صورتها به مجموع مخرجها برابر هر يك از نسبتنسبت مجموعدر يك تناسب ،  : 3

 ),( o≠db k
db

ca
k

d

c

b

a =
+
+→==   

  . براي چند نسبت مساوي نيز قابل تعميم است3خاصيت : توجه 
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 11ي صفحه

  .با توجه به خواص تناسب، در هر مورد جاي خالي را كامل كنيد  :1تمرين

........ ×=×→= 155
42

15

14

5
  الف (

........

123
1012403   ب (×=×→=

....=→=
7

10

30

21

10

7
  پ (

....,.... ==→=
11

33

18

6

33

18

11

6
  ت (

....,.... ==→=
18

4

14

18

35

10

14

4
  ث (

....,.... =
−

=−→=
7

5

12

7

24

10

12

5
  ج (

 اگر  :2تمرين
4

3=
b

a
 مقدار 

ba

ba

−
+

  . را به دست آوريد

  :حل 

4

7

4

43

4

3 =+→+=+→=
b

ba

b

ba

b

a
  

4

1

4

43

4

3 −=−→−=−→=
b

ba

b

ba

b

a
  

7

4

1
4

7

−=
−
+=→−=−

+

ba

ba

b

ba
b

ba

  

  :تمرين براي حل 

  . در هر مورد مقدار مجهول را بيابيد :3

2

535

18

12 ==+
b

a
            د (

zz

z 41 =+
             ج (

4

3

2
=

+y

y
            ب (

10

9
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 12ي صفحه

متر و نسبت طول به عرض آن  سانتي210تطيلي محيط مس :4
3

4
مساحت اين مستطيل را به دست .  است

  .آوريد

  . يك تناسب بنويسيدزير متناظر با تساوي  :5

yxyx 725 +=+  

اگر   :6
5

3

632
=== zyx

zyx ، حاصل    . را به دست آوريد++

ر مورد مقدار عددي در ه  :7
b

a
  . را به دست آوريد

 )الف
b

b

a

a

+
=

+ 810
 )ب                                         

b

b

a

a

27

73

210

103

+
+=

+
+

  

***  

   در رياضي و هندسه استدلال:قسمت دوم 

  استدلال و انواع آن

به طور كلي . را استدلال مي نامندبه كمك دانسته هاي قبلي ه يك گزاردرستي دليل براي اثبات ي ارائهعمل 

  .دو نوع استدلال وجود دارد

  :استدلال استقرايي : الف

  .روش نتيجه گيري كلي بر مبناي تعداد محدودي مشاهده را استدلال استقرايي مي نامند

  :استدلال استنتاجي : ب 

  . استدلال استنتاجي مي نامندروش نتيجه گيري كلي بر مبناي حقايق پذيرفته شده را

***  

رحمان وقتي در مورد مجموع زاويه هاي داخلي يك چهار ضلعي محدب با پژمان و پيمان صحبت مي  :مثال 

 درجه است و استدلالي كه بكـار بردنـد   360آنها گفتند مجموع زاويه هاي داخلي هر چهارضلعي محدب     . كرد

  . متفاوت بود
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 مربع ، مستطيل ، لوزي ، متوازي الاضلاع با توجـه بـه   قبيلرضلعي هايي از  در تمام چها   :استدلال پژمان   

 درجه است، لذا مجموع زاويه هـاي        360اينكه زاويه هاي مجاور مكمل يكديگرند، مجموع زاويه هاي داخلي           

  . درجه است360داخلي هر چهارضلعي محدب 

 درجـه  180 مثلـث  با توجه به اينكه مجموع زاويه هاي داخلـي هـر    :استدلال پيمان   

لذا با رسم يك قطر در هر چهارضلعي محدب مي توان آن را به دو مثلـث تبـديل     . است

 چهارضلعي محدب برابر مجموع زاويه هاي داخلي اين دو مثلث مي باشـد،         مجموع زاويه هاي داخلي   لذا  . كرد

  . درجه است360 در نتيجه برابر

ل ، واضع است كه استدلال پژمان استقرايي و اسـتدلال پيمـان   با توجه به تعريف ارائه شده براي انواع استدلا      

  )چرا؟.(استنتاجي است

  . تفاوت هاي بين انواع استدلال را بنويسيد :8تمرين 

  :حل

  .از جزء به كل است  استقرايي
متكي بر تعداد محدودي 

  .مشاهده است
  .نتايج آن احتمالي است  .تجربي است

  .از كل به جزءاست  استنتاجي
 حقايق پذيرفته متكي بر

  .شده است
  .نتايج آن قطعي است  .منطقي است

  

 چون استدلال استقرايي مبتني بر تجربه بوده و تمام حالات ممكن را بررسي نمي كند پس نتايج :توجه 

بدست آمده از آن قطعي نيست ولي در استدلال استنتاجي نتايج بدست آمده همواره قطعي هستند، زيرا اين 

  .بر حقايق بوده و تجربي نمي باشداستدلال مبتني 

***  

براي رد يك .  نتايج بدست آمده از استدلال استقرايي قطعي نيستند و گاهي قابل رد هستند:مثال نقض 

مثال نقض ، مثالي . ي يك مثال نقض كافي استنتيجه ي كلي كه از استدلال استقرايي بدست مي آيد، ارائه

  .كلي نادرست استاست كه نشان مي دهد يك نتيجه گيري 

  .ي زير را در نظر بگيريد گزاره:مثال 

  .حاصل جمع هر دو عدد گنگ ، يك عدد گنگ است

180 
180 
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 هر دو گنگ هستند ولي حاصل جمع آنها برابر صفر است −2 و 2اين گزاره درست نيست، زيرا اعداد 

  .كه يك عدد گويا مي باشد

022 =−+ )()(  

  . با يك مثال نقض گزاره هاي زير را رد كنيد :9تمرين

  .مربع هر عدد بزرگتر يا مساوي آن عدد است:  الف 

412حاصل عبارت : ب  ++= xxpل استبه ازاء اعداد طبيعي همواره يك عدد او .  

  :حل

25050: اين گزاره نادرست است زيرا: الف 2 /)/( 50250در حالي كه  = // ≥/  

 مـي شـود كـه عـدد اول          1763 قرار دهيم حاصل     x را به جاي   41اين گزاره نادرست است زيرا اگر عدد        : ب

  .) بخش پذير است41بر. (نيست

***  

  .دبراي رد درستي هر يك از گزاره هاي كلي زير يك مثال نقض ارائه كني :تمرين براي حل 

  .   از وصل كردن هر سه رأس يك هفت ضلعي منتظم،يك مثلث متساوي الساقين تشكيل مي گردد :10

  . هر دو مثلث كه مساحت هاي برابر داشته باشند، هم نهشت هستند :11

  . در هر مثلث هر ارتفاع از هركدام از سه ضلع مثلث كوچكتر است :12

  .ي اعداد اول فرد هستندهمه  :13

  . وجود ندارد127عدد اول بزرگتر از  هيچ  :14

 براي پذيرفتن درستي يك گزاره لازم است استدلال كرد و اين استدلال بايد استنتاجي باشد ولي :نتيجه 

  .ي يك مثال نقض كافي استبراي رد درستي يك گزاره ارائه

  .يك مثال نقض رد كنيدي زير آنكه درست است، ثابت كنيد و آنكه نادرست است با  از دو گزاره :15تمرين

  .ي وارد بر يك ضلع از ارتفاع نظير همان ضلع بزرگتر استدر هر مثلث ميانه: الف 

  .ي داخلي غير مجاور آن استي خارجي برابر مجموع دو زاويهي هر زاويهدر هر مثلث ، اندازه: ب 
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  :حل

اين گزاره نادرست است، زيرا در مثلث : الف

ارتفاع وارد بر قاعده  ميانه و 1متساوي الساقين

  .بر هم منطبق هستند و لذا با هم مساويند

  

  

  

ي خارجي و همچنين مجمـوع زاويـه هـاي داخلـي     براي اثبات آن از تعريف زاويه . اين گزاره درست است   : ب

  .استفاده مي كنيم

zyxtzytx
tzy

tx
+=→++=+→





=++
=+

180

180
  

  
***  

  قضيهمفهوم 

  . مي نامندقضيهتاجي بدست مي آيد را ي درست و كلي كه به كمك استدلال استنهر گزاره

  :مثال

  .در هر مثلث قائم الزاويه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر است : 1

  . درجه است180مجموع زاويه هاي داخلي هر مثلث  : 2

  .ي ضلع سوم بزرگتر استدر هر مثلث مجموع اندازه هاي هر دو ضلع از اندازه : 3

xy همواره y وxدد حقيقي و مثبتبراي هر دو ع : 4
yx ≥+

2
  . است

BABA همواره B وAيبراي هر دو مجموعه : 5 ′=− I  

  

                                                 
 .در مثلث متساوي الاضلاع ميانه و ارتفاع تمام اضلاع بر هم منطبق هستند .  1

A 

H C B 

ACAB = 

 BCيميانه و ارتفاع وارد بر قاعده

C 

A 

B 

x y 
z t 
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بنابراين داراي . ت تركيب شرطي بيان مي شودي مركب كه به صورهر قضيه را مي توان به صورت يك گزاره

  :دو قسمت مي باشد

  .آن قسمت از گزاره است كه آن را مي پذيريم) : شرط( فرض ) الف

  .آن قسمت از گزاره است كه بايد درستي آن را نتيجه بگيريم) : جواب شرط(حكم ) ب

  .بنابراين هر قضيه داراي الگويي به صورت زير است

  

  

  

  . زير را در نظر بگيريدي قضيه:مثال 

  . ي مجاور به قاعده مساويندالساقين ، دو زاويه در هر مثلث متساوي: قضيه 

  .به شكل زير نوشتآن را توان به سادگي   ميگرچه اين قضيه به ظاهر گزاره شرطي نيست ولي

  .ي مجاور به قاعده آن مساويندالساقين باشد آنگاه دو زاويه اگر مثلث متساوي  

                    فرض                                        حكم   

    ACAB     فرض : =

    CB   حكم : ∠=∠

  .هاي زير را به صورت شرطي بيان كنيد و فرض و حكم آنها را مشخص كنيد  قضيه  :16تمرين

  .ي متقابل به رأس مساويند هر دو زاويه :الف

  .ي مساوي مكمل هاي مساوي دارند هر دو زاويه:ب 

  . درجه است180هاي داخلي هر مثلث   مجموع زاويه:ج 

  . الزاويه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر است  در هر مثلث قائم :د

    ......................................آنگاه . ...................................اگر : قضيه 

  )q (حكم)                       p (فرض        

A  

B  C 
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هر حركت . كردقضيه ها در رياضي و هندسه بايد اثبات شوند، به عبارتي ديگر براي درستي آنها بايد استدلال 

مرحله به مرحله و منطقي كه به كمك استدلال استنتاجي، منجر به رسيدن به حكم قضيه شود را اثبات قضيه 

  . گويند

  
  

        

  
  
  

  

اولين گام در اثبات هر . بديهي است كه تشخيص فرض و حكم هر قضيه براي اثبات آن قضيه مهم است

  .ثبات هر قضيه رسيدن به حكم آن استآخرين مرحله در ا. قضيه تعيين فرض و حكم آن است

***  

ي شرطي جديد بدست        اگر جاي فرض و حكم يك قضيه را جابجا كنيم، يك گزاره:عكس يقضيه

. عكس قضيه، ممكن است درست و ممكن است نادرست باشد.  مي ناميمعكس قضيهمي آيد كه آن را 

  . مي نامندي عكسقضيهدرصورتي كه عكس يك قضيه درست باشد، آن را 

  :مثال 

  . ي مجاور به قاعده مساويند اگر مثلثي متساوي الساقين باشد،آنگاه در آن دو زاويه:قضيه 

  . اگر در مثلثي دو زاويه مساوي باشند،آنگاه آن مثلث متساوي الساقين است:ي عكس قضيه

مثال زير عكس قضيه در . ي داده شده، درست است و لذا خود يك قضيه مي باشددر مثال فوق عكس قضيه

  .درست نيست

  : مثال

  .  اگر دو زاويه متقابل به رأس باشند، آنگاه آن دو زاويه مساويند:قضيه 

  .  اگر دو زاويه مساوي باشند،آنگاه آن دو زاويه متقابل به رأس هستند:قضيه عكس 

  

 اثبات

  تعاريف

  اصول

  قضيه ها

  نتايج

  فرض

  حكم
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  .عكس هر يك از قضيه هاي زير را بنويسيد  :17تمرين

  .ي الاضلاع باشد، آنگاه قطرهايش يكديگر را نصف مي كننداگر يك چهارضلعي متواز) الف

  .اگر دو ضلع از يك مثلث با هم برابر باشند، آنگاه ارتفاع هاي وارد بر آن دو ضلع نيز با هم برابرند) ب

  .ي آن نيز برابر خواهند بوداگر در مثلثي سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاويه) ج

***  

به كمك يكي از الگو . ي شرطي باشدي شرطي خود يك قضيهس يك قضيه اگر عك:ي دو شرطي قضيه

ي دو اين قضيه را قضيه. هاي زير مي توان آن دو قضيه را تركيب كرد و به صورت يك قضيه بيان نمود

  .شرطي مي نامند

   و برعكس q آنگاه pاگر *

* pاگر و تنها اگر q   

* pشرط لازم و كافي است براي q   

  : مثال 

  . اگر مثلثي قائم الزاويه باشد،آنگاه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است :قضيه

موع مربعات دو ضلع ديگر برابر باشد، آنگاه آن مثلث  اگر در مثلثي مربع يك ضلع با مج:ي عكس قضيه

  . قائم الزاويه است

  :ي دو شرطيقضيه

 . برعكس مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است و آنگاه مثلثي قائم الزاويه باشد، اگر *

  . برابر باشد مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن تنها اگر اگر ومثلث قائم الزاويه است  *

 است براي اينكه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر لازم وكافيقائم الزاويه بودن مثلث شرط  *

 . باشد

  . هر يك از قضيه هاي زير دوشرطي هستند:مثال 

  .دو ضلع از يك مثلث برابرند، اگر و تنها اگر زاويه هاي روبرو به اين دو ضلع با هم برابر باشند) الف

 .در مثلث متساوي الاضلاع ، يك پاره خط نيمساز است، اگر و تنها اگر ميانه باشد) ب
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  :سپس .  قضيه هاي زير را در نظر بگيريد:تمرين براي حل 

  .عكس هر كدام را بنويسيد: الف 

  .ي دو شرطي بيان كنيدبا تركيب قضيه و عكس آن يك قضيه: ب 

  . ي روبرو به آنها نيز برابرند، دو زاويه در هر مثلث ، اگر دو ضلع برابر باشند :18

  .اگر يك چهارضلعي لوزي باشد، قطرهايش عمود منصف يكديگرند : 19

  . در هر مثلث، اگر سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاويه نيز با هم برابرند :20

  .ند اگر دو دايره شعاع هاي برابر داشته باشند، آنگاه مساحت هاي آنها نيز برابر هست :21

يعني ابتدا . ي آن را جداگانه ثابت كردي دوشرطي بايد قضيه هاي تشكيل دهنده براي اثبات يك قضيه:توجه 

ي عكس سپس با جابجا كردن فرض و حكم قضيه. فرض و حكم را تعيين مي كنيم و قضيه را ثابت مي كنيم

  . را نيز اثبات كرد

***  

ي حاصل همواره را جابجا و نقيض كنيم،گزاره اگر فرض و حكم قضيه اي :عكس نقيض يك قضيه 

  . مي نامندي عكس نقيضقضيهاين گزاره را . درست خواهد بود

  :مثال 

  .اگر مثلثي قائم الزاويه باشد،آنگاه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است :قضيه

ضلع ديگر برابر نباشد، آنگاه  اگر در مثلثي مربع يك ضلع با مجموع مربعات دو  : نقيضي عكسقضيه

  . آن مثلث قائم الزاويه نيست

آن عكس نقيض  اثبات يك قضيه به معني اثبات عكس نقيض آن مي باشد و ضرورتي به اثبات :توجه 

  . نيست

***  
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  )اثبات غير مستقيم( برهان خلف 

پس نتيجه         گاهي اوقات براي اثبات يك قضيه نشان مي دهيم كه خلاف حكم آن درست نيست و س

اين روش استدلال كه نوعي استدلال استنتاجي است را . مي گيريم با اين شرايط خود حكم درست است

  .برهان خلف يا اثبات غير مستقيم مي نامند

روند كار در اين روش بدين ترتيب است كه ابتدا خلاف حكم را تشكيل مي دهيم و آن را فرض خلف         

در نهايت به خلاف فرض يا يك .  تكيه بر اين فرض ادامه مي دهيمدلال خود را بامي ناميم، سپس است

در آخر فرض خلف را باطل مي كنيم و . مي رسيم) حقيقت(ي قبلي يا خلاف يك اصل ي اثبات شدهقضيه

  .خود حكم رامي پذيريم

***  

بر آن عمود خط يك ش از ي غير واقع بر يك خط راست نمي توان بيثابت كنيد كه، از يك نقطه  :1مثال

  .كردرسم 

فرض مي كنيم كه اين حكم نادرست است و از يك : اثبات به روش برهان خلف 

.  مي توان دو عمود بر آن رسم كردd واقع بر خارج خطAي دلخواه مانند نقطه

لذا مجموع . ي قائمه دارددر اين صورت يك مثلث تشكيل مي شود كه دو زاويه

پس فرض خلف نمي تواند .  درجه خواهد شد و اين غير ممكن است180زاويه هاي داخلي اين مثلث بيش از 

  .درست باشد و حكم درست است

***  

ABC ،ACABلث ثابت كنيد كه، اگر در مث   :2مثال  CB آنگاه ≠ ∠≠∠  

CBفرض كنيم كه) به روش برهان خلف  : (اثبات  ABCيعنـي مثلـث  .  باشد∠=∠

ACABلذا. بنابراين مثلث متساوي الساقين است    . ي مساوي دارد  دو زاويه   و ايـن    =

  .خلاف فرض مي باشد و نمي تواند درست باشد

  

  

d 

A 

B C 

A 

B C 
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 21ي صفحه

   .مي موازي باشند، خود با هم موازيندهر دو خط كه با خط سو ثابت كنيد كه  :22تمرين 

ba  و||cb در اين مسئله از اينكه:اثبات  ca. مي خواهيم ثابت كنيم || ||  

  

    

 ايـن دو خـط   لـذا  .  نباشـد c مـوازي a خطفرض كنيم كه.  عمل مي كنيمبه روش برهان خلف اثباتبراي  

ــه ــديگر را در نقط ــد هم ــع Mاي مانن  قط

 دو Mيكنند، در اين صـورت از نقطـه     مي

سم شده است و اين خـلاف        ر bزيخط موا 

ca مي باشد، پس2اصل توازي اقليدس ||   

  .ي زير را ثابت كنيد هابه روش برهان خلف، گزاره: تمرين براي حل 

  . نيز فرد استn عددي فرد باشد، آنگاه2n يك عدد طبيعي وnاگر : 23

DCBDاگر . باشدABCاز مثلث Aي نيمساز زاويهADفرض كنيم : 24  باشد، آنگاه ≠

ACAB ≠  

  

  

  

  

***  

  

  

  

                                                 
  .ن رسم كردآ عمود برطز يك خي غير واقع بر يك خط راست، نمي توان بيش امطابق اصل توازي اقليدس، از هر نقطه.  2

a

b
c

M

a

b
c

C 

A 

D B 

1 
2 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 22ي صفحه

  ي فيثاغورس قضيه : موسقسمت 

ي فيثاغورس را بيـان و اثبـات   معروف به قضيهادامه يكي از قضيه هاي اساسي در مورد مثلث قائم الزاويه            در  

  .مي كنيم

الزاويه مربع وتر با  در هر مثلث قائم ):ي فيثاغورسقضيه(قضيه

  .مجموع مربعهاي دو ضلع ديگر آن برابر است

  

  : اثبات 

ba مربعي به ضلع:1يمرحله  a وbالزاويه با اضلاع سپس در اين مربع چهار مثلث قائم ،كنيم  رسم مي+

  .دهيم تشكيل مي

  .اين چهار مثلث با همديگر و با مثلث اصلي همنهشت هستند) زض ض( بنا به حالت :2يمرحله

  ADBC = 

         
∆∆

≅→ ADEABC o90== D̂Ĉ 

DEAC )زض ض              ( = 

  .باشند  ميcي برابر يپس داراي وترها

  زيرا.  چهارضلعي حاصل از چهار وتر مربع است: 3ي مرحله

  . يك زاويه قائمه دارد:ب         . چهارضلع مساوي دارد:الف

  oo
o o

9090
90 180 = →=+→







=
=+ =++ αα ˆˆˆ

ˆˆ

ˆˆ ˆˆˆ SrrS
tr

tS
  

  :توان نوشت ها مي  طبق اصل مجموع مساحت :4يرحلهم

  مساحت مربع بزرگ= مساحت مربع كوچك +  مثلث همنهشت 4مساحت     

    ).()( bacba
2

1
422 +=+  

    222222 22 cbaabcbaba =+→+=++→  

***  

A

B

C

c

b  

a

222 cba   حكم :+=

a 

b 

a 
b

b 
a+b 

c 

c 
c 

c b 

E 

D C A 

s 

t 

r 
α B ط

 م
ي
را
ب

عه
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 23ي صفحه

 ) :ي فيثاغورسعكس قضيه (قضيه 

الزاويه و زاويه  ابر باشد آن مثلث قائمهاي دو ضلع ديگر بر اگر در مثلثي مربع بزرگترين ضلع با مجموع مربع

  .روبرو به ضلع بزرگتر قائمه است

   222 cba   فرض : +=

 

آنگاه . باشندa وbي آني قائمه طوري رسم مي كنيم كه اضلاع زاويهDEFمثلثي قائم الزاويه به نام  : اثبات

  داريم 

  222 xba =+  

  توان نوشت ضيه ميو با مقايسه با فرض ق  

  cxcx =→= 22  

 قائمه است پس Dهمنهشت هستند و چون زاويه) ض ض ض( بنا به حالت DEF و ABCهاي  لذا مثلث

  . نيز قائمه استCزاويه متناظر آن يعني زاويه 

*** 

   ي تالسخطوط موازي و قضيه : مچهارقسمت 

را ) يا امتداد آنها(ثلث رسم شود و دو ضلع ديگر  اگر خطي موازي يك ضلع م) :ي تالسقضيه(قضيه 

 .آورد هاي متناسب بوجود مي قطع كند روي آنها پاره خط

BCMN   فرض : ||

NC

AN

MB

AM   حكم  : =

  : اثبات 

   : اول يمرحله

. كنيم  وصل ميC را بهMيو همچنين نقطهB  را بهN ينقطه

شود كه ارتفاع نظير   حاصل ميMNCو MNB دو مثلث

A

M 

N 
B 

C 
A

M 

N 
B 

C 

K 

H 

F 

E 

D 

x 

b 

a 

A 

B 

C 

c 

b 
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 24ي صفحه

ر مستطيل اضلاع باشد و د  مستطيل ميBHKC زيرا چهــارضلعي.ر هر دو يكسان استد MNضلع

CKBH(روبرو مساويند   : لذا طبق آنچه گفته شد داريم  . )=

 ∆∆ ===
MNCMNB

SCKMNBHMNS ..
2

1

2

1
  

   پس .كنيم  را عمود ميNE  پاره خطAB  بر ضلعNيز نقطها:  دوم يمرحله

  
MB

AM

NEMB

NEAM

S

S

MNB

AMN ==
∆

∆

.

.

2

1
2

1

  

  

  كنيم پس  را عمود ميMF پاره خطAC بر ضلعMيز نقطها:  سوم يمرحله

  
NC

AN

MFNC

MFAN

S

S

MNC

AMN ==
∆

∆

.

.

2

1
2

1

  

  م داريمم و سوطبق دو مرحله دو: چهارم ي مرحله

    
NC

AN

MB

AM

NC

AN

S

S

MB

AM

S

S

MNCMNB
SS

MNC

AMN

MNB

AMN

= →















=

=
∆∆

∆

∆

∆

∆

=
  

***  

  .توان به صورت زير نوشت  تالس را مييرابطه : نتيجه

AC

AN

AB

AM =  

  

   

  

A

M 

N 
B 

C 

E F 

A

M 

N 
B 

C 
BCMN || 
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 25ي صفحه

  .كافي است نسبت را در مخرج تركيب كنيم: اثبات 

AC

AN

AB

AM

NCAN

AN

MBAM

AM

NC

AN

MB

AM =→
+

=
+

→=  

  

ي تالس را به صورت اگر رابطه: توجه 
NC

AN

MB

AM  رابطه به صورت جزء به جزء ،گوييم مي،  بنويسيم=

در حالي كه در حالت . نوشته شده است
AC

AN

AB

AM   .گويند  رابطه را جزء به كل=

***  

) يا امتداد آنها(اگر خطي موازي يك ضلع مثلثي رسم شود و دو ضلع ديگر  ) :ي كلي تالسقضيه(قضيه 

  . متناسبنداصليآورد كه اضلاع آن با اضلاع متناظر از مثلث  را قطع كند، مثلث ديگري بوجود مي

  

  

                 BCMN   فرض : ||

    
BC

MN

AC

AN

AB

AM   حكم : ==

  

 تناسب :اثبات 
AC

AN

AB

AM خط  پاره Mي از طرفي اگر از نقطه. تالس بديهي استيطبق قضيه) 1 ( =

MDرا موازي ACتالس داريمي با استفاده از قضيه. رسم كنيم :  

    
BC

BD

AB

BM

BC

BD

AB

BM
ACMD

−=−→=→||  

 :و با تركيب نسبت در صورت مي توان نوشت

    
BC

DC

AB

AM

BC

BDBC

AB

BMAB =→−=−
  

DCMN متوازي الاضلاع است پسMNCDولي چهارضلعي     و لذا =

    )2(       
BC

MN

AB

AM =  

A

B

M

C

N

D 
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 26ي صفحه

  :توان نوشت  به دست آمده مي2 و 1حال طبق نتايج 

BC

MN

AC

AN

AB

AM ==  

***  

)  يا امتداد آنها(اگر خطي دو ضلع مثلثي  ) :ي تالسعكس قضيه(قضيه 

م هاي متناسب پديد آورد، آن خط با ضلع سو خط را قطع كند و روي آنها پاره

  .مثلث موازي  است

BCMN     حكم:  ||
AC

AN

AB

AM   فرض : =

 پس از .نباشدBC موازيMNگيريم كه) به كمك برهان خلف (:اثبات 

 AC باشد وBCكنيم كه موازي  را چنان رسم ميMD خطMينقطه

  :حال طبق قضيه تالس داريم .  قطع كند)Dييا امتداد آن را در نقطه( 

  
AC

AD

AB

AM =  

  : مي توان نوشتو با مقايسه با فرض

AC

AD

AC

AN =  

   :لذا

 ADAN =  

شود و   منطبق ميMN برMDخط منطبق باشد پس پارهNبرDيو اين وقتي ممكن است كه نقـــطه

BCMD چون BCMN پس ||   .و حكم ثابت است ||

  . را به دست آوريدxمقدار.  مساويندβوαزاويه هاي  در شكل زير  :25تمرين

  

  

  

A

B

M C

N
  

A

B

M C

N
  D

N  

32 −x
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N
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 27ي صفحه

ي تالس را مي توان به صورت زير لذا قضيه.  موازيندBC وMN لذا خطوطβوα چون زاويه هاي:حل 

  :شتنو

BC

MN

AC

AN

AB

AM
BCMN ==→||   

  .تناسب را به صورت زير مي نويسيم.  را نداريمAB وAMو چون اندازه هاي اضلاع

)())(( 324133
32

3

13

4 −=−−→
−
−=

−
→= xxx

x

x

xBC

MN

AC

AN
  

056015183128393 2322 =+−→=+−→−=+−−→ ÷ xxxxxxxx  





=
=

→=−−→
1

5
015

x

x
xx ))((  

  . قابل قبول نيستx=1كه با توجه به داده هاي مسئله جواب

  :تمرين براي حل 

BCMN در شكل زير:26   .را به دست آوريد NC وACاندازه هاي ، ||

  

  

  

  

  

BCMNدر شكل مقابل  :7   . را به دست آوريدy وx ، مقادير||
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 28ي صفحه

BCEF در كدام مورد  :28    است؟||

  

  

  

  

  

ثابت كنيد، در هر مثلث پاره خطي كه وسطهاي دو ضلع مثلث را به هم وصل كند، با ضلع سوم موازي   :29

  .و مساوي نصف آن است

FBDEزير در شكل  :30 BCFE و ||  ثابت كنيد كه||
FC

AF

DF

AD =  

  

  

  

  

DCFE با توجه به شكل مقابل اگر  :31 BCDE و || ||   

ABAFADثابت كنيد كه  :   اولاً .=2   

 . را به دست آوريدxمقدار:  ثانياً 

  

 
BAABدر شكل زير   :32 CBBC و||′′   :ي تالس و عكس آن ثابت كنيد با استفاده از قضيه||′′

 CAAC ′′||  

  

  

  

A

B

E

C

F

4
55

1

  )الف( 

A

B

E

C

F

2 6

x
x3

  )ب( 
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2
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 29ي صفحه

CDABMNي زير در ذوزنقه :33  ، ثابت كنيد، ||||
NC

BN

MD

AM   )   ي تالس در ذوزنقه قضيه   . ( =

  

  

  

  

  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري : تهيه كننده

    www.mathtower.ir :سايت 

  mathameri@ :كانال تلگرام 
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    تشابه مثلث ها   :ومسدرس  

  .مفهوم تشابه دو مثلث را بررسي نموده و كاربردهايي را پيرامون آن بيان مي كنيمدر اين درس 

   مفهوم تشابه دو مثلث: قسمت اول  

  . دو شرط زير برقرار باشند گويند، هرگاه متشابهرامثلث دو 

  .هاي متناظر آنها مساوي باشند زاويه : الف

  .ع متناظر آنها متناسب باشند اضلا:ب 

  

)(~)(
,,

DEFABC

DF

AC

EF

BC

DE

AB
FCEBDA

∆∆→






==

∠=∠∠=∠∠=∠
  

نسبت تشابه فوق در مثال  .بت تشابه دو مثلث مي نامندس را ن1در دو مثلث متشابه ، نسبت دو ضلع متناظر

2تواند مي
3

6 ==k يا 
2

1

6

3 ==k  باشدمي.  

  .ي اساسي تشابه دو مثلث آشنا شويمت ابتدا با قضيهبراي ورود به بحث تشابه مثلث ها ، لازم اس

اگر خطي موازي يك ضلع مثلثي رسم شود به طوري كه دو ضلع ) :  مثلث هاي تشابهساس ايقضيه (قضيه

  .  متشابه استآورد كه با مثلث اصلي ثي بوجود مي مثل،را قطع كند) يا امتداد آنها(ديگر 

  

          BCMN    فرض :||

    
∆∆

ABCAMN   حكم : ~

  

  . شرط مربوط به تعريف تشابه را برقرارنددو كافي است كه نشان دهيم ،  :اثبات 

BCMNاز طرفي چون.  در دو مثلث مشترك استAيزاويه) : هاي متناظر تساوي زاويه(لواشرط  || 

tzپس yx و ∠=∠   .پس زاويه هاي نظير مساويند . ∠=∠

                                                 
  اضلاع روبرو به زاويه هاي مساوي .  1
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 31ي صفحه

  ): تناسب اضلاع متناظر(م ودشرط 

BCMNچون   تالس داريم ي پس طبق قضيه||
AC

AN

BC

MN

AB

AM   . اضلاع متناسبنددر نتيجه  . ==

***  

ي اصلي براي حالت هاي مختلف تشابه قضيهي اساسي تشابه دو مثلث ، مي توان سه حال با توجه به قضيه

  .دو مثلث بيان كرد

  قضاياي اصلي تشابه دو مثلث

  . اگر دو زاويه از  يك مثلث، با دو زاويه از مثلث ديگري  برابر باشند آن دو مثلث متشابهند  :1ي قضيه

  )حالت تساوي دو زاويه ( 

  FB EAو∠=∠   فرض : ∠=∠

       
∆∆

EFDABC   حكم : ~

  

  

  

***  

ها  هاي نظير اين زاويه  اگر يك زاويه از يك مثلث با يك زاويه از مثلث ديگري برابر و ضلع  :2ي قضيه

  . متناسب باشند، آنگاه آن دو مثلث متشابهند

  )حالت تناسب دو ضلع و تساوي زاويه هاي بين آنها(

    
AC

ED

AB

EF EA و=   فرض : ∠=∠

              
∆∆

EFDABC   حكم : ~

***  
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 32ي صفحه

  .اند  هرگاه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگري متناسب باشند آن دو مثلث متشابه :3ي قضيه

  )حالت تناسب سه ضلع( 

  

    
BC

DF

AC

ED

AB

EF   فرض: ==

              
∆∆

EFDABC   حكم : ~

  

DEBC زيردر شكل  :1تمرين    .را به دست آوريد ACوDEاندازه هاي پاره خط هاي.  است||

  

  

  

  

  . زير توجه نمودي متشابه لازم است به دو نكتهمثلث هنگام نوشتن نسبت اضلاع متناظر از دو :توجه 

  . ديگر باشندمثلثها مربوط به   و مخرجمثلثا مربوط به يك ه صورت : 1

  .هاي مساوي باشند  گيرند،  هرگاه روبرو به زاويه قرار مي) كسر(دو ضلع در يك نسبت  : 2

  :تمرين براي حل 

  زير متشابهند؟ چرا؟ي آيا دو مثلث قائم الزاويه :2
 
 
 
 
  

  

  

  

فردي كـه در طـرف   . قرار گرفته است) مانند شكل(  متر60ع به ارتفا نورافكني  بر ديوار يك كمپ نظامي      :3

براي اين كار چوبي به طـول  . ي نور افكن محاسبه كندي خود را تا پايه  ديگر رودخانه است، مي خواهد فاصله     
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ي اين فاصله.  متر است5ي  چوب برابر روي زمين قرار مي دهد و مشاهده مي كند كه طول سايه      را  يك متر   

  نورافكن چقدر است؟مرد تا پاي 

  

  

βα در شكل زير :4   . را پيدا كنيدxو y طول. است∠=∠
 
 
  

  

  

  

  

  

  

  :ثابت كنيد.  مي باشندABCع مثلث وسط هاي اضلاP وN وM در شكل زير نقاط :5

)(~)( MNPABC ∆∆  

  

  

  

  

  

  

 در مورد نسبت تشابه آنها چه مي توان         . متشابه اند  همخود با   ثابت كنيد كه دو مثلث متشابه با يك مثلث،          :6

  گفت؟ چرا؟

***  
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  قضاياي محيط و مساحت مثلث هاي متشابه: وم دقسمت 

  . هاي متناظر از دو مثلث متشابه با نسبت تشابه آن دو مثلث برابر است  نسبت ارتفاع:قضيه 

  k
DF

AC

EF

BC

DE

AB )(~)(و   === DEFABC   فرض: ∆∆

                                      k
DK

AH   حكم : =

EB متشابهند، پس DEF وABC چون دو مثلث :اثبات  ∠=∠  

o9011از طرفي  =∠=∠ KH لذا   

  
DK

AH

EK

BH

DE

AB
DEKABH ==⇒∆∆ )(~)(  

kو چون 
DE

AB k پس =
DK

AH =   

  .م نسبت تشابه آنها برابر استهاي دو مثلث متشابه با توان دو  نسبت مساحت:قضيه 

k
EF

BC

DF

AC

DE

AB و   ===
∆∆

DEFABC   فرض: ~

                               2k
S

S

DEF

ABC =
∆

∆

)(

)(
  حكم : 

  : داريم ي قبل  با توجه به قضيه:اثبات 

2
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1
2

1

kkk
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EF
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DKEF

AHBC
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ABC ==⋅==
∆
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  .هاي دو مثلث متشابه با نسبت تشابه آنها برابر است نسبت محيط :قضيه 

    k
EF

BC

DF

AC

DE

AB و   ===
∆∆

DEFABC   فرض: ~

           k
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∆
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   با توجه به خواص تناسب داريم :اثبات 

DFEFDE

DFkEFkDEk

DFEFDE

ACBCAB

P

P

DEF

ABC

++
++=

++
++=

∆

∆
)()()(

  

k
DFEFDE

DFEFDEk =
++
++=

)(

)(
  

***  

هاي دو مثلث متشابه  نسبت مساحت :7تمرين
25

81
  .پيدا كنيدهاي اين دو مثلث را   است، نسبت محيط

  :حل 

نسبت محيط ها   
5

9

25

812 =→= kk  

  .  متشابه باشد18 با مثلثي ديگر به محيط 5 و 4 و 3اگر مثلثي با اضلاع   :8تمرين

  .مساحت مثلث دوم را بدست آوريد: الف

  .ي اضلاع مثلث دوم را محاسبه كنيداندازه: ب 

222، چون در مثلث اول :حل 543  مي 4 و3ي آن ي قائمه پس مثلث قائم الزاويه بوده و دوضلع زاويه+=

643در نتيجه مساحت اين مثلث برابر. باشند
2

1   .است ××=

    ضلع اول  ضلع دوم  ضلع سوم  محيط  مساحت

6=S  12=p  5=c  4=b  3=a  لمثلث او  

S ′  18=′p  c′  b′  a′  ممثلث دو  

513
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  :تمرين براي حل 

نسبت محيط  . در شكل مقابل دو مثلث قائم الزاويه مشاهده مي كنيد           :9

  .ها و مساحت هاي آنها را به دست آوريد

  

***  

  

  برخي روابط طولي در مثلث قائم الزاويه: وم سقسمت 

اين . ي ديگر تبديل مي كنداع وارد بر وتر، آن را به دو مثلث قائم الزاويه در هر مثلث قائم الزاويه، ارتف:قضيه 

  .دو مثلث با هم و با مثلث اصلي متشابهند

  :اثبات 
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:)(

1
90
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90
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1

1

ABCABH
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CA

CBABC

BAABH

∆≈∆→
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=∠+∠∆
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ABCACH
AH
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CA
CBABC

CAACH

∆≈∆→




=∠=∠
∠=∠

∠=∠→






=∠+∠∆
=∠+∠∆

o

o

o

  

)()()(),( ACHABH ∆≈∆→21  

  .ين دو قطعه ايجاد شده روي وتر است ب2 در هر مثلث قائم الزاويه ارتفاع وارد بر وتر ميانگين هندسي:قضيه

CHBHAH
AH

BH

CH

AH

AC

AB
ACHABH ×=→==→∆≈∆ 2)()(  

                                                 
abx گويند، هرگاهaو b را ميانگين هندسي بين دو عددxعدد .  2 =2  
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ي  در هر مثلث قائم الزاويه حاصل ضرب وتر در ارتفاع وارد بر وتر، با حاصل ضرب دو ضلع زاويه:قضيه 

  .ي مثلث برابر استقائمه

  . كافي است مساحت مثلث قائم الزاويه را به دو شكل متفاوت محاسبه كنيم:اثبات 

))(())((

))(())((
))(()(

))(()(

ACABBCAH

ACABBCAH
BCAHABCS

ACABABCS

=→

=→








=
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2

1

2

1

2

1
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1

  

 پاره خطي است dروي خط ABتصوير پاره خط. باشدd پاره خط غيرمنطبق بر خطAB اگر:توجه 

BAمانند dBBباشد هرگاه  مي′′ dAA و′⊥   . باشد′⊥

  

  

  

ي وتر در اندازهي هر ضلع زاويه قائمه با حاصل ضرب اندازهي  در هر مثلث قائم الزاويه مربع اندازه:قضيه 

  .تصوير همان ضلع بر وتر برابر است

  : اثبات 

BHBCAB
AB

BH

BC

AB
AB

BH

AC

AH

BC
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ABCABH

×=→=→

==→∆≈∆

2

)()(
  

CHBCAC
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ABCACH
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==→∆≈∆

2

)()(
  

 ).ي فيثاغورسقضيه(تر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر است  در هر مثلث قائم الزاويه مربع و:قضيه

  :اثبات 
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CHBCBHBCACAB
CHBCAC

BHBCAB ×+×=+→






×=
×= 22

2

2
  

222 BCBCBCCHBHBCACAB =×=+=+→ )(  

ي مساحت ، ثابت كنيد در هر مثلث قائم الزاويه، حاصل ضرب دو ضلع  با استفاده از محاسبه: 10تمرين

  . وتر برابر استي قائمه با حاصل ضرب وتر در ارتفاع وارد بر زاويه

***  

  در هر مثلث قائم الزاويهمهم روابط طولي برخي از 

  

  

  

  

  

ساده ترين ، مقابلشكل ي مثلث قائم الزاويه اطلاعات داده شده پيرامون  توجه بههر مورد با در : 11تمرين

  .دير خواسته شده را به دست آوريداروش مق

  e=? و d=7 و h=5 )الف

  c=? و b=? و e=3 و  d=5 )ب

  h=?  و b=6 و c=8) ج

  : حل 

  :الف 
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25
75 22 =→×=→×= eeedh )(  

  :ب 

623822 =→×=→×= bbeab  

1025822 =→×=→×= ccdac  
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  :ج 

1086 222222 =→+=→+= aacba )()(  

5

24
8610 =→=→×=× hhcbha ))(())((  

BA در شكل روبرو :12تمرين ∠=∠   . را به دست آوريدBCطول . BD=6 وAC=4 و1

  

  

  

xBC قرار مي دهيم :ل ح  =  

AC

CD

AB

AD

BC

AC
ABCADC

CC

BA
==→∆≈∆→





∠=∠
∠=∠

)()(1
  

0166166
4

64 22 =−−→=−→−=→=→ xxxx
x

xAC

CD

BC

AC
  

28028 −==→=+−→ xxxx ,))((  

  . غير قابل قبول استx=−2جواب 

 . واحد مربـع اسـت     60 و مساحت آن   3و1 در يك مثلث قائم الزاويه، طول اضلاع قائم به نسبت             :13تمرين

  ارتفاع وارد بر وتر چقدر است؟ ي هانداز

  : حل 

xBCxxxACABBC 10109 222222 =→=+=+=  

1024060
2

3
60 2 =→=→=→= xx

xx
S

))((
  

  

ي مي دانيم كه در هر مثلث قائم الزاويه حاصل ضرب وتر در ارتفاع وارد بر وتر با حاصل ضرب دو ضلع زاويه                     

  :پس . قائمه برابرند
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6
10

1023

10

3

310

102 == →=→

=→=

= )(

))(()())(())((

h
x

h

xxxhACABBCAH

x  

  

  : براي حل تمرين

با توجه به انـدازه هـاي داده شـده ، طـول قطـر         .  داده شده است   12رشكل مقابل، مستطيلي به طول      د  :14

  .ي عرض مستطيل را به دست آوريدمستطيل و اندازه

  

  

  .ي پاره خط خواسته شده را به دست آوريدحالت ، اندازه هر در، زيرمثلث قائم الزاويه  در  :15

  

  

  

  

  AC=?  وAB=?  وAH=?  وBH=9 و BC=10 )الف

  AB=? و AH=?  وBC=? وCH=2و AC=5) ب

  AH=? و BC=? و AC=6 و AB=8) پ

  AC=? و BC=?  وBH=? وAH=6 و AB=12) ت

***  

  رستان هاي اهواز و باويدبير رياضي شه    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 
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