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   ي تناوبتوابع متناوب و دوره : لوادرس 

 . ي تنـاوب را تعريـف مـي كنـيم    با مفهوم تناوب و توابع متناوب آشنا مي شويد و در ادامـه دوره      در اين درس    

  .ي تناوب برخي از توابع را نيز بيان مي كنيمروش هاي تعيين دورهسپس 

  متناوب ابع ت

  .به نمودار تابع زير توجه كنيد
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  .نمودار اين تابع در فواصل معيني تكرار مي شودقطعه اي از . همانطور كه مشاهده مي كنيد

  . تكرار مي شود... و واحدي   8  به طولر فواصلو د 4 به طولمي توان گفت كه نمودار تابع در فواصل

تكرار مي شود را در آن نمودار تابع اي كه طول كوچكترين فاصله.  مي نامندمتناوباين چنين توابعي را توابع 

ي تناوب در تابع فوق دوره.  نمايش مي دهندTو آن را با مي نامند ) ي تناوب اصليدوره(  تناوب يدوره

  . است4برابر

  چند است؟ 21f)(نظر شما مقدار ن ديدگاه بهياا بب
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  )2ي صفحه ( 

  .ي تناوب هر يك را تعيين كنيددوره. توابع زير متناوب هستند :1تمرين

  

  

  

  

  

  

  

  

  )پ(
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  )3ي صفحه( 

  )ت(

-5π/2 -2π -3π/2 -π -π/2 π/2 π 3π/2 2π
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  )ث(
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kyيتابع ثابت به معادله: توجه    .ي تناوب اصلي ندارد ، متناوب است ولي دوره=
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  )4ي صفحه ( 

xxfرسم نمودار ثابت كنيد كه تابعه كمك  ب: 2تمرين sin)( اصلي آن ي تناوب دوره. متناوب است=

  .را بدست آوريد

- نمودار آن تكرار مي شود و دوره، قطعه اي از در واقع تابع متناوب، تابعي است كه در فواصل معيني:نتيجه 

  . ي تناوب آن، كوچكترين طول بازه اي است كه در آن، نمودار تابع تكرار مي گردد

  .اكنون تابع متناوب را به شكل زير تعريف مي كنيم

xfy)(اگر تابع   . گويندمتناوب دو شرط زير را داشته باشد، آن را =

cxآنگـاه   عضو دامنه باشد،   x وجود داشته باشد، به طوري كه وقتي       cهرگاه عدد مثبتي مانند   ) الف  نيـز   +

  .عضو دامنه است

f
c

f DcxDx ∈+ →∈ >∃ )(0
  

)()() ب xfcxf =+   

ي تنـاوب  دوره (ي تنـاوب دوره نمـايش مـي دهـيم و آن را         T را با  cدر اين صورت كمترين مقدار مثبت     

  .مي ناميم) اصلي

  . نشان دهيد كه توابع زير متناوب هستند :مثال

 xxf cos)( xxf                                    ب       (= sin)(   الف(=

   :حل 

xxkتساوي kواضح است كه براي هر عدد صحيح :الف  sin)sin( =+π2لذا مي توان .  برقرار است

)()(نوشت  xfxkf =+π2   

  .  استπ2=T برابرk=1 به ازاياوب آن ي تنب است و دورهو اين تابع متنا،پس طبق تعريف

xxk تساويk واضح است كه براي هر عدد صحيح: ب cos)cos( =+π2لذا مي توان .  برقرار است

)()(نوشت  xfxkf =+π2   

  .  استπ2=T برابرk=1ناوب آن به ازايي تب است و دورهاوپس طبق تعريف اين تابع متن

xxfنمودار تابعدر زير   :3تمرين 3sin)( ي تناوب آن را به كمك نمودار دوره. شده است را رسم =

  .تعيين كنيد
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  )5ي صفحه( 
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***  

  :  4تمرين 

xxfثابت كنيد كه تابع : الف  sin)(   .ي تناوب اصلي آن را بدست آوريددوره. متناوب است=2

  .مقدار ماگزيمم و مي نيمم اين تابع را تعيين كنيد: ب 

   : 5 تمرين

xxfثابت كنيد كه تابع : الف  2cos)(   .ي تناوب اصلي آن را بدست آوريددوره. متناوب است=

  .ع را تعيين كنيدمقدار ماگزيمم و مي نيمم اين تاب: ب 

cbxaxf براي توابع:توجه  += sin)( وcbxaxf += cos)( مي توان گفت كه :  

caمقدار ماگزيمم برابر : الف  caمقدار مي نيمم برابر : ب                              ||+ +− ||  

ي تناوب برابر دوره: پ 
|| b

T
π2=  

523يي تنـاوب تـابع بـه معادلـه        مقدار ماگزيمم و مقدار مي نيمم و دوره        : مثال +−= xxf cos)(  را 

  .تعيين كنيد
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  )6ي صفحه ( 

  :حل  

853 =+−=+= ||||)max( caf مقدار ماگزيمم   

253 =+−−=+−= ||||)min( caf مقدار مي نيمم   

 πππ ===
|||| 2

22

b
T ي تناوب دوره  

  .ي تناوب و مقادير ماكزيمم و مي نيمم تابع زير را به دست آوريدهدور :مثال

18 2 += xxf sin)(  

  :حل 

52412
2

1

2

1
818 2 +−=+−=+= xxxxf cos)cos(sin)(  

954 =+−=+= ||||)max( caf مقدار ماگزيمم   

154 =+−−=+−= ||||)min( caf مقدار مي نيمم   

 πππ ===
|||| 2

22

b
Tي تناوب دوره  

ي  و دوره  -7 و مقـدار مـي نـيمم آن          -1 را بنويسيد كه مقدار ماگزيمم آن        ينوسي س تابعيك  ي   معادله :مثال

  . باشدπ4تناوب آن

   :حل 

7−=+− ca ca+=−1         مقدار مي نيمم|| cbxaxf مقدار ماگزيمم         || += sin)(  

82 توان نتيجه گرفت كهبا توجه به دو تساوي فوق مي −=c4 پس−=c لذا :  

3314 ±=→=→−=− aaa ||||  

2

1

2

1
4

2 ±=→=→== bb
b

T ||
||

ππ
  ي تناوب  دوره

  .گفت كه اين تابع به يكي از شكل هاي زير استپس مي توان 

  4
2

1
3 −−= xxf sin)(     4    يا

2

1
3 −= xxf sin)(  
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  )7ي صفحه( 

  ي توابع مثلثاتي به صورت  براي نوشتن معادله:توجه 

cbxaxf += cos)( يا cbxaxf += sin)(  

  :مي توان گفت كه . ي تناوب معلوم باشد وقتي كه مقدار ماگزيمم و مقدار مي نيمم و دوره

 را مثبت قرار مي دهيم و bمقدار : الف 
T

b
π2=                 

: ب 
2

)min()max( ff
a

:                             ج =±−
2

)min()max( ff
c

+=  

ي  و دوره  -7 و مقـدار مـي نـيمم آن          -1ي يك تابع سينوسي را بنويسيد كه مقدار ماگزيمم آن            معادله :مثال

  . باشدπ4تناوب آن

   :حل 

3
2

71

2
±=−−−±=−±= )()min()max( ff

a  

2

1

4

22 ===
π
ππ

T
b  

4
2

71

2
−=−+−=+= )()min()max( ff

c  

  .پس مي توان گفت كه اين تابع به يكي از شكل هاي زير است

  4
2

1
3 −−= xxf sin)(     4    يا

2

1
3 −= xxf sin)(  

  .براي نمودار زير بنويسيد) سينوسي يا كسينوسي(ي يك تابع معادله :مثال 
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  )8ي صفحه ( 

 ي آن به صورتو معادله باشديك تابع كسينوسي بدون در نظر گرفتن انتقال، اين تابع مي تواند  :حل 

cbxay += cosي تناوب تابع برابراز طرفي با توجه شكل معلوم است كه دوره . خواهد بودπ=T 

از طرفي براي اين تابع. است
|| b

T
π2=پس . ت اس  

22
2 ±=→=→= bb
b

||
||

ππ
   

در اين  .ي فوق، جايگزين كنيمرا در معادله  كافي است مختصات يك نقطه از نمودار تابعaبراي تعيين مقدار

),(يجا مي توان، نقطه 120   .را در نظر گرفت−

12112012
120 −=→×=−→=− →= − aababxay )(coscos ),(

  

  .را بدين شكل خواهيم داشتي تابع در نهايت معادله

xy 212cos−=  

عمودي ندارد به دليل متقارن بودن نقاط ماگزيمم و مي نيمم اين تابع، معلوم مي شود كه تابع انتقال        : توجه  

  . مي باشدc=0و لذا

ي آن بـه    ي باشـد و معادلـه     بدون در نظر گرفتن انتقال، اين تابع مي تواند يك تـابع كـسينوس              :روش دوم   

cbxayصورت  += cosخواهد بود   

12
2

1212

2
±=−−±=−±= )()min()max( ff

a  

2
22 ===
π
ππ

T
b  

0
2

1212

2
=−+=+= )()min()max( ff

c  

  .پس مي توان گفت كه اين تابع به يكي از شكل هاي زير است

  xxf 212cos)( xxf    يا     =− 212cos)( =  

),(ين نمودار تابع از نقطه    اما چو  120 xxfي تـابع     فقط معادلـه    مي گذرد، پس   − 212cos)(  قابـل   =−

  .قبول است
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  )9ي صفحه( 

  :تمرين براي حل 

  .ي تناوب و مقادير ماكزيمم و مي نيمم هر يك از توابع زير را مشخص كنيددوره : 6

xy 721 sin+= )5  223 −= )sin( xy)1  

xy
2

3
π

cos−= )6  1+−= )sin( xy π)2  

)(sin 2
2

1 −−= xy π )7  )cos( xy π
4

1−=)3  

 xy 3
4

3
cos−= )8  )cos(

3
8

x
y =)4  

  

  .بنويسيدناظر با هر يك از نمودار هاي زير مت) سينوسي يا كسينوسي( ي يك تابع معادله  :7
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  )10ي صفحه ( 

  

  . هر يك از توابع زير را به يكي از نمودار هاي داده شده نظير كنيد :8

xy 21 cos−=)        تxy 2sin= )       پxy
2

1
2 cos−=)        بxy πsin=) الف  
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  )11ي صفحه( 

  .د كه مشخصات داده شده را داشته باشندبراي هر مورد تمام توابع مثلثاتي را معرفي كني : 9

3−=min3 و=maxو π=T) الف  

3=min9 و=max3 و=T) ب  

7−=min1 و−=maxو π4=T) پ  

1−=min1 و=maxو 
2

π=T) ت  

تناوب اصلي تابع ي  دوره: 10
1

3

+
+=

m

x
y sin51برابر π5مقدار.  استmرا بيابيد .  

73تناوب اصلي تابع ي دورهاگر   :11 += kxy cosبرابر 
4

π
  . را بيابيد0f)(مقدار.  است

  .ابع زير را تعيين كنيدوتناوب تي  مقادير ماكزيمم و مي نيمم و دوره :12

110 2 +−= xxf cos)()الف  

310 −= xxxf cossin)() ب  

533 22 +−= xxxf sincos)() ج  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ،  جابر عامري: تهيه كننده 

  :    كانال تلگرامي

@amerimath 

  :سايت 

www.mathtower.ir 
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  )12ي صفحه ( 

  تابع تانژانت : موددرس 

را معرفي و در اين درس تابع تانژانت . سال گذشته با توابع سينوس و كسينوس و خواص آنها آشنا شده ايد در

  .ن را بيان مي كنيمويژگي هاي آ

  تابع تانژانت 

ATTدر اين دايره خط   . روبرو را در نظر بگيريد    ي مثلثاتي   دايره  بر محور كسينوس ها عمـود       Aي در نقطه  ′

و جهت آن از پـايين       مبدأ اين محور     Aياگر نقطه . است

طبـق تعريـف تانژانـت مـي دانـيم          فـرض شـود،     به بـالا    

MAكه ′=)tan(α         و با توجه بـه مختـصات نقطـه -

Mي   b=)tan(α: مي توان نوشت′

 αيبا ايـن ديـد مـي تـوان گفـت كـه بـا تغييـر زاويـه                  

پس نتيجه گرفته مـي     .  نيز تغيير مي كند    tan(α(رمقدا

)()tan(كه شود   xxf اين .  استxيتابعي از زاويه=

  . استبع تانژانت داراي ويژگي هاي زيرات. ند مي نامتابع تانژانتتابع را 

  . مقدار تابع مثبت است در ربع اول يا سوم باشد،αياگر زاويه :الف 

  . استمنفي مقدار تابع ، در ربع دوم يا چهارم باشدαياگر زاويه :ب 

  . راديان باشد، مقدار تابع صفر استπبرابر صفر يا αياگر زاويه :ج 

تابع در نقاط :د 
2

π
 و 

2

3π
  .به شكل زير استتابع تانژانت  و برد  به طور كلي دامنه. تعريف نمي شود

},|{ ZkkxRxD f ∈+≠∈=
2

ππ  

 RR f =  

)tan()tan(چون :و  xx =+π ي تناوب آناين تابع متناوب است و دورهپسπ=Tمي باشد .  

cbxaxfي تناوب تابعبه طور كلي دوره += )tan()( برابر 
|| b

T
π=است .  
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  )13ي صفحه( 

  تانژانتتغييرات 

بـا  . ار تابع افزايش مي يابـد     در ربع اول مقد   αبا افزايش مقدار  

 بهαنزديك شدن مقدار
2

π
  . مقدار تابع زياد و زيادتر مي شود

  

   

)()tan(، روند تغيير مقدار تابعدر ربع هاي دوم و سوم و چهارم    α با افزايش مقدار   : 1تمرين α=xf را 

  .ررسي كنيدب

)()tan(نمودار تابع  :2تمرين α=xfي را در فاصله],[ π20رسم كنيد .  

ي تناوب محصور بين مضرب هاي متوالي       تابع تانژانت در يك دوره     :نتيجه  
2

π
 ـ.  اكيداً صعودي اسـت  ا در ام

  .دامنه اش نه صعودي و نه نزولي مي باشد

  .درستي يا نادرستي گزاره هاي زير را مشخص كنيد  :3تمرين

  . تابع تانژانت در دامنه اش صعودي است: الف

  .ن نزولي استآ مي توان بازه اي يافت كه تابع تانژانت در :ب 

  . تابع تانژانت در هر بازه كه در آن تعريف شده باشد، صعودي است: پ

)sin()tan(ي مثلثاتي باشد، در اين صورت  ربع اول دايرهدري  زاويه اαاگر : ت αα <  

  : حل 

   نادرست  :ت          درست : پ        نادرست:ب        نادرست:الف 

  : تمرين براي حل 

xxfي تابع دامنه :4 2tan)(   . را تعيين كنيد=

***  
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  )14ي صفحه ( 

  تانژانت مجموع و تفاضل دو زاويه 

به . ي تانژانت مجموع و تفاضل دو زاويه بيان كنيماين قسمت در پي آن هستيم رابطه هايي براي محاسبه         در  

كمك روابطي كه در سال گذشته براي سينوس و كسينوس مجموع و تفاضـل دو زاويـه داشـتيم مـي تـوان                        

  : نوشت

)cos(
)sin(

)tan(
βα
βαβα

+
+=+  

βα
βαβα

βα
βαβα

βαβα
βαβα

cos.cos

sin.sincos.cos
cos.cos

sin.coscos.sin

sin.sincos.cos
sin.coscos.sin

−

+

=
−
+=  

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
βα

βα
βα

tan.tan
tantan

cos.cos

sin.sin

cos.cos

cos.cos
cos.cos
sin.cos

cos.cos
cos.sin

−
+=

−

+
=

1
  

  همچنين 

βα
βα

βα
βαβαβα

tan.tan
tantan

)tan(.tan
)tan(tan

))(tan()tan(
+

−=
−−
−+=−+=−

11
  

  :لذا خواهيم داشت

βα
βαβα

tan.tan
tantan

)tan(
+

−=−
1

ب            (
βα

βαβα
tan.tan

tantan
)tan(

−
+=+

1
  الف (

  . درجه را حساب كنيد75ي  تانژانت زاويه:مثال 

  :حل 

33

33

3

33
3

33

1
3

3
1

1
3

3

4530

4530
453075

−
+=

−

+

=
×−

+
=

×−
+=+=

)(
tantan

tantan
)tan(tan

1

o  

  :تمرين براي حل 

  .درجه را حساب كنيد15ي تانژانت زاويه  :5

+=2 اگر  :6 )tan( ba3 و=− )tan( baمقدار.  باشد)tan( a2را به دست آوريد .  

*** 
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  )15ي صفحه( 

   معادلات مثلثاتي  : موسدرس 

به تعريف ، بررسي و حل معادلات مثلثاتي مي پردازيم و به كاربردهايي براي آنها نيز اشاره مـي         در اين درس    

  .كنيم

  ي مثلثاتيمعادله

ي مثلثاتي، اطلاعاتي در هر معادله .ي مثلثاتي مي نامندهر معادله كه شامل نسبت هاي مثلثاتي باشد را معادله

ي مثلثاتي، يافتن زاويه يا زاويه منظور از حل معادلهي مجهول را داريم و ز نسبت هاي مثلثاتي يك زاويها

ي مثلثاتي ي جبري و معادله به مثال هاي زير از يك معادله.هايي است كه به ازاء آنها تساوي برقرار باشد

  .توجه كنيد

  ي جبريمعادله: الف 

012 =−x  
  :حل 

2

1
12 =→= xx  

  ي مثلثاتيمعادله: ب 

012 =−xsin  
  :حل 

2

1
12 =→= xx sinsin  

 برابرهاد كه سينوس آننبيشمار زاويه وجود دار
2

1
ي مثبت از بين آنهاولي كوچكترين زاويه.  مي شود

6

π
.  است

  .يمي ديگر مي نويس هابراي تعيين زاويه









+=−+=

+=
 →

=

6

5
2

6
2

6
2

6
πππππ

πππ

kkx

kxx sinsin
  

 در واقع با اختيار مقداري . يك عدد صحيح استkكه در آن معادله مي نامند جواب عمومياين جواب را 

  .ي مثلثاتي به دست مي آيد براي معادله خاص يك جوابkبراي
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  )16ي صفحه ( 

ه يكي از صورت هاي زير تبديل كرد و  آن را ب1ثلثاتي بايد ابتدا با انجام عملياتيي مبراي حل هر معادله

  . جواب عمومي آن را تعيين كرد

  رديف  صورت معادله  شرط داشتن جواب  يافتن زاويه   عموميجواب

απ += ku 2  
απ −+= )( 1ku 2  

αsin)sin( =u  11 ≤≤− a  au =)sin(  1  

απ += ku 2  

απ −= ku 2  
αcos)cos( =u  11 ≤≤− b  bu =)cos(  2  

αtan)tan( =u  -  cu =)tan(  3  
απ += ku  αcot)cot( =u  -  du =)cot(  4  

   با توجه به اين جدول:تذكر

  . را قرار دهيدαيي زاويه منفي باشد، در فرمول جواب قرينهa وcاگر مقادير) 1

  . را قرار دهيدαيل زاويه منفي باشد، در فرمول جواب مكمb وdاگر مقادير) 2

3(αمي نامندي اصليزاويه آنرا و ي غير منفي است كه تساوي به ازاء آن برقرار مي باشدكوچكترين زاويه .  

نيـد و در  اسـتفاده ك از جدول مقادير نسبت هاي مثلثاتي مي توانيد در صورت وجود  ي اصلي    زاويه براي تعيين 

  .كنيداكتفا αغير اين صورت مي توانيد به ذكر

  .ي زير را حل كنيد معادله :1مثال 

022 =−xsin  
  :حل 









−+=

+=
 →=→=−

=

4
12

4
2

2

2 4
ππ

πππα

)(
sinsin

kx

kx
xx 022  

  .ي زير را حل كنيد معادله :2مثال 

012 =−xcos  
  :حل 

                                                 
  .ظور بكار مي روندناين عمليات به دو م. رايج ترين اين عمليات، استفاده از فرمول هاي مثلثاتي و فاكتور گيري است.  1

 ي مثلثاتييكسان سازي زاويه :         ب                         يكسان سازي نسبت هاي مثلثاتي : الف 
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  )17ي صفحه( 









−=

+=
 →=

=

3
2

3
2

2

1 3
ππ

πππα

kx

kx
xcos  

  .ي زير را حل كنيدعادله م :3مثال

03 =−xtan  

  :حل 

3
3 3 ππ

πα
+= →=

=
kxxtan  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :4مثال

032 =+xcos  
  :حل 









−=

+=
 →−=

=−=

6

5
2

6

5
2

2
6

5

6
ππ

πππππα

kx

kx
x

3
cos  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :5مثال

033 =+xtan  

  :حل 

63
6 ππ
πα

−= →−=
−=

kxx
3

tan  

  .ي زير را حل كنيد معادله :6مثال

013 =−xsin  
  :حل 









−+=→−+=

+=→+=
 →=

=

63

12

2
123

63

2

2
23

13 2
ππππ

πππππα

)(
)(

sin
k

xkx

k
xkx

x  

  .ي زير را حل كنيد معادله :7مثال

xx 5tantan =  
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  )18ي صفحه ( 

  :حل 

{ { 4
455

πππ
α

k
xkxxkxxx

u
−=→=−→+=→= tantan  

4 13يمعادله  :8مثال  =xx tan.tanرا حل كنيد .  

  :حل

{ )tan(tancottan
tan

tantan.tan
321

α

π
xxxx

x
xxx

u
3

2
434

3 

1
413 4 −=→=→=→=

1472
73

2
4

ππππππ +=→+=→−+=→ k
xkxxkx  

  .ي زير را حل كنيد معادله :9مثال 

02
3

2 =−− xx cos)sin(
π

  

  :حل 

)sin()sin(cos)sin(
321321

α

πππ
xxxx

u

2
23

2
2

3

2 −=−→=−  

  :لذا مي توان نوشت 

πππππππ
)()(

18

712
12312462

2
2

3

2 6 +=→−+=−→−+=− × k
xxkxxkx

  

  : همچنين 

πππππ

ππππ

)(

)(

6-

712
12361246

2
2

2
3

2

6 +=→+−+=−→

−−+=−

× k
xxkx

xkx
  

  .ي زير را حل كنيدمعادله : 10مثال

12 =xx tan.tan  

  :حل 
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  )19ي صفحه( 

)tan(tancottan
tan

tantan.tan xxxx
x

xxx −=→=→=→=
2

22
1

212
π

  

632
3

2
2

ππππππ +=→+=→−+=→ k
xkxxkx )(  

 به k=1مثلاً به ازاي .معادله به ازاي برخي از مقادير بدست آمده برقرار نيستاين توجه داشته باشيد كه 

دست مي آيد،
263

πππ =+=xكه جواب معادله نيست .  

***  

  حالت هاي خاص معادلات مثلثاتي

  .فوق در حل معادلات مثلثاتي مي توان از حالت هاي خاص زير نيز استفاده نمودعلاوه بر جدول كلي 

2
0

ππ +=→= kuu)cos(  
2

21
ππ +=→= kuu)sin(  

ππ +=→−= kuu 21)cos(  πkuu =→=0)sin(  

πkuu =→=0)tan(  
2

21
ππ −=→−= kuu)sin(  

2
0

ππ +=→= kuu)cot(  πkuu 21 =→=)cos(  

***  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :1مثال

012 =−xsin 
  

 :حل 

42
2212

ππππ +=→+=→= kxkxx
خ ح

sin  

  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :2مثال

02 =+ xx sinsin  
  :حل 
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  )20ي صفحه ( 









−=→−=

=→=
→=+

2
21

0
1 ππ

π

kxx

kxx
xx خ ح

خ ح

sin

sin
)(sinsin 0  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :3مثال

02 =+− 23 xx sinsin  
  :حل 







=

+=→=→=−−
2ققغ

2
2121

x

kxxxx
sin

sin))(sin(sin
ππخ ح

0  

    :4مثال

  .تساوي مقابل را ثابت كنيد: الف 

)sin(cossin
4

2
π+=+ xxx  

  .ي زير را حل كنيدمعادلهبه كمك تساوي فوق ، : ب 

1=+ xx cossin  
  :حل 

2

2

4
1

4
2 =+→=+ )sin()sin(

ππ
xx  









+=→−+=+

=→+=+
 →

=

2

3
2

4
2

4

2
4

2
44

ππππππ
πππππα

kxkx

kxkx
  

  .ه باشيد را به خاطر داشت دو تساوي مهم و مفيد :يادآوري

)sin(cossin
4

2
π−=− xxx)                  ب)sin(cossin

4
2

π+=+ xxx) الف  

***  

ي مشخص را نيز ي جواب هاي معادله را در يك محدودهبه كمك جواب عمومي مي توانيد، مجموعه :توجه 

  . اختيار كنيدkبراي اين كار مقدار مختلف براي. تعيين كرد

],[يي جواب هاي آن را در فاصلهي زير را حل كنيد و مجموعه معادله:1لمثا π20را تعيين كنيد  .  

0122 =−xsin  
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  )21ي صفحه( 

  :حل 

2

1
20122 =→=− xx sinsin  









+=→+=→−+=

+=→+=
 →

=

)()(

)(

2
12

5

6

5
2

6
122

1
126

22
6

ππππππ

πππππα

kxkxkx

kxkx
  

 انتخاب  كنيم و با جدولي مشابه جدول زير تنظيم مي اكنون براي هر يك از جواب هاي عمومي بدست آمده،

  .ي داده شده را تعيين مي كنيم، جواب هاي مورد نظر در محدوده kير مختلف برايدمقا

2  1  0  k  
  بيش از حد مجاز

12

17π
 و

12

13π
  

12

5π
 و

12

π
  θ  

},{ي داده شده برابر ي جواب در فاصلهلذا مجموعه
12

17
و

12

13
و

12

5

12

ππππ
  

],[يي جواب هاي آن را در فاصلهي زير را حل كنيد و مجموعه معادله:2مثال  ππ   .  را تعيين كنيد−22

4

12 =− xx sincos  

  :حل 

0344
4

3

4

1
1 222 =−+→=+→=−− xxxxxx sinsinsinsinsinsin  









−=−−=

=+−=
 → =−−=∆

مغ
2

3

8

84

1
2

1

8

84
6434424

x

x

sin

)(sin
))(()(

  

  .را به شكل زير ادامه مي دهيم) 1(ي اكنون معادله









−+=

+=
 →

=

6
12

6
2

6
ππ

πππα

)( kx

kx
  

1  0  1-  2-   k  

  بيش از حد مجاز
و

6

π
  

6

5

6

πππ =−  

و
6

11π−  

6

7

6

πππ −=−−  

  θ  ز حد مجاز اكمتر

},,,{ي داده شده برابر ي جواب در فاصلهلذا مجموعه
6

11

6

7

6

5

6

ππππ −−
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  )22ي صفحه ( 

   :تمرين براي حل 

  . معادله هاي زير را حل كنيد :1

xx 2sinsin = )6- 1   012 =+xsin )1- 1  

xx cossin =5 )7- 1  x3
2

sinsin =π
 )2- 1  

0=− xx cossin )8- 1  032 =−xsin )3- 1  

012 =− )tan( x )9- 1  084 =+xsin )4- 1  

xx tantan =3 )10 – 1  0232 =−xcos )5- 1  

  . معادله هاي زير را حل كنيد: 2

032 =− xx coscos )2  
4

3=xxcossin)1  

592 =− )cos(cos xx )3  022 2 =+ xx sinsin )2  

   . معادله هاي زير را حل كنيد :3

02 =− xx cossin) 5  xx 2coscos =) 1  

022 =+ θθ cossin) 6  xx 5tantan =) 2  

3

32=− xx cottan) 7  1=− xx cossin)  3  

1=+ xx cossin) 8  012 =+− xx coscos) 4  

  .معادله هاي زير را حل كنيد  :4

0122 22 =−− xx sincos)                 01334ب =−xxcossin) الف  

][يي زير را در فاصلهي جواب معادلهمجموعه  :5 π0,2ست آوريد بد.  

02 =− xx sincos  

][يي زير را در فاصلهي جواب معادلهمجموعه  :6 ππ    . بدست آوريد-,

0132 2 =+− xx coscos  
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  )23ي صفحه( 

   براي معادلات مثلثاتيحل چند تمرين كاربردي

 سانتي متر مربـع   3آن سانتي متر باشد و مساحت       6و 2 آيا مي توان مثلثي رسم كرد كه طول دو ضلع آن              :1

  مسئله چند جواب دارد؟. شود

  لذا .  فرض كنيم كه چنين مثلثي وجود داشته باشد:حل 

2

1
362

2

1
3

0 =→= →= << θθπθ sinsin))((S  









−+=

+=
 →

=

6
12

6
2

6
ππθ

ππθπα

)( k

k
  

  . مجاز را تعيين مي كنيمθرحال مقدا

2  1  0  k  

  مجازبيش از حد   بيش از حد مجاز
6

5

6

πππ  و−=
6

π
  θ  

  

  .وجود دارد)  درجه 180زاويه هاي داخلي هر مثلث مثبت و كمتر از ( لذا دو مثلث با چنين شرايطي 

   چقدر است؟7لي روبروي ضلع به طوزاويه.  است7 و3 و 1 در مثلثي طول اضلاع آن : 2

  : حل 

2

1
312317

0

222 =→−+=

<<

θθ

πθ

coscos))(()()()(
  









−=

+=
 →

=

3
2

3
2

3
ππθ

ππθπα

k

k
  

  . مجاز را تعيين مي كنيمθحال مقدار

2  1  0  k  

  بيش از حد مجاز  بيش از حد مجاز
3

π−و 
3

π
  θ  

لذا يك مثلث با چنين شرايطي وجود دارد و در آن 
3

πθ   . مي باشد=

6 
2 

θ 

3 
1 θ 

7 
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  )24ي صفحه ( 

 متر بر ثانيـه     16يك بازيكن هندبال، توپ را با سرعت          :3

 متري او قـرار دارد پرتـاب   8/12براي هم تيمي خود كه در       

بر حسب متر بـر   v(ي بين سرعت توپ اگر رابطه . مي كند 

-و زاويه ) بر حسب متر     d(، مسافت طي شده افقي      ) ثانيه

ي پرتـاب  آنگـاه زاويـه  .  به صورت زير باشـد    )θ (ي پرتاب 

  توپ چقدر بوده است؟

10

22 θsinv
d =  

  : حل 









−+=

+=
→=×=→=

6
122

6
22

2

1

256

10812
2

10

216
812

2

ππθ

ππθ
θθ

)(

/
sin

sin)(
/

k

k
  









−+=

+=
→

122
12

12
ππθ

ππθ

)( k

k
  

2  1  0  k  

  بيش از حد مجاز  بيش از حد مجاز
12

5π
 و

12

π
  θ  

با توجه به شكل، جواب قابل قبول 
12

5π
و

12

π
  . مي باشد

-با فاصله ) β(ي ديد دوربين    شكل مقابل، زاويه    :4

  .ي افقي آن با تابلو نقاشي را نشان مي دهد

ي ديد دوربين ي بين زاويهرابطه نشان دهيد كه :اولاً 

)β (ي افقي آن با تابلو نقاشي به صورت زير با فاصله

  .است

32

5
2 +

=
x

xβtan  
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  )25ي صفحه( 

  .ي افقي برابر يك متر است، به دست آوريدي ديد را در حالتي كه فاصله زاويه:ثانياً 

  .پايين داريمي پايين شكل  با توجه به شكل براي مثلث قائم الزاويه:حل 

x

50/
tan =α  

  :داريم .  استθي آنهمچنين براي مثلث بزرگ كه يك زاويه

x

3=θtan  

  .به دست مي آيدي تفاضل زوايا براي تانژانت اكنون با استفاده از رابطه

2

2

2
51

52

51
1

52

503
1

503

1

x

x

x

x

x

xx

xx

/

/

/

/

/

/

tantan

tantan
)tan(tan

+
=

+
=

×+

−
=

+
−=−=

αθ
αθαθβ  

32

5

2

32

2

5

2

2

2 +
=

+
=

x

x

x

x

x
  

  :ي افقي برابر يك متر است، آنگاه وقتي فاصله

4
4 ππβ
πα

+= →
=

k1
312

15
2

=
+

=
)(

)(
tan β  

 است كه در آنk=0ليكن با توجه به شكل، تنها جواب منطقي در حالت
4

πβ ،  را به دست مي دهد=

  .قابل قبول است

***  
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