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فرایندهای حدی

محاسبه حد توابع

پیوستگی
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6فصل

3درس 
پیوستگی

تشخیص پیوستگی تابع از روی نمودار❑

آشنایی با مفهوم پیوستگی راست و چپ تابع در یک نقطه❑

آشنایی با تعریف پیوستگی تابع در یک نقطه❑

آشنایی با مفهوم پیوستگی تابع روی بازه❑

ابعتشخیص بازه های پیوستگی و ناپیوستگی ت❑
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.تابع در شکل های زیر رسم شده اند6نمودارهای 
کتاب درسی137فعالیت صفحه 

کدام یک از نمودارهای فوق را می توان بدون آن که قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم کرد؟

.هستندپیوسته این نمودارها . همة نمودارهای فوق را می توان بدون آن که قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم نمود
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.تابع در شکل های زیر رسم شده اند3نمودارهای 

کتاب درسی137فعالیت صفحه 

کدام یک از نمودارهای فوق را می توان بدون آن که قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم کرد؟

.هستندپیوسته نااین نمودارها . بدون آن که قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم نمودنمی توان نمودارهای فوق را 
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کتاب درسی137فعالیت صفحه 

.کنیدمثال دیگری از توابع پیوسته و ناپیوسته ارائه

تابع پیوسته
هتابع ناپیوست



6

کتاب درسی138مثال صفحه 

.یوسته اندپ« ت»و « پ»، ولی توابع با نمودارهای نیستندپیوسته « ب»و « الف»تابع های داده شده با نمودارهای 
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:  متعلق به دامنه اش پیوسته است هرگاه داشته باشیم𝑐در نقطه ای مانند 𝑓تابع 

lim
𝑥→𝑐−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑐+

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑐

𝑥در 𝑓به عبارت دیگر تابع  = 𝑐 پیوسته است هرگاه حد و مقدار تابع𝑓 در𝑥 = 𝑐 موجود و با هم

.برابر باشند

𝑥در 𝑓در غیر این صورت اگر تابع  = 𝑐 گوییم تابع نباشدپیوسته ،𝑓 در𝑐است و ناپیوسته𝑐 را

.می خوانیم𝑓یک نقطة ناپیوستگی از تابع 



8

.در شرایط مختلف نمایش داده شده است𝑐بودن یک تابع در نقطة ناپیوسته در نمودارهای زیر

(الف) (ب) (پ)

(ت) (ث)

.نیستموجود 𝑐حد چپ تابع در نقطة ( الف

.نیستموجود 𝑐حد راست تابع در نقطة ( ب

موجود هستند ولی 𝑐حد چپ و راست تابع در نقطة ( پ

.نیستموجود 𝑐پس حد تابع در نقطة نیستندبرابر 

.نیستموجود 𝑓(𝑐)یعنی 𝑐مقدار تابع در نقطة ( ت

.تنیسموجود است ولی با حد تابع برابر 𝑐مقدار تابع  در نقطة ( ث
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𝑥درشدهدادههایضابطهبازیرتوابعازیککدام = .استناپیوسته1

کتاب درسی139کار در کلاس صفحه 

𝑥در 𝑓تابع  = .پیوسته است1

𝑥در 𝑔تابع  = .نیستپیوسته 𝑔، در نتیجه نداردحد 1

𝑥در ℎحد تابع  = .نیستپیوسته ℎ، در نتیجه نیستبا مقدار تابع برابر 1

𝑓 𝑥 = 𝑥 − 3 الف)2 𝑔 𝑥 =
𝑥 − 1
𝑥 − 1

ب) ℎ 𝑥 = ቐ
𝑥 𝑥 > 1
2 𝑥 = 1
−𝑥 + 2 𝑥 < 1

پ)

lim
𝑥→ 1

ℎ 𝑥 ≠ ℎ(1)

lim
𝑥→ 1+

𝑔 𝑥 ≠ lim
𝑥→ 1+

𝑔 𝑥

lim
𝑥→ 1

𝑓 𝑥 = 𝑓(1)
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کتاب درسی139فعالیت صفحه 

𝑓تابع 𝑥 = 𝑥 − .بگیریدنظردررامقابلنموداربا2

limحدهایازیککدام(الف
𝑥→ 2+

𝑓(𝑥)وlim
𝑥→ 2−

𝑓(𝑥)موجودند؟

limآیا(ب
𝑥→2

𝑓(𝑥)موجوداست؟

𝑥در𝑓تابعآیا(پ = است؟پیوسته2

lim
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = 0

𝑥در 𝑓مقدار تابع  = 𝑓(2)به عبارتی دیگر . برابر صفر است2 = 0

lim: از طرفی داریم
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = 0

𝑥در 𝑓تابع : در این صورت می گوییم = .داردپیوستگی راست 2

𝑥در𝑓تابعراستحد = .استصفربرابروموجود2

𝑥در𝑓تابعچپحد = .استنشدهتعریف2ازکمترمقادیرازایبهتابعزیرانیستموجود2

𝑥در𝑓تابعحدخیر = .نیستموجود2

𝑥در𝑓تابعخیر = 𝑥در𝑓تابعحدزیرا،نیستپیوسته2 = .نیستموجود2



11

کتاب درسی140کار در کلاس صفحه 

𝑔ضابطةباتابع 𝑥 = ቊ
3𝑥 𝑥 > 2
𝑥 − 2 𝑥 ≤ .بگیریدنظردررامقابلنمودارو2

limحدهایازیککدام(الف
𝑥→ 2+

𝑔(𝑥)وlim
𝑥→ 2−

𝑔(𝑥)موجودند؟

lim
𝑥→ 2+

𝑔 𝑥 = 6 𝑥در𝑔تابعراستحد = .است6برابروموجود2

𝑥در𝑔تابعچپحد = lim.است3برابروموجود2
𝑥→ 2−

𝑔 𝑥 = 3

limآیا(ب
𝑥→2

𝑔(𝑥)موجوداست؟

𝑥در𝑔تابعآیا(پ = است؟پیوسته2

زیراخیر

𝑥در𝑔تابعخیر = 𝑥در𝑓تابعحدزیرا،نیستپیوسته2 = .نیستموجود2

lim
𝑥→ 2−

𝑔 𝑥 ≠ lim
𝑥→ 2−

𝑔 𝑥

𝑥در 𝑔مقدار تابع  = 𝑔(2)به عبارتی دیگر . است3برابر 2 = 3

lim: از طرفی داریم
𝑥→ 2−

𝑔 𝑥 = 3

𝑥در 𝑔تابع : در این صورت می گوییم = .داردپیوستگی چپ 2
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𝑥در 𝑓تابع ✓ = 𝑐 پیوسته است هرگاه𝑓 در نقطة𝑥 = 𝑐هم پیوستگی راست و هم پیوستگی

.چپ داشته باشد

𝑥در 𝑓تابع ✓ = 𝑐از راست پیوسته است هرگاه داشته باشیم  :lim
𝑥→ 𝑐+

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑐)

𝑥در 𝑓تابع ✓ = 𝑐از چپ پیوسته است هرگاه داشته باشیم  :lim
𝑥→ 𝑐−

𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑐)
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𝑓تابع ( الف 𝑥 = 𝑥 در𝑥 = lim.پیوستگی راست دارد2
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = 𝑓(2) = 2

𝑔ضابطةباتابع(پ 𝑥 = ቊ
−𝑥 + 3 𝑥 < 1
2𝑥 𝑥 ≥ 𝑥در1 = .استپیوسته1

𝑓ضابطةباتابع(ب 𝑥 = ቊ𝑥2 𝑥 ≤ 0
2𝑥 + 3 𝑥 > 0

𝑥در = .داردچپپیوستگی0

𝑓تابع  𝑥 = 𝑥 در𝑥 = .نیستپیوسته 2

𝑥درتابعاین = .نیستپیوسته0

lim
𝑥→ 1−

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→ 1−

−𝑥 + 3 = −1 + 3 = 2

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = 𝑓(0) = 0

𝑔 1 = 2 1 = 2

lim
𝑥→ 1+

𝑔 1 = lim
𝑥→ 1+

2𝑥 = 2 1 = تابعراستحد:2

تابعچپحد:

تابعمقدار:

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 = 3
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𝑎روی بازة 𝑓تابع ✓ , 𝑏 پیوسته است هرگاه𝑓 در هر نقط از بازة𝑎 , 𝑏پیوسته باشد  .

کتاب درسی140کار در کلاس صفحه 

𝑎روی بازة 𝑓تابع ✓ , 𝑏 پیوسته است هرگاه𝑓 در هر نقط از بازة𝑎 , 𝑏 پیوسته باشد، همچنین در نقطة𝑎

.پیوسته چپ باشد𝑏پیوسته راست و در نقطة 

𝑎]روی بازة 𝑓تابع ✓ , 𝑏) پیوسته است هرگاه𝑓 در هر نقط از بازة𝑎 , 𝑏 پیوسته باشد و همچنین در نقطة𝑎

.پیوسته راست باشد

𝑎)روی بازة 𝑓تابع ✓ , 𝑏] پیوسته است هرگاه𝑓 در هر نقط از بازة𝑎 , 𝑏 پیوسته باشد و همچنین در نقطة𝑏

.پیوسته چپ باشد

𝑎]روی بازة 𝑓تابع ✓ 𝑎پیوسته راست باشد و  در هر نقطة بزرگتر از 𝑎در نقطة 𝑓پیوسته است هرگاه (∞+,

.پیوسته باشد

,∞−)روی بازة 𝑓تابع ✓ 𝑏] پیوسته است هرگاه𝑓 در نقطة𝑏 پیوسته چپ باشد و  در هر نقطة کوچکتر از𝑏

.پیوسته باشد

𝑎روی بازة 𝑓پس حواسمان باشد، پیوسته بودن تابع  , 𝑏 به

𝑎در هر نقطة بازة 𝑓معنای پیوسته بودن تابع  , 𝑏نیست  .
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𝑓تابع 𝑥 = 𝑥 − .بگیریدنظردررامقابلنموداربا2

lim
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = 0

𝑥در 𝑓مقدار تابع  = 𝑓(2)به عبارتی دیگر . برابر صفر است2 = lim: و از طرفی داریم0
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = 0
𝑥در 𝑓تابع : در این صورت می گوییم = .داردپیوستگی راست 2

𝑥در𝑓تابعراستحد = .استصفربرابروموجود2

𝑥در𝑓تابعچپحد = .استنشدهتعریف2ازکمترمقادیرازایبهتابعزیرانیستموجود2

2]زیرا دامنة آن بازة . استپیوسته در دامنه اش 𝑓تابع  است و طبق تعریف، شرط پیوستگی روی این بازه این (∞+ ,

𝑥در 𝑓است که تابع  = .  پیوسته باشد2پیوستگی راست داشته باشد و در هر نقطة بزرگتر از 2

.که می بینیم اینچنین است

.را پیوسته می گوییم اگر در دامنه اش پیوسته باشد𝑓تابع 
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کتاب درسی141کار در کلاس صفحه 

:کهبزنیدمثالمتفاوتتابعسه

∞−بازةروی(الف , .باشدپیوسته∞+

2−]بازةروی(ب , .باشدپیوسته(∞+

∞−)بازةروی(پ , .باشدپیوسته[0

(الف) (ب) (پ)
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کتاب درسی141مثال صفحه 

𝑓 𝑥 = sin 𝑥 𝑔 𝑥 = cos 𝑥 ℎ 𝑥 = log3 𝑥

∞−بازةروی𝑓تابعآنگاهباشد،ایجملهچند𝑓تابعاگر❖ , .استپیوسته∞+

𝑓توابع❖ 𝑥 = sin 𝑥و𝑔 𝑥 = cos 𝑥بازةروی−∞ , .اندپیوسته∞+

ℎتابع ❖ 𝑥 = log3 𝑥 0روی بازة, .پیوسته است∞+

.اگر تابعی در بازه ای پیوسته باشد، آنگاه در هر زیر بازه دلخواه از آن نیز پیوسته است❖

𝑓توابع 𝑥 = sin 𝑥و𝑔 𝑥 = cos 𝑥0بازةروی , 2πاندپیوسته.

ℎتابع  𝑥 = log3 𝑥 1روی بازة .پیوسته است2 ,

:به عنوان مثال
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کتاب درسی141صفحه 1کار در کلاس 

.بگیریدنظردررامقابلضابطةبا𝑓تابع

.کنیدکاملرا𝑓تابعنمودار(الف

.آوریددستبهرا𝑓تابعبردودامنه(ب

1−هایبازهرویرا𝑓تابعپیوستگی(پ , 2و1 , و5

−2 , .کنیدبررسی0

𝑓 𝑥 = ቐ
2𝑥 + 4 𝑥 < −1
𝑥2 − 1 − 1 ≤ 𝑥 < 2
−𝑥 + 5 2 < 𝑥 < 5

𝐷𝑓 = −∞ , 5 − 2

𝑅𝑓 = −∞ , 3

1−بازةروی𝑓تابع , 1−بازةازنقطههردرزیرااستپیوسته1 , 1نقطةدروراستپیوستگی-1نقطةدروپیوسته1

.داردچپپیوستگی

2)بازةروی𝑓تابع , .استپیوسته(5

2−بازةروی𝑓تابع , .نداردچپپیوستگی-1نقطةدرتابعزیرانیستپیوسته0
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کتاب درسی141صفحه 2کار در کلاس 

است؟نادرستیککدامودرستزیرهایگزارهازیککدام𝑓تابعدربارة

𝑓 𝑥 = ቐ
2𝑥 + 4 𝑥 < −1
𝑥2 − 1 − 1 ≤ 𝑥 < 2
−𝑥 + 5 2 < 𝑥 < 5

2بازةروی𝑓تابع(پ , .باشدپیوسته5

2−)بازةروی𝑓تابع(ج , .باشدپیوسته(0

∞−)بازةروی𝑓تابع(الف , − .استپیوسته[1

∞−)بازةروی𝑓تابع(ب , − .استپیوسته(1

lim( ث
𝑥→ 5−

𝑓 𝑥 = 0

lim( ت
𝑥→5

𝑓 𝑥 = 0

نادرست 

درست 

.نیست𝑓تابعدامنةبهمتعلق5نقطةزیرانادرست 

𝑥درزیرانادرست  = .نیستموجود𝑓تابعراستحد5

درست 

.نداردچپپیوستگی-1نقطةدر𝑓تابعزیرا نادرست 

.نداردراستپیوستگی-1نقطةدر𝑓تابعزیرا
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کتاب درسی142صفحه 3کار در کلاس 

آنهاازییکدرتابعکهبزنیدمثالبستهبازةدو(الف

.باشدناپیوستهدیگریدروپیوسته

تابعبهتوجهبا

𝑎]رویتابعکهبزنیدمثالراای𝑏و𝑎(ب ,𝑏)رویامّاباشد؛پیوسته𝑎 ,𝑏نباشدپیوسته.

𝑓 𝑥 = ቐ
2𝑥 + 4 𝑥 < −1
𝑥2 − 1 − 1 ≤ 𝑥 < 2
−𝑥 + 5 2 < 𝑥 < 5

4−]بازةروی𝑓تابع , − .استپیوسته[2

2−]بازةروی𝑓تابع , .استناپیوسته[2

.بگیریمنظردر2برابررا𝑏و-1برابررا𝑎توانیممی

:داریمصورتایندر

1−]رویتابع , 1−رویامّاباشد؛پیوسته(2 , .نباشدپیوسته2
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کتاب درسی142صفحه 1تمرین 

.با ضابطه های داده شده، به سؤالات پاسخ دهیدℎو 𝑓 ،𝑔با توجه به توابع 

ℎ 𝑥 = ቊ
2 + 𝑥 𝑥 ≠ 2
3 𝑥 = 2

𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1 𝑔 𝑥 = 2𝑥 + 1 , 𝑥 ≠ 2

.مقادیر زیر را در صورت وجود به دست آورید( الف

.حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید( ب

𝑥کدام تابع در ( پ = پیوسته است؟2

𝑓 2 = 𝑔 2 = ℎ 2 =

lim
𝑥→2

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→2

2𝑥 + 1 =

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→2

2𝑥 + 1 =

lim
𝑥→2

ℎ 𝑥 = lim
𝑥→2

2 + 𝑥 =

2 2 + 1 = 5 موجود نیست 3

2 2 + 1 = 5

2 2 + 1 = 5

2 + 2 = 4

𝑥در 𝑓، زیرا مقدار و حد تابع 𝑓تابع  = .با هم برابرند2
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کتاب درسی142صفحه 2تمرین 

𝑓نمودار تابع    𝑥 = ቐ
𝑥 − 3 𝑥 < 2
−2 𝑥 = 2
−𝑥 + 2 𝑥 > 2

.را رسم کنید

𝑓در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟

𝑥در 𝑓تابع  = .ناپیوسته و در سایر نقاط دامنه اش پیوسته است2
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کتاب درسی142صفحه 3تمرین 

𝑥پیوستگی این توابع را در  = .بررسی کنید3

.نمودار تابع                                                            و                                 را در نظر بگیرید 𝑓 𝑥 = ቐ

6 𝑥 = 3

𝑥 ≠ 3𝑥2 − 9
𝑥 − 3𝑔 𝑥 =

𝑥2 − 9
𝑥 − 3

𝑥در 𝑔تابع  = .نیستموجود 𝑔(3)زیرا نیستپیوسته 3

lim
𝑥→ 3

𝑥2−9
𝑥 − 9

= lim
𝑥→ 3

𝑥 + 3 = 3 + 3 = 6lim
𝑥→ 3

𝑥 − 3 𝑥 + 3
𝑥 − 3

=

𝑓 3 = 6

𝑥در 𝑓تابع  = 𝑥در 𝑓پیوسته است زیرا حد و مقدار تابع 3 = .با هم برابرند3



24

کتاب درسی142صفحه 4تمرین 

𝑓با توجه به نمودار تابع  𝑥 = 𝑥تابع در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ ،

.و در سایر نقاط پیوسته استناپیوستهبه ازای مقادیر صحیح [𝑥]تابع 
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کتاب درسی142صفحه 5تمرین 

𝑓تابعپیوستگی 𝑥 = ቊ
−2𝑥 + 2 𝑥 ≤ 0
𝑥2 𝑥 > 0

𝑥دررا = .کنیدبررسی0

است؟چگونهدیگرنقاطدرتابعپیوستگی

𝑓 0 = −2 0 + 2 = 2

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0−

−2𝑥 + 2 = −2 0 + 2 = 2

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0+

𝑥2 = 0 2 = 0

𝑥در 𝑓(𝑥)تابع  = .ناپیوسته و در سایر نقاط پیوسته است0

→ lim
𝑥→0

𝑓 𝑥 = موجود نیست
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کتاب درسی142صفحه 6تمرین 

𝑥تابعی مثال بزنید که حد آن در  = 𝑥باشد؛ ولی در -1برابر 1 = .نمودار آن را رسم کنید. نباشدپیوسته 1

𝑓 𝑥 = ቐ
−𝑥 𝑥 < 1
2 𝑥 = 1
−1 𝑥 > 1
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کتاب درسی142صفحه 7تمرین 

𝑥کدام یک از توابع زیر در  = پیوسته است؟1

𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝑘(𝑥)

پیوسته نیست پیوسته نیست

پیوسته استپیوسته نیست
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کتاب درسی142صفحه 8تمرین 

ردن روش های مختلفی برای برآورد ک. در مواقعی تجویز دارو برای کودکان بر اساس جرم کودک انجام می گیرد

کی از ی. وجود دارد( اندازه گیری شودنمی تواند که جرم )در شرایط اضطراری ( برحسب کیلوگرم)جرم یک کودک 

.این روش ها استفاده از تابع زیر است که در آن سن کودک بر حسب سال است

𝑓 𝑡 = ቊ
6𝑡 + 4 0 ≤ 𝑡 < 1
2𝑡 + 10 1 ≤ 𝑡 ≤ 10

:باماهه به کمک این تابع برابر است6جرم یک کودک 

:به عنوان مثال

𝑓و𝑓(2)( الف .را بیابید5

0در بازة 𝑓آیا ( ب پیوسته است؟10 ,

𝑓
1
2

= 6
1
2

+ 4 = 7

𝑓 2 = 2 2 + 10 = 14

𝑓 5 = 2 5 + 10 = 20

lim
𝑡→ 1−

𝑓 𝑡 = lim
𝑡→ 1−

6𝑡 + 4 = 6 1 + 4 = 10

lim
𝑡→ 1+

𝑓 𝑡 = lim
𝑡→ 1+

2𝑡 + 10 = 2 1 + 10 = 12

𝑡در 𝑓(𝑡)تابع  = .ناپیوسته است[ 0, 10]ناپیوسته است، در نتیجه در بازة 1

→ lim
𝑡→1

𝑓 𝑡 = موجود نیست
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ℎپیوستگی تابع :2سوال  𝑥 = 𝑥 − [𝑥] را در𝑥 = .بررسی کنید0

.یوسته استپس می توان گفت، حاصل عمل جبری بین دو تابع پیوسته، تابعی پ

𝑥در 𝑔و 𝑓اگر توابع  = 𝑐 پیوسته باشند، آنگاه توابع زیر نیز در𝑥 = 𝑐پیوسته هستند.

𝑓 + 𝑔

𝑓 − 𝑔

𝑓𝑔

𝑘 برابر تابع𝑓

𝑘 برابر تابع𝑔

𝑓

𝑔
𝑔به شرطی که  ≠ 0

𝑔

𝑓 به شرطی که𝑓 ≠ 0

ℎپیوستگی تابع :1سوال  𝑥 = 2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 را در𝑥 = .بررسی کنید0

𝑠𝑖𝑛و 2𝑥مجموع دو تابع پیوسته ℎتابع  𝑥 است لذا تابعℎپیوسته است.

𝑥در 𝑥تابع  = 𝑥در ℎناپیوسته است لذا تابع 0 = .ناپیوسته است0

lim
𝑥→ 0−

ℎ 𝑥 = lim
𝑥→ 0−

𝑥 − 𝑥 = 0 − 0− = 0 − −1 = 1

lim
𝑥→ 0+

ℎ 𝑥 = lim
𝑥→ 0+

𝑥 − 𝑥 = 0 − 0+ = 0 − 0 = 0
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𝑥پیوستگی تابع زیر را در نقطه :3سوال  = .بررسی کنید5

𝑓 𝑥 = ቐ
𝑥 − 5
𝑥 − 5

𝑥 ≠ 5

3 𝑥 = 5

lim
𝑥→ 5−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 5−

− 𝑥 − 5
𝑥 − 5

= lim
𝑥→ 5−

−1 = −1

lim
𝑥→ 5+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 5+

𝑥 − 5
𝑥 − 5

= lim
𝑥→ 5+

+1 = 1

𝑓 5 = 3

𝑥در 𝑓تابع  = .نیستپیوسته 5



31

.در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است𝑓تابع نشان دهید:4سوال 

𝑓 𝑥 =

(𝑥 − 1)2−1 𝑥 < −1
0 − 1 ≤ 𝑥 < 0
1
2

𝑥 0 ≤ 𝑥

lim
𝑥→ −1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ −1−

(𝑥 − 1)2−1 = ( −1 − 1)2−1 = 3

𝑓 −1 = lim
𝑥→ −1+

𝑓 𝑥 = 0

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = 0

𝑓 0 = lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 =
1
2

0 = 0

𝑥در 𝑓تابع  = .نیستپیوسته 1−

𝑥در 𝑓تابع  = .پیوسته است0

.در سایر اعداد حقیقی پیوسته است𝑓تابع 

𝑥را در 𝑓پیوستگی یا ناپیوسته بودن تابع  = 𝑥و 1− = .بررسی می کنیم0
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𝑓 𝑥 = ൞

𝑥3 − 𝑥 𝑥 < 2

2𝑎 + 𝑥2 𝑥 ≥ 2

𝑥را طوری بیابید که تابع زیر در 𝑎حدود :5سوال  = .نباشدپیوسته 2

lim
𝑥→ 2−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 2−

𝑥3 − 𝑥 = 2 3 − 2 = 6

𝑓 2 = lim
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 2+

2𝑎 + 𝑥2 = 2𝑎 + 2 2 = 2𝑎 + 4

𝑥در 𝑓برای این که تابع  = lim:می بایست نباشدپیوسته 2
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 ≠ lim
𝑥→ 2−

𝑓(𝑥)

2𝑎 + 4 ≠ 6 → 2𝑎 ≠ 2 → 𝑎 ≠ 1
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𝑥را چنان بیابید که تابع زیر در 𝑏و 𝑎مقادیر :6سوال  = .پیوسته باشد2

𝑓 𝑥 =

𝑏

𝑥 − 1
− 1 𝑥 < 2

7 𝑥 = 2
3 + 𝑎𝑥2 𝑥 > 2

lim
𝑥→ 2−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 2−

𝑏

𝑥 − 1
− 1 =

𝑏

2 − 1
− 1 = 𝑏 − 1

lim
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 2+

3 + 𝑎𝑥2 = 3 + 𝑎 2 2 = 4𝑎 + 3

𝑓 2 = 7

𝑓 2 = lim
𝑥→ 2+

𝑓 𝑥 → 7 = 4𝑎 + 3 → 2𝑎 = 2 → 𝑎 = 1

𝑓 2 = lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥 → 7 = 𝑏 − 1 → 𝑏 = 8

𝑥در𝑓تابعچون = 𝑥درتابعمقدارباتابعراستحددادنقرارمساویبالذااستپیوسته2 = باو𝑎مجهول2

𝑥درمقدارباتابعچپحددادنقرارمساوی = .آوریممیدستبهرا𝑏مجهول2
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𝑓 𝑥 =

𝑎𝑥

𝑥
𝑥 ≠ 0

1 𝑥 = 0

.  بودنخواهدتابع زیر در صفر پیوسته 𝑎ثابت کنید به ازای هیچ مقداری برای :7سوال 

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0−

𝑎𝑥

−𝑥
= lim

𝑥→ 0−
−𝑎 = −𝑎

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0+

𝑎𝑥

𝑥
= lim

𝑥→ 0+
𝑎 = 𝑎

𝑓 0 = 1

𝑓 0 = lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 → −𝑎 = 1 → 𝑎 = −1

→ 𝑎 = 1𝑓 0 = lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥

𝑥در𝑓تابعکهاینبرای = 𝑥درتابعمقدارباتابعراستحددادنقرارمساویبابایستمیباشدپیوسته0 = و0

𝑥درمقدارباتابعچپحددادنقرارمساویباهمچنین = بینیممیکهآیددستبه𝑎مجهولبرایمساویمقداری،0

.نیستاینچنین
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.استشدهرسم𝑓تابعنمودارروروبهشکلدر:8سوال

هستند؟نادرستیککدامودرستزیرهایعبارتازیککدام

1]بازةدر𝑓تابع(الف , .استپیوسته[2

3]بازةدر𝑓تابع(ب , .استپیوسته[4

0]بازةدر𝑓تابع(پ , .استپیوسته[2

1بازةازنقطههردرزیرااستپیوسته , 1نقطةدروپیوسته2

.داردچپپیوستگی2نقطةدروراستپیوستگی

1بازةازنقطههردرزیرانیستپیوسته , .نداردراستپیوستگی3نقطةدروپیوسته2

0بازةازنقطههردرزیرانیستپیوسته , (نیستپیوستهیکدر).نیستپیوسته2
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.کنیدتعیین(وجودصورتدر)راتابعهرناپیوستگینقاطزیر،توابعنموداررسمبا:9سوال

𝑦 = 𝑥 − 1 + الف)2 𝑦 = 𝑥 − 𝑥(ب

.در درس های قبل با روش رسم این توابع آشنا شده ایم

.دهیچ نقطة ناپیوستگی ندار

زز ز ز ز ز ز ز

.در اعداد صحیح ناپیوسته است



37

.کنیدتعیین(وجودصورتدر)راتابعهرناپیوستگینقاطزیر،توابعنموداررسمبا:10سوال

𝑦 = 𝑥 + −𝑥(پ 𝑦 = ൞

𝑥 𝑥 − 1 𝑥 ≤ 1

−𝑥 + 2 𝑥 > 1
ت)

.در درس های قبل با روش رسم این توابع آشنا شده ایم

= ቐ
1 𝑥 ∉ ℤ

0 𝑥 ∈ ℤ

.در اعداد صحیح ناپیوسته است 𝑥فقط در  = .ناپیوسته است1
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𝑓 𝑥 =

2𝑥 − 1 𝑥 < 1

𝑎 𝑥 = 1

−𝑥 + 2 𝑥 > 1

𝑥را طوری بیابید که توابع زیر در 𝑎مقدار :11سوال  = .باشدپیوسته 1

الف)

lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 1−

2𝑥 − 1 = 2 1 − 1 = 1

lim
𝑥→ 1+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 1+

−𝑥 + 2 = −1 + 2 = 1

𝑓 1 = lim
𝑥→ 1+

𝑓 𝑥 → 𝑎 = 1

𝑥در𝑓تابعچون = 𝑥درتابعمقدارباتابعچپحدوراستحددادنقرارمساویبالذااستپیوسته1 = 𝑎مجهول1

.آوریممیدستبهرا

𝑓 1 = 𝑎
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𝑔 𝑥 =

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑥 − 1

𝑥 ≠ 1

𝑎 𝑥 = 1

𝑥را طوری بیابید که توابع زیر در 𝑎مقدار :12سوال  = .باشدپیوسته 1

ب)

lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 1+

𝑓 𝑥 =

lim
𝑥→1

𝑥 − 1 𝑥 + 2
𝑥 − 1

= lim
𝑥→1

𝑥 + 2 = 1 + 2 = 3

𝑓 1 = lim
𝑥→1

𝑓 𝑥

𝑥در𝑓تابعچون = 𝑥درتابعمقدارباتابعچپحدوراستحددادنقرارمساویبالذااستپیوسته1 = 𝑎مجهول1

.آوریممیدستبهرا

𝑓 1 = 𝑎

lim
𝑥→1

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑥 − 1

=

→ 𝑎 = 3
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ℎ 𝑥 = 𝑥 − 𝑎 𝑥

𝑥را طوری بیابید که توابع زیر در 𝑎مقدار :13سوال  = .باشدپیوسته 1

پ)

lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 1−

𝑥 − 𝑎 𝑥 = 1− − 𝑎 1− = 0

lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 1−

𝑥 − 𝑎 𝑥 = 1+ − 𝑎 1+ = 1 − 𝑎

𝑓 1 = 1 − 𝑎 1 = 1 − 𝑎

𝑓 1 = lim
𝑥→ 1−

𝑓 𝑥

𝑥در𝑓تابعچون = 𝑥درتابعمقدارباتابعچپحدوراستحددادنقرارمساویبالذااستپیوسته1 = 𝑎مجهول1

.آوریممیدستبهرا
→ 1 − 𝑎 = 0 → 𝑎 = 1
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𝑓تابع:14سوال 𝑥 = ቐ
3𝑥2 + 𝑥 𝑥 < 0
2 𝑥 = 0
2cos 𝑥 − sin 𝑥 𝑥 > 0

𝑥دررا𝑓تابعپیوستگی.استشدهداده = 0

.کنیدبررسی

𝑓 0 = 2

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0−

3𝑥2 + 𝑥 = 3 0 2 + 0 = 0

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0+

2cos 𝑥 − sin 𝑥 = 2cos 0 − sin 0 = 2 − 0 = 2

𝑥در 𝑓(𝑥)تابع  = .ناپیوسته و در سایر نقاط پیوسته است0

→ lim
𝑥→0

𝑓 𝑥 = موجود نیست
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𝑓 𝑥 =

𝑥 𝑥 < 0

𝑎 𝑥 = 0

2𝑥 + 1 𝑥 > 0

.  نیستندتابع زیر در صفر پیوسته 𝑎نشان دهید به ازای هیچ مقداری برای :15سوال 

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0−

𝑥 = 0

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→ 0+

2𝑥 + 1 = lim
𝑥→ 0+

𝑎 = 1

𝑓 0 = 𝑎

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥 ≠ lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥

𝑥درتابعراستوچپحدشود،میمشاهدهکهطورهمین = .شوندنمیبرابرهیچگاه0

.بودنخواهدپیوستهصفردر𝑎،𝑓ازمقداریهرازایبهنتیجهدر
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𝑓تابع:16سوال 𝑥 = [𝑥]2بازةدر , 𝑘مقدارحداکثر.استپیوسته𝑘است؟چقدر

𝑓تابع 𝑥 = [𝑥]2بازةدر , .باشدمی3برابر𝑘مقدارحداکثر.استپیوسته3

𝑓تابعکهکنیدارائهراایبستهبازة:17سوال 𝑥 = 2 − 3 − 𝑥باشدپیوستهبازةآنبر.

3 − 𝑥 ≥ 0 → 3 ≥ 𝑥 :پس.استپیوستهاشدامنهدر𝑓تابعدانیممی

.تاسپیوستهنیزآنازدلخواهبازهزیرهردرآنگاهباشد،پیوستهایبازهدرتابعیاگر

1بازةروی𝑓تابع:گفتتوانمیمثالعنوانبه , .استپیوسته2
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