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    تعميم توان رساني  :درس اول  

 رياضيات ، براي درك و فهم بسياري مفاهيم ديگر انواع توابع دربه عنوان يكي از نمايي آشنايي با مفهوم تابع 

در اينجا .  لازم و ضروري است... از جمله شدت زلزله، شدت صدا، قدمت يك شيء و     در رياضيات و فيزيك و    

  . مكني مي معرفي  ديگري رايضمن يادآوري آن موضوعات تكميل

  يادآوري قوانين توان رساني و ريشه گيري: قسمت اول 

در اينجـا   . در سال هاي قبل ، با توان هاي طبيعي، صحيح و گوياي اعداد حقيقي و قوانين آنها آشنا شده ايـد                    

  . را جهت يادآوري معرفي مي كنيم و ريشه گيريچند رابطه در مورد توان

   توان صفر :1
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15:     مثال =o  

***  

   توان يك :2

aa =1  

551:     مثال =  

***  

   توان منفي :3




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

≠
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a
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:     مثال
3
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1
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=≠o                                                                                :نتيجه  − a
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22: مثلاً 
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***  
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 2ي صفحه

   توان كسري :4

n

m
n m aa =  

  . باشدa≤0 زوج باشد، بايد nاگر

3:     مثال 23

2

55 =  

***  

   توان توان :5

nmnm aa .)( =  

62323:     مثال
555 == ×)(  

***  

   ضرب اعداد تواندار با پايه هاي مساوي :6

nmnm aaa +=×  

92727:     مثال
5555 ==× +  

***  

   مساويتوان هايضرب اعداد تواندار با  : 7

mmm abba )(=×  

777:     مثال 3065 =×  

***  

   تقسيم اعداد تواندار با پايه هاي مساوي :8

nmnm aaa −=÷  

43737:     مثال
5555 ==÷ −  

***  

  مساويتوان هاي تقسيم اعداد تواندار با  : 9

mmm

b

a
ba )(=÷  

777:     مثال 3515 =÷  

***  
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 3ي صفحه

  . ندار مساوي،پايه هاي مساوي داشته باشند، توان هاي آنها نيز مساويند هرگاه دو عدد توا :10







−≠
=→=

11,,oa

nmaa nm
  

355:     مثال
3 =→= xx  

***  

  . را حساب كنيدx در تساوي هاي مقابل مقدار  :1تمرين

279 =x) 322  ج =x) الف  

81

1
3

1 =−x)24333  د
4 =×x) ب  

  : حل

522322
5 =→=→= xxx) الف  

1543324333
544 =→=+→=→=× + xxxx) ب  

2

3
323333279

3232 =→=→=→=→= xxxxx   ج ()(

3144133

3

1
3

81

1
3

41

4

11 −=+−=→−=−→=→=→= −−−− xxxxx)د  

  : تمرين براي حل 

  . معادله هاي زير را حل كنيد :2

9

25

5

3 1 =+x)() ح  
32

1
2 23 =−n) 813  ت 32 =−x) الف  

3
23

64

1
4 =+x) خ  xxx 42

39   ث (=−
112 84 +− = xx)                     ب

xx ++= 6

2

1
3

49

4
133  د ()()( 279 +− = yy) ج  

1213 1255 +− = nn)                پ

  

***  
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 4ي صفحه

  تعميم قوانين توان رساني : مودقسمت 

 y دو عدد حقيقي مثبت و مخالف يـك و         a و bاگر. قوانين توان رساني براي توان هاي حقيقي نيز برقرارند        

  . دو عدد حقيقي باشند، آنگاه داريمxو

yxyx aaa +=× )6  1=oa) 1  

yx
y

x
a

a

a −= )7  aa =1) 2  

xxx abba )(=× )8  11 =x)3  

x
x

x

b

a

b

a
)(= )9  x

x

a
a

1=− )4  

yxaa yx =→=) 10  xyyx aa =)( )5  

  . حاصل عبارت زير را به دست آوريد :3تمرين

  

1232 ))((  
  :حل 

  

82222 3636123 ==== )()())((  

 حاصل عبارت  :4تمرين
312

753

82

24

×

×
  . را به ساده ترين شكل بنويسيد

  

  :حل 

32

35

37

3332

3532

312
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2

2

2

22

22

82

24 ==
×

×=
×

×
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 5ي صفحه

  . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد :5تمرين

=+− −+ 12

1
12 2323 )()()3  =+− 3232

10 ))(( )1  

=++− ππ )()( 333 4972472) 4  =+− 33333
5 ))(( )2  

  

  .ي زير به دست آوريد را از معادلهx مقدار :6تمرين

51
2 =+x  

  :حل 

222222222
224451 =→=→=→=→=+ xxxxx )()(  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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 6ي صفحه

     لگاريتميمعادلات لگاريتم و  : دومدرس 

لگـاريتم بـراي   .  مفهوم لگاريتم را پايه گذاري كـرد )1617 و وفات 1550تولد ( جان نپر رياضيدان اسكاتلندي  

 محـسوب   17 و   16هـاي    ساده كردن محاسبات ابداع شد و به عنوان بزرگترين پيشرفت علم حساب در قرن             

   . و با خواص آن آشنا مي شويمتم را معرفي مي كنيممفهوم لگاريدر اين درس . مي شود

   مفهوم لگاريتم : لواقسمت 

 برسد، x به توانa است كه اگرx ، عددي مانندa در مبناي عدد مثبت و مخالف يكbلگاريتم عدد مثبت

  . مي شودbحاصل برابر 





≠
>

=↔=

1

0

a

ba

bax xb
a

,

log

  

382:                                          براي مثال
8
2

3 =→= log  

bنماد(( 
alogرا بخوانيد، لگاريتم bدر مبناي a((   

  . تساوي هاي زير را به صورت لگاريتم بنويسيد :1تمرين

464
3                            ج (=

8

1
2

3 3437                  ب (−=
3   الف (=

  : حل

33437
343
7

3 =→= log) الف  

3
8

1
2 8

1

2
3 −=→=− log) ب  

3

1
464464 4

64
3

1
3 =→=→= log) ج  

  .ي زير را به صورت تواني بنويسيد تساوي ها :2تمرين

3
0010

10 −=/log) ج                    
2

38
2 =log) 6                    ب

64
2 =log) الف  
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 7ي صفحه

  : حل

6426
664

2 =→=log) الف  

82
2

3
2

3

8
2 =→=log) ب  

0010103
30010

10 /log / =→−=   ج (−

  .  را پيدا كنيدx در هر مورد مقدار :3تمرين 

2
64 =xlog) 32                          ج =xlog) ب                 x=81

3log) الف  

  : حل

433813
481

3 =→=→=→= xx xxlog) الف  

823
3

2 =→=→= xxxlog) ب  

864642
264 =→=→=→= xxxxlog) ج  

  . را از تساوي زير محاسبه كنيدx مقدار :4تمرين

12
49
7 −= xlog  

  :حل

2

3
322127749712

2121249
7 =→=→=−→=→=→−= −− xxxx xxlog  

  . لگاريتم هاي زير را محاسبه كنيد: 5تمرين

7
7log) 256  ج

2log) الف  

1
3log)256  د

4log) ب  

  :حل

8222562
8256

2 =→=→=→= xx xxlog) الف  

4442564
4256

4 =→=→=→= yy yylog) ب  
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 8ي صفحه

17777
17

7 =→=→=→= zz zzlog) ج  

o
o =→=→=→= tt tt
3313

1
3log)د  

  :نتيجه

  . لگاريتم هر عدد مثبت و مخالف يك در مبناي خودش برابر يك است :1







≠>
=

10

1

aa

a
a

,

log
  

  . لگاريتم يك در هر  مبناي مثبت و مخالف يك صفر است :2







≠>
=

10

0
1

aa
a

,

log
  

  .  نشان دهيد كه تساوي زير درست است :6تمرين

2
9
6

4
6 =+ loglog  

x=4قرار مي دهيم : حل
6log و y=9

6log 2 و نشان مي دهيم كه=+ yx  

266

3669466

96

46

2

9
6

4
6

=+→=→

=→×=×→






=→=

=→=

+

+

yx

y

x

yx

yxyx
y

x

log

log

  

***  

  . لگاريتم صفر نامعين است :1تذكر 

o=نامعين 
alog  

  . لگاريتم، روي اعداد منفي ، تعريف نمي شود :2تذكر 

معمـولاً در لگـاريتم     .  مـي نامنـد    لگاريتم اعشاري  باشد، لگاريتم را     10 اگر مبناي لگاريتم عدد       :3تذكر  

  . نوشته نمي شود10اي اعشاري مبن

aa loglog =10  
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 9ي صفحه

يكي از اعداد گنگ كه كاربرد هاي زيادي در صنعت و اقتصاد و بازرگاني دارد، عددي معـروف بـه              :4تذكر  

 رقـم    نمايش مي دهند و مقدار تقريبـي آن تـا دو           eرا با به افتخار لئونارد اويلر     اين عدد   . عدد نپرين مي باشد   

712اعشار    .  مي باشد/

.  نوشته نمي شود   eمعمولاً مبناي .  مي نامند  لگاريتم طبيعي اگر مبناي لگاريتم عدد نپرين باشد، لگاريتم را         

  . مي نويسندnL صورت  را بهlogحال به دليل اينكه اين لگاريتم با لگاريتم اعشاري اشتباه نشود، 

aLn
a
e =log  

  :واضح است كه 

01

1

1 ==

==

en

e
en

L

eL

log

log
  

ي براي محاسبه. را محاسبه مي كنند  ماشين هاي حساب ، فقط لگاريتم اعشاري و لگاريتم طبيعي :5تذكر 

.  به نام فرمول تغيير مبنا استفاده نمودلگاريتم در مبناهاي ديگر به كمك ماشين حساب مي توان از فرمولي

  .گفته مي شود اين فرمول در ادامه،

لگاريتم يك برابر صفر و لگاريتم اعداد بزرگتر از يك . لگاريتم اعداد مثبت كمتر از يك، منفي است  :6تذكر 

  .، مثبت است

  

  

***  

  روابط لگاريتمي: قسمت دوم 

  . ا به راحتي مي توان بيان كردبا توجه به تعريف لگاريتم ، روابط زير ر

   جمع لگاريتم ها در يك مبنا:1

ab
x

b
x

a
x logloglog =+  

  :براي مثال 
15
7

53
7

5
7

3
7 loglogloglog ==+ ×  

0 1 

  ر بحاصل لگاريتم برا

 .صفر است

 .حاصل لگاريتم منفي است .م مثبت استحاصل لگاريت
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 10ي صفحه

  .اين رابطه براي مجموع چند لگاريتم در يك مبنا نيز برقرار است

abc
x

c
x

b
x

a
x loglogloglog =++  

  :براي مثال

1
100
100

1052
100

10
100

5
100

2
100 ===++ ×× logloglogloglog  

  ا در يك مبنا تفريق لگاريتم ه:2

b

a

x
b
x

a
x logloglog =−  

  : مثال 

4
7

520
7

5
7

20
7 loglogloglog ==− ÷  

  لگاريتم عدد تواندار: 3

a
x

na
x n loglog =  

  : مثال 

5155
2
2

5
2
2

32
2 =×=== logloglog  

   لگاريتم مبناي تواندار:4

a
x

a
mx m

loglog
1=  

  : مثال 

4

1

4

1 3
3

3

4
3

3
81 === logloglog  

a:                  نتيجه 
n x

na
x loglog a                       ب                (  =

x
na
nx

loglog      الف  (=

   تغيير مبناي لگاريتم :5

b
x

a
xa

b
log

log
log =  
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 11ي صفحه

4فرض كنيد كه مي خواهيم مبناي لگاريتم: مثال 
3log در اين صورت . تبديل كنيم5 را به  

3
5

4
54

3

log

log
log =  

   دو لگاريتم مساوي با مبناي برابر :6

 bab
x

a
x =→= loglog  

  :مثال 

8
8
33 =→= aa loglog  

***  

   . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد :7تمرين

452 loglog +) 4  205 loglog +)1  

64
2

2

4 2

1
6 loglog −)5  10

7
70
7 loglog −) 2  

10
2

5
2

8

2
logloglog −+)6  9

6
4
6 loglog +) 3  

  :حل

21210210100205205
2 =×====×=+ loglogloglogloglog)1  

1
7
7

1070
7

10
7

70
7 ===− ÷ loglogloglog) 2  

2122
6
6

2
6
6

36
6

94
6

9
6

4
6 =×=====+ × loglogloglogloglog) 3  

10042542545452 2 loglogloglogloglogloglog =×=+=+=+) 4  

212102102 =×=== loglog   

0
2

1
6 64

4
64
4

64
22

62
4

64
2

2
4

=−=−=− loglogloglogloglog) 5  

2122
2
2

2
2
2

4
2

1058

2

10
2

5
2

8

2
=×=====−+ ÷× logloglogloglogloglog )() 6  



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 1حسابانآموزش 

 12ي صفحه

  . لگاريتم هاي زير را به صورت يك لگاريتم بنويسيد: 8تمرين

dcba loglogloglog +−−)4  3
7

15
7 loglog −) 1  

zyx logloglog 432 −−)5  
2

5

log

log
)2  

bLaL nn 32 +) 6  cba logloglog 325 +−)3  

  :حل

5
7

315
7

3
7

15
7 loglogloglog ==− ÷) 1  

5
2

2

5
log

log

log =)2  

2

35
325

325

b

ca
cbacba logloglogloglogloglog =+−=+−)3  

bc

ad
dcba logloglogloglog =+−−)4  

43

2
432432

zy

x
zyxzyx logloglogloglogloglog =−−=−−)5  

323232 baLbLaLbLaL nnnnn =+=+) 6  

  . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد :9تمرين

100log) 5  27
3log) 3  125

5log)1  

1000log) 6  
8

3
4

log) 4  32
4log) 2  

  :حل

3133
5
5

3
5
5

125
5 =×=== logloglog)1  

2

5
1

2

5

2

1
5

2
2

5
2

2
2

32
4 =×=×== logloglog) 2  
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 13ي صفحه

2

3
1

2

3

2

3 3
3

2

3

3
3

3
3

3
27

3 =×==== loglogloglog) 3  

2

9
1

2

9

2

3
3

2
2

3
2

3

2

2

3
2

3 2
2

8

3
4

=×=×=== loglogloglog) 4  

21210210100
2 =×=== logloglog) 5  

2

3
1

2

3
10

2

3
10101000 2

3

3 =×==== loglogloglog) 6  

   . به دست آوريدbو a لگاريتم هاي زير را بر حسبb=3log و a=2log اگر :10تمرين

2
3log)9  72log)5  81log) 1  

32
81log)10  5log)6  32log) 2  

  75log)7  6log) 3  

  3
2log)8  12log)4  

  :حل

b434381
4 === logloglog) 1  

a525232
5 === logloglog) 2  

ba +=+=×= 32326 loglogloglog) 3  

ba +=+=+=×= 2322323212
22 loglogloglogloglog)4  

ba 233223323272
2323 +=+=+=×= loglogloglogloglog)5  

a−=−== 1210
2

10
5 loglogloglog)6  

)(loglogloglogloglog ab −+=+=+=×= 12523535375 22 )7  

ab 22 −+=  

a

b==
2

33
2 log

log
log)8  

215: نتيجه  loglog −= 
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 14ي صفحه

b

a==
3

22
3 log

log
log)9  

b

a

b

a

4

5

4

5

4

1
5

2
3

5
2

4
3

32
81 =×=×== logloglog)10  

301002 اگر :11تمرين /log 845007 و = /log    . هاي زير را به دست آوريد حاصل لگاريتم=

56log) 4  8log) 1  

5log)5  49log)2  

25log)6  14log) 3  

  :حل 

903003010032328
3 /)/(logloglog ====) 1  

69184500272749
2 /)/(logloglog ====)2  

14618450030100727214 ///loglogloglog =+=+=×=) 3  

)/()/(loglogloglogloglog 84500301003723727256
33 +=+=+=×=) 4  

74818450090300 /// =+=  

6990301001210
2

10
5 /)/(loglogloglog =−=−==)5  

39816990252525
2 /)/(logloglog ====)6  

  .  هاي زير را حل كنيد1 معادله :12تمرين

1
3 =++ xx loglog) 4  12

5
3
55 logloglog =+x) 1  

3
3

2
4
2 =− −xx loglog) 5  83 loglog =x) 2  

521 logloglog =−−x) 6  2732 logloglog =+x) 3  

  
  : حل

                                                 
ي لگاريتمي، قابل قبول است كه به ازاي آن لگاريتم صفر يا ابر تعريف لگاريتم، جوابي از يك معادلهتوجه كنيد كه بن  . 1

  .دلگاريتم عدد منفي، پيش نياي
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 15ي صفحه

4123
12
5

3
5

12
5

3
55 =→=→=→=+ xxxx logloglogloglog) 1  

288883
333 ==→=→=→= xxxx loglogloglog) 2  

2732732732 22 loglogloglogloglogloglog =→=+→=+ xxx) 3  

399273 22 ±=±=→=→=→ xxx  

  .   غير قابل قبول استx=−3ي كه ريشه

01031031
221033 =−+→=+→=→=+ ++ xxxxxxxx loglogloglog )() 4  





=→=−
−=→=+

→=−+→
202

505
025

xx

xx
xx ))((  

  .   غير قابل قبول استx=−5ي  كه ريشه

8
2

3

4

2

3
2
2

3

4

2
2
2

3

4

2
3

2
4
2 33 loglogloglogloglogloglog =→=→=→=− −−−− x

x

x

x

x

x
xx

) 5  

6
4

24
244

248424843848
3

4

=
−
−=→−=−→

−=−→−=→−=→=
−

→

xx

xxxxxx
x

x
)(

  

91015
2

152

1

521 −=→=−→=−→=→=−
−

− xx
x

x
x logloglogloglog) 6  

  .ي زير را حل كنيدمعادله  :13تمرين

23 =− )(xLn  

  :حل 

22 3323 exexxLn +=→=−→=− )(  

***  
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 16ي صفحه

  : تمرين براي حل 

  . درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را تعيين كنيد:14

  . همواره عددي منفي است1لگاريتم اعداد مثبت كمتر از : الف

  .لگاريتم اعداد منفي تعريف نمي شود: ب

<<o  اگر:پ ba آنگاه ba
1010 loglog <  

   .آوريد حاصل عبارت هاي زير را به دست :15

853 loglog +) 4  425 loglog +)1  

81
3

3

9 2

1
loglog −)5  5

8
40
8 loglog −) 2  

20
2

5
2

8

2
logloglog +−)6  9

12
16
12 loglog +) 3  

  .داشته باشنديك لگاريتم عبارت هاي زير را طوري بنويسيد كه فقط   :16

dcba loglogloglog −−+)4  3
5

18
5 loglog −) 1  

zyx logloglog 352 −−)5  
5
2

7
2

log

log
)2  

  rqp logloglog 325 ++)3  

   . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد:17

400

20

1
log) 7  27

81log) 4  25
125log)1  

  25

5
log) 5  32

8log) 2  

  729

3
log) 6  125

5log) 3  

   . به دست آوريدc وb وa لگاريتم هاي زير را بر حسبc=7log وb=3log وa=2log اگر :18

2
7log)9  42log) 5  49log) 1  

49
81log)10  5log)6  128log) 2  

  576log) 7  21log) 3  

  7
2log)8  28log)4  
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477103 اگر  :19 /log 845007 و = /log    . حاصل لگاريتم هاي زير را به دست آوريد=

63log)5  21log) 3  9log) 1  
7
3log)6  210log) 4  49log)2  

30 اگر  :20
2 /log 4 باشد، مقدار =

25

logرا محاسبه كنيد .  

2.                                را از تساوي مقابل به دست آوريدx مقدار :21
64

1 =+xlog  

4 اگر  :22
81 −=xlog مقدار xرا بيابيد .  

2152ي معادله  :23 =+x
xlogرا حل كنيد .  

  . معادله هاي زير را حل كنيد :24

32 logloglog =+ +xx)6  312
2 loglog =+x)1  

02 =− )(xLn)7  5352
2 logloglog =−+x) 2  

)()( xLxL nn −=− 254) 8  34
4 loglog =x)3  

7712 nnn LxLxL =−+− )()() 9  2513
3 logloglog +=+x)4  

24
2

1
2 =+ ++ xx loglog)10  3

2
150
2

5
22 loglogloglog −=+x)5  

  

  .ي زير را حل كنيد معادله :25

311 logloglog =+ −+ xx  

  .ي زير را حل كنيد معادله :26

2512
2 loglogloglog +=+ −− xx  

  . هاي زير را حل كنيد معادله :27

45329 2 −×= +xx) 5  0725 =−− ))(( xx ee)1  

032 2 =−+ xx ee) 6  0253 2 =−+ )( xe) 2  

|||| xx ee 231 −=−) 7  03212 =−− ))(( xx) 3  

310 1 =+ )log(x) 8  0453432 =−×− xx) 4  

***  
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  اثبات روابط لگاريتمي: قسمت سوم 

  .در اينجا روابط لگاريتمي را كه پيش از اين بيان كرده ايم، اثبات مي كنيم

   جمع لگاريتم ها در يك مبنا:1

ab
x

b
x

a
x logloglog =+  

α=a فرض مي كنيم كه :اثبات 
xlog و β=b

xlogس  پ:  

αα xaa
x =→=log  

ββ xbb
x =→=log  

b
x

a
x

ba
x

ba
xxbaxxba loglogloglog... .. +=→+=→=→=⇒ + βαβαβα  

  .ي به مجموع چند لگاريتم در يك مبنا نيز به همين صورت انجام مي گيرداثبات تعميم اين رابطه: توجه 

abc
x

c
x

b
x

a
x loglogloglog =++  

  .دانش آموزان عزيز مي توانند، اين تساوي را خود اثبات كنند

***  

   تفريق لگاريتم ها در يك مبنا:2

b

a

x
b
x

a
x logloglog =−  

α=a فرض مي كنيم كه :اثبات 
xlog و β=b

xlog پس :  

αα xaa
x =→=log  

ββ xbb
x =→=log  

b
x

a
x

b

a

x
b

a

xx
b

a

x

x

b

a
loglogloglog −=→−=→=→=⇒ − βαβα

β

α
  

a به كمك رابطه ي فوق ثابت كنيد كه  :28تمرين
x

a
x loglog −=
1

  

***  
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   لگاريتم عدد تواندار: 3

a
x

na
x n loglog =  

α=a فرض مي كنيم كه:اثبات 
xlog پس :  

αα xaa
x =→=log  

a
x

na
x

na
x

nnnn nnxaxa logloglog)()( =→=→=→=⇒ ααα  

   لگاريتم مبناي تواندار: 4

a
x

a
mx m

loglog
1=  

α=a فرض مي كنيم كه:اثبات 
xlog پس :  

αα xaa
x =→=log  

m
xaxa a

mx
mmmm α
α

α =→=→=⇒ log)()(

1

  

)(loglog)(log a
x

a
mx

a
mx mm

11 =→=→ α  

   توان لگاريتمي  :5

ax
a
x =log  

α=aفرض كنيم كه  :اثبات 
xlogپس  ax =α  يعنيو اين ax

a
x =log  

   تغيير مبناي لگاريتم :6

a
x

b
x

a
b logloglog =×  

  كهفرض مي كنيم  :اثبات 

 )(log 1aba
b =→= αα    

)(log 2bxb
x =→= ββ   
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  :مي توان نتيجه گرفت ) 2(و )1(از روابط

a
xaxax log)( =→=→= αβαβαβ  

  :پس 

a
x

b
x

a
b logloglog =×  

  : نتيجه 

b
x

a
xa

b
log

log
log =  

***  

  : تمرين براي حل 

  .اي زير را ثابت كنيدتساوي ه : 29

a
b

a
b

n

n loglog =) 3                   
ab

ba loglog =) 2                           
b
a

a
b

log
log

1= )1  

  . حاصل عبارت هاي زير را بيابيد :30

3
2

3
18

11

loglog
−) 2                                          81

18
18
3 loglog ×) 1   

  . حاصل عبارت زير را تعيين كنيد :31

=+ 25
10

3 4
103 loglog)ج  =× 16

3
3
4 loglog)                                                ب=+ 250

10
2
102 loglog) الف  

  =− 3
2

5
22

loglog
32=  هـ( 

1

8log)                د

b=5 اگر  :32
3log و a=2

3log10  باشد، مقدار
4logرا بيابيد  .  

ي  از معادلهx مقدار :33
3

1
2

3

133 =−− xxx logloglogبه دست آوريد .  

0ي  جواب معادله :34
2

3
4 =

xlog
log

logرا تعيين كنيد  .  
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abba اگر  :35 6
22  ، آنگاه ثابت كنيد كه +=

2

2

baba
loglog

log
+=

−

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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     تابع نمايي و تابع لگاريتمي  : ومسدرس 

پديـده  بسياري از جهت مدل سازي  اين توابع   شناخت  . مي شويم شنا  آتوابع نمايي و لگاريتمي     با  در اين درس    

   .مي تواند مفيد باشدهاي طبيعي 

  تابع نمايي  : لواقسمت 

xaxfهر تابع به صورت   .  را تابع نمايي مي نامندa≠1 و a<0 به شرط اينكه )(=

xxfمانند تابع  3=)(  

xxf نمودار تابع :1تمرين   . را رسم كنيد)(=2

ي دلخواه از نمودار تابع را مشخص و سپس آنها را روي دستگاه مختـصات تعيـين مـي                    ابتدا چند نقطه   :حل  

  .كنيم

2  1  
o  1−  2−  x  

4  2  1  
2

1
  

4

1
  y  

  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
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xxf نمودار تابع :2تمرين )()(
2

  .نيد را رسم ك=1

ي دلخواه از نمودار تابع را مشخص و سپس آنها را روي دسـتگاه مختـصات تعيـين مـي                   ابتدا چند نقطه   :حل

  .كنيم

2  1  
o  1−  2−  x  

4

1
  

2

1
  1  2  4  y  

  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

  

xkaxfي هر تابع با ضابطه:توجه   ),,( كـه در آن )(= 1≠>≠ aak oo     بـا تـابع نمـايي رفتـاري 

xxfبراي مثال، توابع.  دارندرفتار نماييمشابه دارند و به همين دليل مي گويند، اين توابع  23   و )(=×

1

5

2 −= xxg   .  رفتار نمايي دارند)()(

***  
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  خواص تابع نمايي

xay به صورتتابع نماييهر    . داراي ويژگي هاي زير است=

ل ويژگي او :  

با يعني . است) افزايشي(تابع داراي نموداري به شكل زير خواهد بود، كه همواره صعودي .  باشدa<1اگر 

  . افزايش مي يابندf ، مقاديرxافزايش مقدار

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

>>1همچنين اگر  aoمي ) كاهشي(تابع داراي نموداري به شكل زير خواهد بود، كه همواره نزولي .  باشد

  . كاهش مي يابندf ، مقاديرxاربا افزايش مقديعني . باشد

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

712( تابع نمايي عدد نپرين ياگر پايه /=e (تابع ، را تابع نمايي طبيعي مي نامند. باشد.  

تابع نماييهر  :م ويژگي دوxay ),(يض ها را در نقطهمحور عر =   . قطع مي كند10
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تابع نماييي دامنه :م ويژگي سوxay ي اعداد حقيقي ي اعداد حقيقي و برد آن مجموعه مجموعه=

  .مثبت است

 كند، در  ها قرار مي گيرد و از روي آن عبور نميطولكنار محور ، از يك سمتنمودار تابع  :م چهارويژگي 

xay نمودار تابع افقي ها، مجانب طولاصطلاح گفته مي شود كه محور     . مي باشد=

  .براي رسم نمودار تابع نمايي تعيين مجانب افقي مهم است:  توجه

  :تمرين براي حل 

xy تابع  :3 )(    محور عرض ها را در چه نقطه اي قطع مي كند؟=3

xyابع  ت :4 )(
3

1
2    محور عرض ها را در چه نقطه اي قطع مي كند؟=−+

2xy نمودار تابع: 5 xy در چند نقطه نمودار تابع=    را قطع مي كند؟=2

   كدام يك از توابع زير، يك تابع نمايي است؟ :6

3xxf) الف xxxf)         ب)(= )()( xxf)   ج     =2 )()( )()(3)    د    =2 xxf =  

xaxf در تابع :7 =)(  

  .دمي يابن. ............ ......f ، مقاديرx، با افزايش مقدارa<1اگر : الف 

>>1اگر : ب  aoبا افزايش مقدار ،xمقادير ، f.... .............. ...مي يابند.  

123 محل برخورد نمودار تابع  :8 += xxf   . با محور عرض ها را به دست آوريد)(

xxf مجانب افقي نمودار تابع  :9   . را تعيين كنيد و سپس نمودار تابع را رسم كنيد)(=+21

  . نمودار تابع هاي زير را رسم كنيد :10

22 −= xxf 12                                    ب    ()( += xxf   الف            ()(

  . نمودار تابع هاي زير را رسم كنيد :11

xy )(
2

xy                               ب               (=2 )(   الف (=2
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 اگر :12
)(

log)(
5

2
423

−
−=

x

xf42)(، مقدارfرا به دست آوريد .  

  . نمودار تابع هاي زير را رسم كنيد :13

xy )(
2

xy                               ب               (=2 )(   الف (=2

***  

  تابع لگاريتمي: قسمت دوم 

xهر تابع به صورت 
ay log=)  1به شرط اينكه≠a0 و>a 0 و>x (را يك تابع لگاريتمي مي نامند .

  :مثال 

xy 2log=  

xxf نمودار تابع :14تمرين 2log)(   . را رسم كنيد=

ي دلخواه از نمودار تابع را مشخص و سپس آنها را روي دستگاه مختـصات تعيـين مـي                    ابتدا چند نقطه   :حل  

  .كنيم

4  2  1  
2

1
  

4

1
  x  

2  1  
o  1−  2−  y  

  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
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xxf نمودار تابع :15تمرين

2

1
log)(   . را رسم كنيد=

 ـ              ابتدا چند نقطه   :حل   صات تعيـين مـي     ي دلخواه از نمودار تابع را مشخص و سپس آنها را روي دستگاه مخت

  .كنيم

4  2  1  
2

1
  

4

1
  x  

2-  1-  
o  1  2  y  

  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

   لگاريتميخواص تابع

x لگاريتمي به صورتتابعهر 
ay log=ژگي هاي زير است داراي وي.  

ل ويژگي او :  

با  يعني .است) افزايشي(تابع داراي نموداري به شكل زير خواهد بود، كه همواره صعودي .  باشدa<1اگر 

  . افزايش مي يابندf ، مقاديرxافزايش مقدار
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

>>1نين اگر همچ aoمي ) كاهشي(تابع داراي نموداري به شكل زير خواهد بود، كه همواره نزولي .  باشد

  . كاهش مي يابندf ، مقاديرxبا افزايش مقداريعني .  .باشد

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

712( نپرين ي تابع لگاريتمي عدداگر پايه /=e (تابع ، را تابع لگاريتمي طبيعي مي نامند. باشد.  

لگاريتمي به صورتتابع هر  :م ويژگي دوx
ay log=  ي ها را در نقطهطولمحور),(   . قطع مي كند01

 لگاريتمي به صورت   تابعي  دامنه :م  ويژگي سوx
ay log=  ي اعـداد حقيقـي مثبـت و بـرد آن            مجموعـه

  .ي اعداد حقيقي استمجموعه

  . مهم استقائم تعيين مجانب لگاريتمي،براي رسم نمودار تابع : توجه 

***  
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  : تمرين براي حل

1ي تابع  دامنه :16
2

+= xxf log)(را به دست آوريد .  

xy نمودار تابع  :17
2

log=را رسم كنيد .  

1ي تابع ابتدا دامنه :18
2

−= xy logرا به دست آورده و سپس نمودار آن را رسم كنيد .  

x براي تابع لگاريتم به صورت  درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را :19
axf log)(   . تعيين كنيد=

  .ا قطع مي كندها رyتابع لگاريتم محور :الف

  .ي اعداد حقيقي استي تابع لگاريتمي مجموعهدامنه: ب 

  . برد تابع لگاريتمي، اعداد حقيقي مثبت است: ج 

xay تابع نمايي  :1 توجه معكـوس آن يـك تـابع       .  يك به يك است و لـذا معكـوس پـذير مـي باشـد               =

  .)ثابت كنيد ( .لگاريتمي به صورت زير است

x
ay log=  

xayلذا نمودار تابع نمايي x و معكوس آن يعني =
ay log=م قرينه اندل و سونسبت به نيمساز ربع او .  

xxfدر زير نمودار تابع xxg و معكوس آن يعني)(=2 2log)(   . را مشاهده مي كنيد=

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
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),(ياگـر نقطـه    بنابراين cb   روي تـابع xay ),(ي قـرار داشـته باشـد، آنگـاه نقطـه          = bc    روي نمـودار 

x
ay log=قرار دارد .  

  :  2توجه 

xaxfبعبا توجه به صعودي بودن دو تا a<1اگر: الف  x  و)(=
axf log)(   : مي توان نوشت=

yxaa yx >→>  

yxy
a

x
a >→> loglog  

>>1اگر : ب ao  ي بودن دو تابعنزولبا توجه بهxaxf x  و)(=
axf log)(   : مي توان نوشت=

yxaa yx <→>  

yxy
a

x
a <→> loglog  

***  

  مشخص كنيد، هر يك از نمودار هاي زير به كدام يك از ضابطه هاي زير تعلق دارد؟ : 20 تمرين

  

xy نمودار تابع y=27خط : 21تمرين    را در چه نقطه اي قطع مي كند؟=3

xy نمودار تابع y=10خط : 22تمرين )/(    را در چه نقطه اي قطع مي كند؟=010

  : تمرين براي حل 

xy، نمودار تابعy=7تعيين كنيد كه خط : 23    را بين كدام دو عدد صحيح قطع مي كند؟=2

2ي تابع دامنه :24
1−= xy logد را به دست آوري.  
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24 فرض كنيم كه  :25 += xxf )(  

)(مقدار: الف  1−fرا به دست آوريد                   .  

   چقدر است؟x مقدارxf)(=66اگر: ب 

  .معكوس تابع را تعيين كنيد: ج 

473ي نامعادله :26

4

1
2 −− > xx   .حل كنيد را )(

xxي  نامعادله :27 25

2

1
1

2

1
−− < loglogرا حل كنيد .  

***  

   توابع نمايي و لگاريتميي كاربرديحل چند مسئله: وم سقسمت 

  .ي كاربردي توابع نمايي و لگاريتمي اشاره مي كنيمبه چند مسئلهدر اين 

  مسائل مربوط به رشد: الف 

.  حاصل شـود  t با گذشت زمانr آهنگ رشد  با كه   اجمعيت انسان ه   مقدار ثانويه    tA و ليه مقدار اوoA  اگر  

  . در اين صورت داريم

t
t rAA )( += 1o  

ي جمعيت رشد سالانه ميليون نفر جمعيت بوده است، اگر آهنگ       36 داراي   1357ايران در سال      :28تمرين

   سال جمعيت كشور چقدر مي شود؟30ز  باشد، حساب كنيد كه پس ا05/0در ايران برابر 

  : حل

MrAA t
t 58155051360501361 3030 /)/()/()( =×=+=+= o  
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  مسائل مربوط به زوال : ب 

 Aاگـر  .  عمر آن مـاده مـي نامنـد   يزماني كه طول مي كشد كه مقدار يك ماده نصف شود را نيمهبه مدت  

 سـال از  tنگاه جرم باقي مانده از اين مـاده بعـد از گذشـت     آ. باشد Bي آن ي عمر يك ماده و جرم اوليه      نيمه

  .ي زير به دست مي آيدرابطه

A

t

Btm
−

×= 2)(  

 24ست، اگر جرم نمونه اي از اين مـاده         سال ا  25ي هسته اي حدود     ي عمر يك نوع ماده     نيمه  :29تمرين

  .ي زير بدست آيد سال از رابطهtميلي گرم باشد و تغييرات جرم پس از 

25224

t

tm
−

×=)(  

  . سال را به دست آوريد50جرم باقي مانده اين نمونه بعد از : الف 

  . ميلي گرم است3برابر حساب كنيد كه بعد از چند سال جرم باقي مانده : ب 

  :حل 

  :الف 

mgrm 6
4

24
22422450 225

50

==×=×= −−
)(  

  :ب 

753
25

22
24

3
232243 3252525 =→−=−→=→=→=×→= −−−−

t
t

tm

ttt

)(  
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  قدرت زلزلهمسائل مربوط به : ج 

بـر حـسب   ) قـدرت آن  (  بين شدت نسبي زلزلـه  .زماني زلزله به وقوع مي پيوندد كه انرژي از زمين آزاد شود        

  .ي زير وجود دارد رابطهErg(1(ارگ ب ريشتر و ميزان انرژي آزاد شده از آن بر حس

ME 51811 //log +=  

  .ارگ مي باشد انرژي آزاد شده بر حسب E و  قدرت زلزله بر حسب ريشترMكه در آن 

  .دريشتر را به دست آوري  6/6  به قدرت مقدار انرژي آزاد شده توسط زلزله اي :30تمرين

  :حل 

721665181151811 /)/(////log =+=+= ME  

ErgEE 72110721 //log =→=→  

ي آن را مقدار تقريبي انرژي آزاد شده.  ريشتر گزارش شده است2/7 رودبار 1369ي  شدت زلزله :31تمرين

  . پيدا كنيدارگبر حسب 

  :  حل

622275181151811 /)/(////log =+=+= ME  

ErgEE 62210622 //log =→=→  

  ساير مسائل: د 

  .  فوق الاشاره مي توان موارد ديگر نيز مطرح نمودعلاوه بر مسائل

tetf ماه ، روزانه به تعداد tاي پس از كارآيي كارگر عادي، در كارخانه: 32تمرين 0204090 /)( −−= 

6802( واحد را كامل مي كند؟ 70ي كاري ، روزانه چند ماه تجربهپس از . واحد است /=nL  (  

  : حل 

                                                 
 جرمي گرفته در بالا بردن اِرگ برابر با كار انجام .تاس (cgs) ثانيه - گرم - دستگاه واحدهاي سانتيمتر در انرژي يكاي اِرگ.  1

   .است سانتيمتر هزارم گرم تا ارتفاع يك  برابر با يك

  ارگ 710=ژول  1                                          ژول  710−=ارگ 1
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20407040904090 02002070020 −=−→=− →−= −−=− tttft eeetf //)(/)(  

1020102002040
22

2

1 −−−−−−÷ =→=→= → n
t

n
tt LeLee ///)(  

346800202020
1 =→= →−=−→ =

ttLeLt
enL

nn ///  

 دقيقـه بـه     t پـس از   اتري ه ـ كتعـداد بـا   .  باكتري موجود است   1400در شروع يك نوع كشت       : 33تمرين

tAetfترصو 040/)( 6815(ود است؟  باكتري موج7000پس از چند دقيقه .  است= /=nL  (  

  : حل 

1400
14000040 = →= = AAetf ft )(/)(  

5700014001400 0400407000040 =→= →=→ = tttft eeetf //)(/)(  

426810405040 =→=→=→ ttLt n ///  

***  

  :تمرين براي حل 

ميلـي  128 سال است، اگر جرم نمونه اي از ايـن مـاده   30ي هسته اي حدودي عمر يك نوع ماده  نيمه   :34

  ل باقي مي ماند، چقدر است؟  سا300گرم باشد، جرمي كه پس از 

ttm از فرمول  tتري ها در زمان     ك اگر جرم با    :35  به دست آيد، حساب كنيد كه در چه زماني جرم           )(=2

   گرم مي شود؟5000باكتري ها حدود 

 ميليارد نفر بوده 32/7ن  جمعيت جها2016 در سال باشد و در سال 02/0اگر آهنگ رشد جمعيت جهان   :36

  ؟ جمعيت جهان چقدر مي شود2020حساب كنيد كه در سال . است

 ريشتر به وقوع پيوست، محاسبه كنيد كه اين         3/6 در شهرستان بم زلزله اي با قدرت         1382 در دي ماه      :37

   انرژي آزاد كرده است؟ارگزلزله چند 

 ريشتر به وقوع پيوست، محاسـبه كنيـد   1/7ي با قدرت  زلزله ا   كرمانشاه در شهرستان 1396 ماه   بانآدر    :38

    انرژي آزاد كرده است؟ارگكه اين زلزله چند 
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61910اثر يك زمين لرزه به ميزان بر  :39 حساب كنيد كه قدرت اين .  ارگ انرژي از زمين آزاده شده است/

  زمين لرزه چند ريشتر است؟

قياس ريشتر يك واحد افزايش يابد، ميزان انرژي آزاده شده در اثر زمين لرزه              اگر بزرگي زمين لرزه در م       :40

  چه تغييري خواهد كرد؟

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 


