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فرایندهای حدی

محاسبه حد توابع

پیوستگی
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6فصل

2درس 
محاسبة حد توابع

آشنایی با قوانین محاسبة حد❑

محاسبة حد توابع با استفاده از ضابطه آنها❑

ی و چند ضابطه ایآشنایی با نحوة محاسبة حد توابع چندجمله ای، توابع گویا، توابع رادیکالی، توابع مثلثات❑

(براکتی)آشنایی با نحوة محاسبة حد توابع شامل قدر مطلق و جزء صحیح❑

مک در این درس برخی از این قواعد به ک. برای محاسبة حد یک تابع قواعد و دستورهایی وجود دارد

.شهود و با ذکر مثال توضیح داده می شوند
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.حد تابع ثابت در هر نقطه برابر مقدار تابع ثابت است

limدو عدد حقیقی باشند، آنگاه    𝑎و 𝑐به طور کلی اگر 
𝑥→𝑎

𝑐 = 𝑐

:مثال

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2𝑓(𝑥) = 2

-1

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3

lim
𝑥→ 8

𝑓(𝑥) = 2

lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥) = 2
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.است𝑎برابر 𝑎حد تابع همانی در نقطة 

𝑓عددی حقیقی باشد و 𝑎به طور کلی اگر  𝑥 = 𝑥    آنگاهlim
𝑥→𝑎

𝑥 = 𝑎

:مثال

lim
𝑥→4

𝑥 = 4

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

lim
𝑥→−2

𝑥 = −2
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:کنیدحسابرازیرحدهای

کتاب درسی128کار در کلاس صفحه 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

𝑥 = 7

𝑙𝑖𝑚
𝑥→7

5 = 5

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥 = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→5

0 = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→4

−2 = −2

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−7

𝑥 = −7

تابع همانی

تابع همانی تابع همانی

تابع ثابت

تابع ثابت

تابع ثابت
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ابر اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد مجموع دو تابع در آن نقطه بر

.مجموع حدهای آنها در همان نقطه است

limبه طور کلی اگر 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑚 و  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙باشد، آنگاه:

:مثال

lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 + lim
𝑥→𝑎

𝑔 𝑥 = 𝑙 + 𝑚

lim
𝑥→1

𝑥 + 4 = lim
𝑥→1

𝑥 + lim
𝑥→1

4 = 1 + 4 = 5
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رابر تفاضل اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد تفاضل دو تابع در آن نقطه ب

.حدهای آنها در همان نقطه است

limبه طور کلی اگر 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑚 و  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙باشد، آنگاه:

:مثال

lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − lim
𝑥→𝑎

𝑔 𝑥 = 𝑙 − 𝑚

lim
𝑥→5

𝑥 − 1 = lim
𝑥→5

𝑥 − lim
𝑥→5

1 = 5 − 1 = 4
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𝑓(𝑥)اگر = 𝑥و𝑔 𝑥 = 2𝑥 − limآنگاه1
𝑥→2

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥مجموعحدقانونکمکبهرا

.دهیدتوضیحنیزرامجموعحدقانوننمودارهاکمکبهوکنیدپرراخالیجاهای.کنیدمحاسبه

کتاب درسی129کار در کلاس صفحه 

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 2 lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) = 3 lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→2

𝑥 + (2𝑥 − 1) =lim
𝑥→2

(3𝑥 − 1) = 5

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) =

5

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) = 2 + 3 = 5

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥) =
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طه برابر اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد حاصل ضرب دو تابع در آن نق

.حاصل ضرب حدهای آنها در همان نقطه است

limبه طور کلی اگر 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑚 و  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙باشد، آنگاه:

:مثال

lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 .𝑔 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 . lim
𝑥→𝑎

𝑔 𝑥 = 𝑙 × 𝑚

lim
𝑥→2

5𝑥 = 5 lim
𝑥→2

𝑥 = 5 2 = 10

limعددی حقیقی باشد و  𝑐اگر 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙باشد، آنگاه:

lim
𝑥→𝑎

𝑐𝑓 𝑥 = 𝑐 lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑐𝑙

lim
𝑥→2

5𝑥2 = lim
𝑥→2

5𝑥. 𝑥 = 5 lim
𝑥→2

𝑥 . lim
𝑥→2

𝑥 = 5 2 2 = 20
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limاگر(الف
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙،بیابیدرازیرحدهایازهریکضربحاصلحدقانونکمکبهباشد.

کتاب درسی130کار در کلاس صفحه 

lim
𝑥→20

2
5

𝑥 − 3 =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 2 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 .𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 . lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙 × 𝑙 = 𝑙2

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 3 = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 2.𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 2 . lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝑙2 × 𝑙 = 𝑙3

limمحاسبةبرای(ب
𝑥→20

2
5 𝑥 − .دهیدتوضیحکنید؟میاستفاده5و1،4قوانینازچگونه3

lim
𝑥→20

2
5

𝑥 =
2
5

lim
𝑥→20

𝑥 =
2
5

20 = 8

lim
𝑥→20

2
5

𝑥 − lim
𝑥→20

3 = 8 − 3 = 5

limاگرکلیحالتدر
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙و𝑛 ∈ ℕ،آنگاهباشد:lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)𝑛 = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
𝑛

= 𝑙𝑛
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حاصل تقسیم اگر دو تابع در یک نقطه حد داشته باشند، حد تقسیم دو تابع در آن نقطه برابر

.نشودحدهای آنها در همان نقطه است؛ به شرط آن که حد تابع مخرج در آن نقطه صفر 

limبه طور کلی اگر 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑚 و  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 و𝑚 ≠ :باشد، آنگاه0

:مثال

lim
𝑥→1

2𝑥 + 1
5𝑥2 =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥

lim
𝑥→𝑎

𝑔 𝑥
=

𝑙

𝑚

lim
𝑥→1

2𝑥 + 1

lim
𝑥→1

5𝑥2 =
2 1 + 1

5 1 2 =
3
5
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𝑓با ضابطة 𝑓برای تابع  𝑥 = 3𝑥2 + 2𝑥 − 7،

کتاب درسی131صفحه 1فعالیت 

limخالیجایتکمیلبا(الف
𝑥→1

𝑓(𝑥)آوریددستبهرا.

lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→1

3𝑥2 + 2𝑥 − 7 = lim
𝑥→1

3𝑥2 + lim
𝑥→1

(2𝑥) − lim
𝑥→1

(7) =

3 1 2 + 2(1) − 7 = −23 lim
𝑥→1

𝑥2 + 2 lim
𝑥→1

(𝑥) − lim
𝑥→1

(7) =

limدرستیوکنیدمحاسبهرا𝑓(1)(ب
𝑥→1

𝑓 𝑥 = 𝑓(1)کنیدبررسیرا.

⟹ lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = 𝑓(1)𝑓 1 = −2
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کتاب درسی131صفحه 1فعالیت 

lim
𝑥→2

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→2

1
8

𝑥4 − 𝑥3 + 5𝑥 −
1
2

= lim
𝑥→2

1
8

𝑥4 − lim
𝑥→2

(𝑥3) + lim
𝑥→2

(5𝑥) − lim
𝑥→2

(
1
2
) =

1
8

2 4 − 2 3 + 5(2) −
1
2

=
7
2

1
8

lim
𝑥→2

𝑥4 − lim
𝑥→2

(𝑥3) + 5 lim
𝑥→2

(𝑥) − lim
𝑥→2

(
1
2
) =

⟹ lim
𝑥→2

𝑔 𝑥 = 𝑔(2)𝑔 2 =
7
2

𝑔ضابطةباتابعدربارة(پ 𝑥 =
1
8 𝑥4 − 𝑥3 + 5𝑥 −

1
limدرستی2

𝑥→2
𝑔 𝑥 = 𝑔(2)کنیدبررسیرا.

.استرابربنقطهآندرتابعمقداربانقطهیکدرایچندجملهتابعیکحدکلیطوربه
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کتاب درسی131صفحه 2فعالیت 

lim
𝑥→3

2𝑥 − 1

lim
𝑥→3

𝑥2−4𝑥 + 1
= −

5
2lim

𝑥→3

2𝑥 − 1

𝑥2−4𝑥 + 1
=

lim
𝑥→1

𝑥4 + 2𝑥3 + 1

lim
𝑥→1

5𝑥2 +
2
3

=lim
𝑥→1

𝑥4 + 2𝑥3 + 1

5𝑥2 +
2
3

=
4

17
3

=
12
17

lim
𝑥→1

𝑥2 − 1
3
5 𝑥2 − 2𝑥 + 1

=
lim
𝑥→1

𝑥2 − 1

lim
𝑥→1

3
5 𝑥2 − 2𝑥 + 1

=
0

−2
5

= 0

،(هستندایجملهچند𝑞(𝑥)و𝑝(𝑥)آندرکه)باشدگویاتابعیکاگرکلیطوربه

𝑓حدمحاسبةبرای 𝑥طولبهاینقطهدر𝑎کهاستکافیlim
𝑥→𝑎

𝑝(𝑥)برراlim
𝑥→𝑎

𝑞(𝑥)آندر

limکهآنشرطبهکنیم؛تقسیمنقطه
𝑥→𝑎

𝑞(𝑥) ≠ 0.

𝑓 𝑥 =
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)

2 3 − 1
(3)2 − 4(3) + 1

=

1 4 + 2 1 3 + 1

5 1 2 +
2
3

=

(1)2 − 1
3
5 (1)2 − 2(1) + 1

=
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کتاب درسی132مثال صفحه 

lim
𝑥→ 2

𝑥2−4
𝑥 − 2

=

.کنیدمحاسبهرا lim
𝑥→ 2

𝑥2−4
𝑥 − 2

lim
𝑥→2

𝑥2−4

lim
𝑥→2

𝑥 − 2
=

0
0

0)صفرصفرم  
.یکی از چند حالتی است که به آن ابهام می گوییم( : 0

.ام شودبه عبارت دیگر رفع ابه. در این حالت می بایست ابهام از سوال برداشته شود

.کنندیمتجزیهراشدهدادهگویایعبارتدهندهتشکیلهایایجملهچندابهام،رفعمنظوربهبالاسوالمانندسوالاتیدر

.خوردمیخطمخرجوصورتازابهامکنندةایجادعاملکاراینبا

lim
𝑥→ 2

𝑥2−4
𝑥 − 2

= lim
𝑥→2

𝑥 + 2 = 2 + 2 = 4lim
𝑥→2

𝑥 − 2 𝑥 + 2
𝑥 − 2

=
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:سوالاتی نظیر موارد زیر

فرصفرم در این درس ما فقط با عبارت های گویا سروکار داریم و عبارت های گویایی که به حالت ص

.درمی آیند را رفع ابهام می کنیم

اری در این درس؛ با عبارت های غیر گویایی که حاصل آنها صفرصفرم است ک

.نداریم و آنها را در پایة دوازدهم می خوانیم

lim
𝑥→ 4

𝑥 − 4
𝑥 − 2

=lim
𝑥→1

𝑥2 − 1
3 𝑥 − 1

=

lim
𝑥→𝜋

1 + 𝑐𝑜𝑠3 𝑥

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥
=lim

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
=



lim
𝑥→ −2

𝑥 + 2 𝑥 + 3
𝑥 + 2

=

17

کتاب درسی132کار در کلاس صفحه 

.دهیدتوضیحراحدمحاسبةنمودارکمکبهوکنیدمحاسبهرازیرحد

lim
𝑥→ −2

𝑥2 + 5𝑥 + 6
𝑥 + 2

الف)=

𝑓 𝑥 =
𝑥2 + 5𝑥 + 6

𝑥 + 2

lim
𝑥→ −2

𝑥2 + 5𝑥 + 6
𝑥 + 2

= lim
𝑥→−2

𝑥 + 3 = −2 + 3 = 1

0
0

.مکنیمیابهامرفع



lim
𝑥→ 1

𝑥 − 1 𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑥 − 1

=
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کتاب درسی132کار در کلاس صفحه 

.دهیدتوضیحراحدمحاسبةنمودارکمکبهوکنیدمحاسبهرازیرحد

lim
𝑥→ 1

𝑥3 − 1
𝑥 − 1

ب)=

lim
𝑥→ 1

𝑥3 − 1
𝑥 − 1

= lim
𝑥→ 1

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 1 + 1 + 1 = 3

𝑓 𝑥 =
𝑥3 − 1
𝑥 − 1

اتحاد چاق و لاغر

0
0

.مکنیمیابهامرفع



lim
𝑥→1

𝑥 − 1 𝑥 − 3
𝑥 − 1 𝑥 − 4

=
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.  حد تابع زیر را در صورت وجود بیابید:1سوال 

lim
𝑥→1

𝑥2 − 4𝑥 + 3
𝑥2 − 5𝑥 + 4

=
lim
𝑥→1

𝑥2 − 4𝑥 + 3

lim
𝑥→1

𝑥2 − 5𝑥 + 4
=

0
0

1 − 3
1 − 4

=
2
3

lim
𝑥→ 1

𝑥 − 3
𝑥 − 4

=lim
𝑥→1

𝑥2 − 4𝑥 + 3
𝑥2 − 5𝑥 + 4

=

𝑥آنگاهوباشدگویاتابعیکاگر − 𝑎ابهامکنندةایجادعاملهمان

.خوردمیخطوشدهظاهر𝑞(𝑥)و𝑝(𝑥)شدةتجزیهفرمدرکهاست

𝑓 𝑥 =
𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) =
0
0



lim
𝑥→1−

𝑥 − 1 2

𝑥 − 1 2𝑥 + 5
=

20

.  حد تابع زیر را در صورت وجود بیابید:2سوال 

lim
𝑥→1−

𝑥2 − 2𝑥 + 1
2𝑥2 + 3𝑥 − 5

=

lim
𝑥→1

𝑥2 − 2𝑥 + 1

lim
𝑥→1

2𝑥2 + 3𝑥 − 5
=

0
0

−1
2 1 + 5

=
−1
7

𝑥عامل ایجاد کنندة ابهام  − .آن را در صورت و مخرج یافته و خط می زنیم. است1

lim
𝑥→1−

𝑥2 − 2𝑥 + 1
2𝑥2 + 3𝑥 − 5

=

lim
𝑥→1−

𝑥 − 1
𝑥 − 1 2𝑥 + 5

=

lim
𝑥→1−

− 𝑥 − 1
𝑥 − 1 2𝑥 + 5

= lim
𝑥→1−

−1
2𝑥 + 5

=

.شوددر تجزیة یک عبارت وقتی ما یکی از عامل های ضربی را بشناسیم یافتن عامل دیگر خیلی راحت می

𝑥)در تجزیة مخرج؛ وقتی ما می دانیم یکی از عامل های ضربی :  به عنوان مثال − است، عامل دیگر باید بتواند (1

𝑥)با ضرب در عامل اول یعنی  − 2𝑥پس عامل دیگر . را بسازد2𝑥2و -5؛ جملات (1 + .است5
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و به طور کلی اگر  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑙 > :باشد، آنگاه0

:مثال

lim
𝑥→5

2𝑥 − 6 =

lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙

lim
𝑥→5

2𝑥 − 6 = 2 5 − 6 = 4 = 2

.نامنفی باشد𝑎در یک همسایگی محذوف 𝑓فرض کنید تابع 
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کتاب درسی133صفحه 1کار در کلاس 

𝑓هایضابطهباتوابعنمودارهای 𝑥 = 2𝑥 − 𝑔و6 𝑥 = 2𝑥 − 6 , 𝑥 ≠ .اندشدهرسم5

limآیا(ب
𝑥→5

𝑓(𝑥)وlim
𝑥→5

𝑔(𝑥)موجودند؟

.کنیدمحاسبهراآنهاموجودند؟زیرحدهایازیککدام(پ

lim
𝑥→3+

2𝑥 − 6 = lim
𝑥→3−

2𝑥 − 6 = lim
𝑥→3

2𝑥 − 6 =

𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 6 𝑔 𝑥 = 2𝑥 − 6 , 𝑥 ≠ 5

𝑥در𝑔و𝑓توابعحدبله، = .است2بابرابروموجود5

2𝑥تابعدامنة − 3]بازةبابرابر6 , تعریف3ازترکوچکهای𝑥ازایبهتابعدیگرعبارتیبه.است(∞+

𝑥درتابعچپحدلذا،شودنمی = 𝑥درتابعنتیجهدر،نیستموجود3 = .نداردحد3

دارد؟تعلقتابعکدامبهنمودارهر(الف

موجود نیست 0موجود نیست
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کتاب درسی134صفحه 2کار در کلاس 

.نیدکبررسیرازیرهایگزارهنادرستییادرستیتابعدربارة ℎ 𝑥 =
𝑥

𝑥

ℎ(الف 𝑥 = 1

𝐷ℎ(ب = ℝ − 0

lim(پ
𝑥→ 0+

ℎ(𝑥) = 1

ℎ(ت 0 = 0

.نداردوجود(ث lim
𝑥→ 0

ℎ(𝑥)

ℎ 𝑥 =

−𝑥

𝑥
, 𝑥 < 0

𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0

→ ℎ 𝑥 = ቊ
−1 , 𝑥 < 0
1 , 𝑥 > 0

درست 

نادرست 

درست 

𝑥در ℎنادرست، مقدار تابع  = . نیستموجود 0

𝑥در ℎدرست، زیرا حد چپ و راست تابع  = . نیستبا هم برابر 0
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کتاب درسی134صفحه 3کار در کلاس 

𝑓تابعنمودارازاستفادهبا 𝑥 = [𝑥]بیابیدوجودصورتدررازیرحدهای.

lim
𝑥→ 2+

[𝑥] (الف= (ب lim
𝑥→ 2−

[𝑥] = (پ lim
𝑥→ 2

[𝑥] =

(ت lim
𝑥→ 1

[𝑥] = (ث lim
𝑥→ 1/5

[𝑥] = (ج lim
𝑥→− 2

[𝑥] =

2 1

1

موجود نیست

.نیستزیرا حد چپ و راست برابر 

2-

.نداردبه ازای مقادیر صحیح حد [𝑥]تابع 

موجود نیست
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کتاب درسی134صفحه 4کار در کلاس 

.آوریددستبهوجودصورتدررازیرحدهای

(الف lim
𝑥→ 2

[𝑥]

𝑥
=

(ب lim
𝑥→ 1+

𝑥 − 3
𝑥

=
1+ − 3

1
=

یعنی عددی؛ کمی بیشتر از یک

1 − 3
1

= −2

lim
𝑥→2+

[𝑥]

𝑥
= lim

𝑥→2−

[𝑥]

𝑥
=

2+

2
=

2
2

= 1
2−

2
=

1
2

یعنی عددی؛ کمی بیشتر از دو یعنی عددی؛ کمی کمتر از دو

موجود نیست



26

کتاب درسی134فعالیت صفحه 

𝑓نمودارازاستفادهبا 𝑥 = sin 𝑥و𝑔 𝑥 = cos 𝑥بیابیدرازیرحدهای.

lim
𝑥→

π
2

sin 𝑥 (الف= lim
𝑥→0

cos 𝑥 (ث=

(ب lim
𝑥→−π

sin 𝑥 =

lim
𝑥→−

π
2

cos 𝑥 (چ=

lim
𝑥→

π
3

+
cos 𝑥 (ح=

(ج lim
𝑥→

π
4

− cos 𝑥 =

(ت lim
𝑥→π+

sin 𝑥 =

(پ lim
𝑥→

π
3

− sin 𝑥 =

1

= cos
−𝜋

2

= cos
𝜋

3

= cos
𝜋

4

= cos 0

= sin
𝜋

3

= sin −𝜋

= sin 𝜋

lim: به طور کلی داریم
𝑥→ 𝛼

sin 𝑥 = sin 𝛼 وlim
𝑥→ 𝛼

cos 𝑥 = cos 𝛼   .

= sin
𝜋

2

0

3
2

0

1

2
2

0

1
2

𝑓 𝑥 = sin 𝑥3
2

𝑔 𝑥 = cos 𝑥2
2



27

.به کمک دستورهایی که در این درس آموخته اید، حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید

کتاب درسی135مثال صفحه 

lim
𝑥→ 0

cos 𝑥

2 + sin 𝑥
=

lim
𝑥→ 𝜋

sin 𝑥 cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥
=

(الف (ب

cos 0
2 + sin 0

=
1

2 + 0
=

1
2

lim
𝑥→ 0

cos 𝑥

lim
𝑥→ 0

(2 + sin 𝑥)
=

lim
𝑥→ 𝜋

(sin 𝑥 cos 𝑥)

lim
𝑥→ 𝜋

(1 + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥)
=

sin 𝜋 × cos 𝜋

1 + 𝑠𝑖𝑛2 𝜋
=

0 × −1
1 + 12 =

0
2

= 0

lim
𝑥→ 0

cos 𝑥

2 + sin 𝑥
= lim

𝑥→ 𝜋

sin 𝑥 cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥
=

(الف

(ب
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کتاب درسی135صفحه 1تمرین 

lim
𝑥→ 3

𝑓(𝑥) (الف=

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) (ب=

lim
𝑥→ 3

𝑔(𝑥) (پ=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

2

موجود نیست

.به دست آورید( در صورت وجود)حدهای زیر را 𝑔و 𝑓با استفاده از نمودارهای 

5

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) =

1

2
lim

𝑥→−1+
𝑓(𝑥) ≠ lim

𝑥→−1−
𝑓(𝑥)
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lim
𝑥→ 3

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 (ت=

lim
𝑥→ −1

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 (ث=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

2 + 5 = 7

موجود نیست

lim
𝑥→ 3

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→ 3

𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→−1

𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→−1

𝑔(𝑥) = limولی  1−
𝑥→−1

𝑓(𝑥)موجود نیست.
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lim
𝑥→ 0

𝑓 𝑥
4

(چ=

(ج lim
𝑥→ 2

2𝑓 𝑥 + 5𝑔 𝑥 =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

موجود نیست

1
3

4

2 lim
𝑥→ 2

𝑓(𝑥) +5 lim
𝑥→ 2

𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = limولی  1−
𝑥→2

𝑔(𝑥)موجود نیست.

𝐴

𝐵

1
3

𝑦:برابر است با𝐴𝐵می توان گفت، معادلة پاره خط 𝐵و 𝐴با توجه به مختصات نقاط  = −
2
3

𝑥 +
1
3

𝑥در نقطة 𝑓(𝑥)حد تابع  = .است𝐴𝐵برابر با عرض از مبدا پاره خط 0
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(ح lim
𝑥→ 0

𝑔 𝑥
2

=

(خ lim
𝑥→ 2

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
=

(د lim
𝑥→ 5

𝑓 𝑥 . 𝑔(𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

موجود نیست

موجود نیست

5 × 5 = 25

lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→0−

𝑔(𝑥) =

0

1
lim

𝑥→0+
𝑔(𝑥) ≠ lim

𝑥→0−
𝑔(𝑥)

lim
𝑥→ 5

𝑓(𝑥)× lim
𝑥→ 5

𝑔(𝑥) =

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = limولی  1−
𝑥→2

𝑔(𝑥)موجود نیست.
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کتاب درسی135صفحه 2تمرین 

.اشنددو تابع متفاوت مثال بزنید که در یک نقطه دارای حدهای برابر ب

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = −1 lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) = −1
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کتاب درسی135صفحه 3تمرین 

.حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید

(پ lim
𝑥→−1

(3𝑥2−4𝑥 + 5) =

(ت lim
𝑥→ 3

𝑥2 − 3𝑥

𝑥2 − 9
=

(الف lim
𝑥→ 7

(−3) =

(ب lim
𝑥→ 0

(−2𝑥 − 7) =

(ث lim
𝑥→0

𝑥

2𝑥2 − 𝑥
=

−3

−2 0 − 7 = −7

3 −1 2−4 −1 + 5 = 12

0
0

lim
𝑥→ 3

𝑥2 − 3𝑥

𝑥2 − 9
= lim

𝑥→ 3

𝑥(𝑥 − 3)

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)
= lim

𝑥→ 3

𝑥

(𝑥 + 3)
=

3
3 + 3

=
1
2

.رفع ابهام می کنیم

0
0

.رفع ابهام می کنیم

lim
𝑥→0

𝑥

2𝑥2 − 𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥

𝑥(2𝑥 − 1)
= lim

𝑥→0

1
2𝑥 − 1

=
1

2 0 − 1
= −1
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کتاب درسی135صفحه 3تمرین 

.حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید
(ج lim

𝑥→−2

𝑥3 + 8
𝑥 + 2

=

(چ lim
𝑥→−2

𝑥 =

(د lim
𝑥→0−

𝑥 =

(ح lim
𝑥→0+

𝑥 =

(خ lim
𝑥→2

𝑥 + 7 =

(ذ lim
𝑥→2

𝑥 + 5 =

موجود نیست

0
0

.رفع ابهام می کنیم

lim
𝑥→−2

𝑥3 + 8
𝑥 + 2

= lim
𝑥→−2

𝑥 + 2 𝑥2 − 2𝑥 + 4
𝑥 + 2

= lim
𝑥→−2

𝑥2 − 2𝑥 + 4 = −2 2−2 −2 + 4 = 12

lim
𝑥→−2+

[𝑥] = −2 + = −2 lim
𝑥→−2−

[𝑥] = −2 − = −3

0 = 0

2 + 7 = 9 = 3

0]بازةبابرابر𝑥تابعدامنة , .است(∞+

،شودنمیتعریفصفرازترکوچکهای𝑥ازایبهتابعدیگرعبارتیبه
موجود نیست

2 + 5 = 7
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کتاب درسی135صفحه 3تمرین 

.حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید

(ز lim
𝑥→ 3+

𝑥 − 2
𝑥 + 1

=

(ش lim
𝑥→−2+

𝑥

𝑥
=

(ژ lim
𝑥→−

π
3

cos 𝑥 =

(س lim
𝑥→

π
4

(sin 𝑥 + cos 𝑥) =

(رموجود نیست lim
𝑥→1

𝑥 − 2 =
𝑥تابعدامنة − 2]بازةبابرابر2 , .است(∞+

،شودنمیتعریف2ازترکوچکهای𝑥ازایبهتابعدیگرعبارتیبه

3 − 2
3+ + 1

=
1

3 + 1
=

1
4

cos
−π

3
=

1
2

sin
π

4
+ cos

π

4
=

2
2

+
2

2
=

2 2
2

= 2

−2
−2 + =

−2
−2

= 1
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کتاب درسی135صفحه 3تمرین 

.حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید

lim
𝑥→2

𝑥2 + 𝑥 − 6

𝑥2−6𝑥 + 8
(ص=

(ض lim
𝑥→ 0

(𝑥 + [𝑥]) =

2 2 + 2 − 6

2 2−6 2 + 8
=

0
0

lim
𝑥→ 2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 4)
= lim

𝑥→ 2

(𝑥 + 3)

(𝑥 − 4)
=

2 − 3
2 − 4

=
1
2

.رفع ابهام می کنیم

lim
𝑥→2

𝑥2 + 𝑥 − 6

𝑥2−6𝑥 + 8
=

lim
𝑥→0+

(𝑥 + [𝑥]) = 0 + 0+ = 0

lim
𝑥→0−

(𝑥 + [𝑥]) = 0 + 0− = 0 + −1 = −1

موجود نیست
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کتاب درسی135صفحه 4تمرین 

limاگر 
𝑥→2

𝑓 𝑥 = limو 3
𝑥→2

𝑔 𝑥 = limو 0
𝑥→2

ℎ 𝑥 = .، حدهای زیر را در صورت وجود بیابید1−

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 + ℎ(𝑥) (الف=

(ب lim
𝑥→2

ℎ(𝑥)5 =

(پ lim
𝑥→2

𝑓 𝑥

𝑔 𝑥
=

(ت lim
𝑥→2

𝑔 𝑥

𝑓 𝑥
=

(ث lim
𝑥→2

3𝑓 𝑥

𝑔 𝑥 − 5ℎ(𝑥)
=

(ج lim
𝑥→2

1
ℎ 𝑥

=

3 − 1 = 2lim
𝑥→ 2

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→ 2

ℎ(𝑥) =

−1 5 = −1

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥

lim
𝑥→2

𝑔 𝑥
=

3
0

= ∞ تعریف نشده

lim
𝑥→2

𝑔 𝑥

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥
=

0
3

= 0

3 lim
𝑥→2

𝑓 𝑥

lim
𝑥→2

𝑔 𝑥 − 5 lim
𝑥→2

ℎ(𝑥)
=

3 3
0 − 5 −1

=
9
5

1
lim
𝑥→2

ℎ 𝑥
=

1
−1

= −1
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کتاب درسی135صفحه 5تمرین 

𝑓 𝑥 =
𝑥 − 3
𝑥 − 3

𝑔وتابعدونمودار 𝑥 = .کنیدرسمرا1

limآیا(الف
𝑥→3

𝑓(𝑥)است؟موجود

limآیا(ب
𝑥→3

𝑔(𝑥)است؟موجود

د؟برابرنهمباتابعدوحدنقاطیچهدر(پ

𝑓 𝑥 =

− 𝑥 − 3
𝑥 − 3

, 𝑥 < 3

𝑥 − 3
𝑥 − 3

, 𝑥 > 3
→ 𝑓 𝑥 = ቊ

−1 , 𝑥 < 3
1 , 𝑥 > 3

𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥)

𝑥در𝑓تابعحد = .نیستندبرابرهمباراستحدوچپحدزیرانداردوجود3

𝑥در𝑔تابعحد = .استیکبرابروموجود3

.برابرندهمبا3ازبزرگترهای𝑥ازایبه𝑓و𝑔توابعحد
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کتاب درسی135صفحه 6تمرین 

𝑓تابعحددربارةزیرهایحالتازیکهردر + 𝑔گفت؟توانمیچه

.باشندنداشتهحد𝑎ماننداینقطهدرکدامهیچ𝑔و𝑓توابعاگر(الف

𝑓تابعحددربارةباشند،نداشتهحد𝑎ماننداینقطهدرکدامهیچ𝑔و𝑓توابعاگر + 𝑔کردنظراظهارتواننمی.

𝑓 𝑥 = ቊ
−1 , 𝑥 ≤ 3
1 , 𝑥 > 3

𝑔 𝑥 = ቊ
1 , 𝑥 ≤ 3
−1 , 𝑥 > 3

بینیم،میمقابلدرآنچهومثالعنوانبه

𝑥در𝑔و𝑓توابع = تابعحدولی،ندارندحد3

𝑓 + 𝑔در𝑥 = .استصفربرابروموجود3

→ (𝑓 + 𝑔) 𝑥 = 0

𝑓 𝑥 = ቊ
−2 , 𝑥 ≤ 3
2 , 𝑥 > 3

𝑔 𝑥 = ቊ
1 , 𝑥 ≤ 3
−1 , 𝑥 > 3

→ (𝑓 + 𝑔) 𝑥 = ቊ
−1 , 𝑥 ≤ 3
1 , 𝑥 > 3

𝑓و𝑓،𝑔توابعبینیم،زیرمیدرآنچهومثالعنوانبه + 𝑔در𝑥 = .ندارندحد3
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کتاب درسی135صفحه 6تمرین 

𝑓تابعحددربارةزیرهایحالتازیکهردر + 𝑔گفت؟توانمیچه

.باشدنداشتهحد𝑎در𝑔تابعولیباشدداشتهحد𝑎در𝑓تابعاگر(ب

𝑓تابعآنگاهباشد،نداشتهحد𝑎در𝑔تابعولیباشدداشتهحد𝑎در𝑓تابعاگر + 𝑔درنیز𝑎نداردحد.

اثبات به روش برهان خلف

𝑓تابعکنیممیفرض + 𝑔در𝑎داردحد.

𝑓و𝑓توابعتفاضلآنگاهدارد،حد𝑎درنیز𝑓تابعچونفرضبربنا + 𝑔درنیز𝑎داردحد.

𝑓و𝑓توابعتفاضل + 𝑔تابعهمان𝑔تابعداشتنحدواست𝑔در𝑎استمسئلهفرضباتناقض؛حد.

.استدرستحکموباطلخلففرضپس
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کتاب درسی135صفحه 7تمرین 

.یک عدد صحیح باشد، حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید𝑚اگر 

𝑓به طور کلی تابع  𝑥 = [𝑥]در چه نقاطی حد دارد؟

lim
𝑥→𝑚+

𝑥 (الف=

lim
𝑥→𝑚−

[𝑥] (ب=

lim
𝑥→𝑚

𝑥 (پ=

.تولی حد این تابع در تمام نقاط غیرصحیح موجود اس. نداردبه ازای مقادیر صحیح حد [𝑥]تابع 

𝑚

𝑚 − 1

موجود نیست
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.در شکل روبه رو رسم شده است𝑓نمودار تابع ( ب

.مقدار حدهای زیر را بیابید( الف:3سوال 

limمقدار 
𝑥→2

𝑥𝑓(𝑥)را بیابید.

lim
𝑥→−1

𝑥4 =

lim
𝑥→10

(5𝑥3−6 𝑥 + 1) =

−1 4 = 1

5 10 3 − 6 10 + 1 = 4941

lim
𝑥→2

𝑥2 + 4𝑥 + 4
4𝑥3 − 7𝑥 + 1

=
2 2 + 4 2 + 4

4 2 3 − 7 2 + 1
=

16
15

lim
𝑥→

1
2

𝑥 − 𝑥

1 − 𝑥
=

1
2 −

1
2

1 −
1
2

=

1
2 − 0

1
2

= 1

lim
𝑥→2

𝑥𝑓 𝑥 = lim
𝑥→2

𝑥 × lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 = 2 × 3 = 6

(الف

(ب

(پ

(ت
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.بیابیدرازیرحدهایمقدار:4سوال
(الف lim

𝑥→9
𝑥 − 9 3 = 9 − 9

3
= −6 3 = −216

(ب lim
𝑥→−1

(−6𝑥7−4𝑥2 + 5) = −6 −1 7−4 −1 2 + 5 = 7

(پ lim
𝑥→−

5
3

𝑥 − 𝜋 3𝑥 + 5
3𝑥 + 6 𝑥3 + 1

=

(ت lim
𝑥→ 2

+

1 − 𝑥2

𝑥2 − 4
=

−
5
3 − 𝜋 3 −

5
3 + 5

3 −
5
3 + 6 −

5
3

3
+ 1

=
−

5
3 − 𝜋 0

1 125
27 + 1

= 0

1 − 2
2

2
2

− 4
=

1 − 2
2 − 4

=
1 − 2
2 − 4

=
1
2

lim
𝑥→ 2

𝑥4 + lim
𝑥→ 2

(3𝑥) − lim
𝑥→ 2

(1) =

2
4

+ 3( 2) − 1 = 3 + 3 2

lim
𝑥→ 2

𝑥4 + 3𝑥 − 1 (ث=
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.بیابیدرازیرحدهایمقدار:5سوال

(الف lim
𝑥→

1
2

4𝑥2 + 6𝑥 =

(ب lim
𝑥→ 0+

sin 𝑥

𝑥 + cos 𝑥
=

(پ lim
𝑥→

π
2

cos 𝑥

𝑥 − 𝜋
=

4
1
2

2
+ 6

1
2

= 1 + 3 = 2

sin 0
0 − cos 0

=
0

−1
= 0

−cos
𝜋
2

𝜋
2 − 𝜋

=
0

−
𝜋
2

= 0lim
𝑥→

π
2

+

cos 𝑥

𝑥 − 𝜋
=

lim
𝑥→

π
2

−

cos 𝑥

𝑥 − 𝜋
=

lim
𝑥→

π
2

+

−cos 𝑥

𝑥 − 𝜋
=

cos
𝜋
2

𝜋
2 − 𝜋

=
0

−
𝜋
2

= 0lim
𝑥→

π
2

−

cos 𝑥

𝑥 − 𝜋
=
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.حد توابع زیر را به دست آورید:6سوال 

lim
𝑥→2+

𝑥 − 2
𝑥 + 2

=
2 − 2

2+ + 2
=

0
4 + 2

= 0

(پ lim
𝑥→𝑎+

𝑥𝑛 = 𝑎𝑛

(ت lim
𝑥→1−

𝑥 − 𝑥

𝑥2 + 2
=

1 − 1−

12 + 2
=

1 − 0
1 + 2

=
1
3

کیعنی عددی؛ کمی کمتر از ی

دویعنی عددی؛ کمی بیشتر از

lim
𝑥→3

𝑥 𝑥 = lim
𝑥→3

𝑥 × lim
𝑥→3

𝑥 = 3 × 3 = 9

lim
𝑥→

1
2

4𝑥2 + 7

lim
𝑥→

1
2

1 − 𝑥
=

8
1
2

= 16lim
𝑥→

1
2

4𝑥2 + 7
1 − 𝑥

=
4 1

2
2

+ 7

1 −
1
2

=

lim
𝑥→

1
2

4𝑥2 + lim
𝑥→

1
2

7

lim
𝑥→

1
2

1 − lim
𝑥→

1
2

𝑥
(الف=

(ب

(ث
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.بیابیدرازیرحدهایمقدار:7سوال

(ب lim
𝑥→ 2+

𝑥2 𝑥 − 8
𝑥 − 2

=

lim
𝑥→−1

𝑥 + 1 2𝑥 − 1
3𝑥 𝑥 + 1

=

2 −1 2 + −1 − 1
3 −1 2 + 3 −1

=
0
0

−2 − 1
−3

= 1lim
𝑥→−1

2𝑥 − 1
3𝑥

=lim
𝑥→−1

2𝑥2 + 𝑥 − 1
3𝑥2 + 3𝑥

=

lim
𝑥→−1

2𝑥2 + 𝑥 − 1
3𝑥2 + 3𝑥

(الف=

.شوددر تجزیة یک عبارت وقتی ما یکی از عامل های ضربی را بشناسیم یافتن عامل دیگر خیلی راحت می

𝑥)در تجزیة صورت کسر؛ وقتی ما می دانیم یکی از عامل های ضربی  + است، عامل دیگر باید بتواند با ضرب (1

𝑥)در عامل اول یعنی  + 2𝑥پس عامل دیگر . را بسازد2𝑥2و -1؛ جملات (1 − .است1

8 − 8
2 − 2

=
0
0

2]در بازة  .است2برابر 𝑥جزء صحیح (3 ,

lim
𝑥→ 2+

𝑥2 𝑥 − 8
𝑥 − 2

= lim
𝑥→ 2+

2𝑥2 − 8
𝑥 − 2

= lim
𝑥→ 2+

2 𝑥 − 2 𝑥 + 2
𝑥 − 2

= lim
𝑥→ 2+

2 𝑥 + 2 = 2 2 + 2 = 8
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.مقدار حدود زیر را به دست آورید:8سوال 

lim
𝑥→

π
6

2cos2 𝑥 − lim
𝑥→

π
6

sin 𝑥 =

2
3

2

2

−
1
2

=
3
2

−
1
2

= 1

2cos2 π

6
− sin

π

6
=

(پ lim
𝑥→−𝜋

𝜋 cos 𝑥

𝑥
=

(ت lim
𝑥→

π
3

sin 𝑥

cos 𝑥
=

lim
𝑥→−𝜋

𝜋 cos 𝑥

lim
𝑥→−𝜋

𝑥
=

𝜋 cos −𝜋

−𝜋
=

−𝜋

−𝜋
= 1

lim
𝑥→

π
3

sin 𝑥

lim
𝑥→

π
3

cos 𝑥
=

sin
𝜋
3

cos
𝜋
3

=

3
2
1
2

= 3

(ب lim
𝑥→ 0+

(cos 𝑥 − sin 𝑥) = cos 0 − sin 0 = 1 − 0 = 1

lim
𝑥→

π
6

(2cos2 𝑥 − sin 𝑥) (الف=
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limکهطوریبهباشد،تابعیک𝑓کهکنیدفرض:9سوال
𝑥→1

𝑓 𝑥 = limو3
𝑥→2

𝑓 𝑥 = 3.

است؟3ثابتتابعحتما𝑓کهگفتتوانمیآیا

𝑓 𝑥

𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 + 2 , 𝑥 ≤ 1
3 , 𝑥 > 1

.کنیممیارائهنقضیمثالخیر،

.استبازپاسخمسئلهاین
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lim:اشیمرا به گونه ای تعریف کنید که داشته ب𝑔تابع :10سوال 
𝑥→2

𝑔(𝑥)

𝑥2 − 1
= 4

lim
𝑥→2

𝑔(𝑥)

𝑥2 − 1
= 4 →

lim
𝑥→2

𝑔(𝑥)

lim
𝑥→2

𝑥2 − 1
= 4 → lim

𝑥→2
𝑔(𝑥) = 4 lim

𝑥→2
𝑥2 − 1

→ lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) = 4 22 − 1 → lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) = 12

:نمودتعریفگونهاینتوانمیرا𝑔تابع

.استبازپاسخمسئلهاین

𝑔(𝑥) = 5𝑥 + 2𝑔(𝑥) = 10𝑥 − 2 ...یاای
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limاگردهیدنشان:11سوال
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝐿آنگاهlim
𝑥→𝑎

(𝑓 𝑥 − 𝐿) = 0.

است؟برقرارنیزمطلباینعکسآیا

lim
𝑥→𝑎

(𝑓 𝑥 − 𝐿) = lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − lim
𝑥→𝑎

𝐿 = 𝐿 − 𝐿 = 0

.استدرستنیزقضیهاینعکس

lim
𝑥→𝑎

(𝑓 𝑥 − 𝐿) = 0 → lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 − lim
𝑥→𝑎

𝐿 = 0 → lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→𝑎

𝐿

→ lim
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝐿

lim:داریمبنابراین
𝑥→𝑎

𝑓 𝑥 = 𝐿اگرتنهاواگرlim
𝑥→𝑎

(𝑓 𝑥 − 𝐿) = 0.
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.بیابیدرازیرحدهایمقدارنمودارها،ازاستفادهبا.اندشدهرسم𝑔و𝑓توابعنمودارزیرشکلدر:12سوال

lim
𝑥→ −2

2𝑔 𝑥 − 𝑓 𝑥 (الف=

(ب lim
𝑥→ 0

𝑔 𝑥

𝑓 𝑥
=

lim
𝑥→ −3

− 3 𝑔 𝑥 (پ=

lim
𝑥→ 2

3 8𝑔 𝑥 (ت=

2 lim
𝑥→−2

𝑔(𝑥) − lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥) = 2 2 − 0 = 4

lim
𝑥→ 0+

𝑔 𝑥

lim
𝑥→ 0+

𝑓 𝑥
=

0
1

= 0

−3 lim
𝑥→ −3

𝑔 𝑥 = −3 1 = −3−3 lim
𝑥→ −3

𝑔 𝑥 =

lim
𝑥→ 2

3 8 × lim
𝑥→ 2

3
𝑔 𝑥 = 2 lim

𝑥→ 2

3
𝑔 𝑥 = 23 3

lim
𝑥→ 0−

𝑔 𝑥

lim
𝑥→ 0−

𝑓 𝑥
=

0
−1

= 00
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𝑥در نقطه 𝑓(𝑥)در صورتی که تابع :13سوال  = آنگاهحد داشته باشد و 1

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)را تعیین کنید.

lim
𝑥→1

2𝑓 𝑥 − 1
𝑓 𝑥 + 1

= 5

lim
𝑥→1

2𝑓 𝑥 − 1
𝑓 𝑥 + 1

= 5 →
lim
𝑥→1

2𝑓 𝑥 − 1

lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 + 1
= 5 →

2 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 − 1

lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 + 1
= 5

→ 2 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 − 1 = 5 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 + 5 → 2 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 − 5 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = 5 + 1

→ −3 lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = 6

→ lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 = −2

.طرفین وسطین می کنیم



53

𝑓 𝑥 = ൞

𝑥2 + 𝑥

𝑥
𝑥 < −1

3𝑥 + 𝑏 𝑥 > −1

𝑥را طوری تعیین کنید که تابع زیر در 𝑏مقدار  :14سوال  = .حد داشته باشد1−

lim
𝑥→−1−

𝑥2 + 𝑥

𝑥
= lim

𝑥→−1−

−1 2 + −1 −

−1
= lim

𝑥→−2+

1 + −2
1

= −1

lim
𝑥→−1+

3𝑥 + 𝑏 = 3 −1 + 𝑏 = −3 + 𝑏

𝑥در 𝑓تابع  = 𝑥حد دارد در نتیجه حد چپ و راست آن در 2− = :پس داریم. با هم برابر است2−

−1 = −3 + 𝑏 → 𝑏 = −1 + 3 → 𝑏 = 2

lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) =
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𝑓 𝑥 = ൞

𝑥 + 2
𝑥 + 2

𝑥 ≥ −2

2 𝑥 − 𝑎 𝑥 < −2

𝑥را چنان بیابید که تابع زیر در 𝑎مقدار  :15سوال  = .حد داشته باشد2−

lim
𝑥→−2+

𝑥 + 2
𝑥 + 2

= lim
𝑥→−2+

𝑥 + 2
𝑥 + 2

= lim
𝑥→−2+

1 = 1

lim
𝑥→−2−

2 𝑥 − 𝑎 = 2 −2 − − 𝑎 = 2 −3 − 𝑎 = −6 − 𝑎

𝑥در 𝑓تابع  = 𝑥حد دارد در نتیجه حد چپ و راست آن در 2− = :پس داریم. با هم برابر است2−

1 = −6 − 𝑎 → 𝑎 = −6 − 1 → 𝑎 = −7

lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) =
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𝑓اگر تابع  :16سوال  𝑥 = ቐ
𝑥2 + 𝑥 𝑥 > 2

𝑎𝑥 + 𝑏 𝑥 < 2
𝑥در   = باشد، آنگاه نشان دهید حد داشته 2

ℎتابع    𝑥 = ቐ
6 − 2𝑎[𝑥] 𝑥 > 1

𝑏𝑥 𝑥 ≤ 1
𝑥در   = .دارای حد است1

𝑥در 𝑓تابع  = 𝑥حد دارد در نتیجه حد چپ و راست آن در 2 = :پس داریم. با هم برابرند2

lim
𝑥→2−

(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎 2 + 𝑏 = 2𝑎 + 𝑏

lim
𝑥→2+

(𝑥2 + 𝑥) = 2 2 + 2 = 6
→ 2𝑎 + 𝑏 = 6 → 𝑏 = 6 − 2𝑎

𝑥در ℎنشان می دهیم حد چپ و راست تابع  = .با هم برابرند1

lim
𝑥→1+

(6 − 2𝑎[𝑥]) = 6 − 2𝑎 1 = 6 − 2𝑎 = 𝑏

lim
𝑥→1−

(𝑏𝑥) = 𝑏(1) = 𝑏

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→1+

ℎ(𝑥) =

lim
𝑥→1−

ℎ(𝑥) =
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