
سال دوازدهم رشته ریاضی و فیزیک3درسنامه هندسه 

تهییه و تنظیم علی پدرام سرگروه ریاضی منطقه اهر



درسنامه فصل اول

.ده استآرایشی مستطیلی از اعداد حقیقی است،که از تعدادی سطر و ستون تشکیل ش: تعریف ماتریس
.هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را درایة آن ماتریس گویند: تعریف درایه

𝐴ماتریس ها را معمولا با حروف بزرگ انگلیسی مانند( 1نکتة  ,𝐵,𝐶,…نشان می دهیم.
.تعداد سطر و ستون یک ماتریس را مرتبه ماتریس گویند: تعریف مرتبه ماتریس

𝑚ستون داشته باشد،به صورت 𝑛سطر و 𝑚اگر ماتریسی ( 2نکتة × 𝑛نمایش می دهیم.
.ام قرار دارد𝑗و ستون ام 𝑖یعنی درایه ی که در سطر 𝑎𝑖𝑗منظور از ( 3نکتة

=Aاگر  : مثال
2 −4
3 1
0 12

. مرتبه ماتریس را بنویسید(الف. باشد

2:جواب × بنویسیمنیزمی توانیم 𝐴3×2یا به صورت 3

𝑎12.  ... درایه های زیر را مشخص کنید(ب 𝑎32و = = .(است-4برابر 𝑎12و جواب 12برابر 𝑎32جواب )⋯



اگر ماتریس : تمرین𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 3×3
𝑎𝑖𝑗با شرایط  = ൞

𝑖 + 𝑗 𝑖 > 𝑗
4 𝑖 = 𝑗

𝑗2 𝑖<𝑗
را با درایه های آن 𝐴ماتریس 

.بنویسید

ماتریس : حل𝐴  به صورت𝐴 =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

زیر می باشد، در جای که شماره سطر و 

𝑎11)نویسیم می 4با هم برابرند عدد ستون  = 4,𝑎22 = 4,𝑎33 = در جا های که شماره سطر از ستون ( 4
کنیمبیشتر باشد، سطر و ستون را با هم جمع می 

(𝑎21 = 3 𝑎31 = 4 𝑎32 = و در جاهای که شماره سطر از ستون کمتر است، ( 5

𝐴:  به صورت زیر می باشد𝐴پس بنابراین ماتریس . می رسانیم2ستون را به توان شماره  =
4 4 9
3 4 9
4 5 4



خاصماتریسچند:
ریسماتراماتریسآنبرابرباشند،ماتریسیکهایستونوسطرهاتعداداگر:مربعیماتریستعریف(الف

.گویندمربعی

اگر:نکته𝐴مرتبةازماتریسی𝑛 × 𝑛،مرتبةازمربعیماتریسراآناصطلاحاًباشد𝑛بامعمولاًونامندمی
𝐴𝑛دهندمینمایش

رابربهاآنستونوسطرشمارهکههاییدرایهمربعی،ماتریسهردر:مربعیماتریسدراصلیقطرتعریف
𝑎𝑖𝑖صورتهبکههاییدرایهتماممربعی،ماتریسیکدردیگربیانبهدهند؛میتشکیلرااصلیقطرباشند،
.دارندقراراصلیقطررویهستند

راماتریسفرعیقطردارند،قراراصلیقطربرعمودقطررویکههاییدرایهمربعی،ماتریسیکدر:نکته
.دهندمیتشکیل

اگر : نکته𝑎𝑖𝑗 روی قطر فرعی یک ماتریس𝑛 × 𝑛 باشد،آن گاه𝑖 + 𝑗 = 𝑛 + 1.



𝑛در یک ماتریس از مرتبة : مثال × 𝑛، درایه𝑎𝑖𝑗مرتبة ماتریس . هم روی قطر اصلی و هم روی قطر فرعی است
.کنیدپیدا 𝑖را بر حسب 

𝑖پساست،اصلیقطرروی𝑎𝑖𝑗چون:جواب = 𝑗چونو𝑎𝑖𝑗بالانکتهبربنادارد،قرارهمفرعیقطرروی
𝑖:باشیمداشتهباید + 𝑗 = 𝑛 + :داریمرابطهدوایناز.استماتریسمرتبه𝑛آندرکه1

𝑖 + 𝑗 = 𝑛 + 1 → 𝑖 + 𝑖 = 𝑛 + 1 → 𝑛 = 2𝑖 − 1



ماتریسی که فقط یک سطر داشته باشد ماتریس سطری گویند: تعریف ماتریس سطری( ب.
𝐴1×𝑛= 𝑎11 𝑎12 𝑎13…𝑎1𝑛

ماتریسی که فقط یک ستون داشته باشد، ماتریس ستونی نامند: تعریف ماتریس ستونی( پ .𝐴𝑛×1 =

𝑎11
𝑎21
⋮

𝑎𝑛1
اتریس ماتریس مربعی که تمام درایه های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند، م: تعریف ماتریس قطری( ج

مخالف توجه داشته باشیم که درایه های روی قطر اصلی می توانند صفر باشند و می توانند.)قطری می نامند
.در زیر چند ماتریس قطری نشان داده شده است(صفر باشند

A= 5 𝐵 =
−3 0
0 0

,
1 0 0
0 5 0
0 0 4

اتریس را اگر در یک ماتریس قطری تمام درایه های روی قطر اصلی برابر باشند، آن م: تعریف ماتریس اسکالر( د
. ماتریس های مقابل اسکالر هستند. اسکالر گویند

A= 4 𝐵 =
7 0
0 7

, 𝐶 =
𝑘 0 0
0 𝑘 0
0 0 𝑘



اسکالر نیست ، اسکالر ،قطری:  جواب

عبارت زیر، جاهای خالی را با واژه های مناسب پر کنید تا گزاره ای درست حاصل شوددر : تمرین.
است.........یک ماتریس........ولی هر ماتریس......هر ماتریس قطری یک ماتریس.

.نامندمیصفرماتریسباشند،صفرآنهایدرایهتمامکهماتریسی:صفرماتریستعریف(ه
𝑛مرتبهازصفرماتریسمعمولاً × 𝑝نمادبارا−

𝑜میدهیمنشان.

:مثال
−
𝑜1×3

= 0 0 0
−

𝑜3×2
=

0 0
0 0
0 0



تساوی دو ماتریس:
:دو ماتریس زمانی مساوی هستند که هر دو شرایط زیر را داشته باشند

1 )دو ماتریس هم مرتبه باشند.
2 )تمام درایه های نظیردر دو ماتریس برابر باشند.

=Aبا توجه به تعریف فوق می توان گفت اگر   𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
=Bو  𝑏𝑖𝑗 𝑘×𝑡

:، آن گاه زمانی این دو ماتریس برابرند که

൞

𝑘 = 𝑛
𝑡 = 𝑝

∀𝑖 , 𝑗: 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗

مقادیر : مثال𝑥 ,𝑦 ,𝑧 را طوری به دست آورید که دو ماتریس

𝐴 =
5 𝑥 + 2
2 𝑧 + 1

,𝐵 =
𝑥 + 2𝑦 1

2 𝑥2 + 1

س باید اکنون باید شرط دوم برقرار باشد، پ. هستند،پس شرط اول تساوی دو ماتریس بر قرار است2×2هر دو ماتریس از مرتبة: حل
:  داشته باشیم

ቐ
𝑥 + 2 = 1 → 𝑥 = −1
𝑥 + 2𝑦 = 5 → −1 + 2𝑦 = 5 → 𝑦 = 3

𝑧 + 1 = 𝑥2 + 1 → 𝑧 = 1



مرتبه،همماتریسدومجموعوباشندمرتبههمهستند،کهجمعقابلوقتیماتریسدو:هاماتریسجمع
.باشدمیماتریسدوآنازنظیردرایةدوجمعحاصلآن،درایةهرواستمرتبههمانازماتریسی

𝐴پس اگر  = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
𝐵و  = 𝑏𝑖𝑗 𝑘×𝑡

𝐶و  = 𝐴 + 𝐵 ، آن گاه𝐶 = 𝑐𝑖𝑗 𝑚×𝑛
:طوری که

∀𝑖, 𝑗: 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗

اگر: مثال𝐴 =
1 −

1

4

5 3
𝐵و  =

7 −2
−3 8

𝐴، آن گاه حاصل  + 𝐵را پیدا کنید.

2)هستندچون هر دو ماتریس هم مرتبه : جواب × :جمع پذیرند؛ بنا بر تعریف جمع دو ماتریس داریمپس (2

𝐴 + 𝐵 = 1 −
1

4
5 3

+
7 −2
−3 8

= 8 −
9

4
2 11



ماتریسیکدرحقیقیعددیکضرب:
اگر𝑟وحقیقیعددیک𝐴مرتبةازماتریسی𝑛 × 𝑝حاصلباشد𝑟.𝐴مرتبهازماتریسیک

𝑛 × 𝑝آندرایةهرکهاست𝑟ماتریسازنظیردرایةبرابر𝐴ضرببرایدیگربیانبهباشد؛می
ربضماتریسهایدرایهتکتکدرراعددآناست،کافیماتریسیکدرحقیقیعددیککردن
.کنیم

دهیمنشانماتریسیکدرحقیقیعددیکضربزیرصورتبهتوانیممیریاضیزبانبه

∀𝑟 ∈ 𝑅,𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
𝑟.𝐴:داریم = 𝑟.𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝

اگر:مثال𝐴 =
4 9 1
0 3 2

𝐵و =
1 3 −5
7 2 10

3𝐴حاصل، + 5𝐵آوریددستبهرا.


12 27 3
0 9 6

+
5 15 −25
35 10 50

==3𝐴 + 5𝐵 = 3× 4 9 1
0 3 2

+ 5 ×
1 3 −5
7 2 10

=
12 + 5 24 + 15 3 + −25
0 + 35 9 + 10 6 + 50

=
17 39 −22
35 19 56



.مثال بزیند که مجموع آن ها ماتریس صفر باشد3×2دو ماتریس : تمرین

قرینة یک ماتریس:

واقعرد.شودمینامیدهاولیهماتریسقرینةحاصل،ماتریسکنیم،قرینهراماتریسیکهایدرایهتماماگر
(1−)ماتریسهمان𝐴ماتریسقرینة × 𝐴نمادباکهاست–𝐴شودمیدادهنمایش.

استمرتبههمانازصفرماتریسبرابرماتریس،همانقرینةباماتریسهرجمعحاصل:نکته.



ویژگی های جمع ماتریس ها و ضرب عدد در ماتریس:

 اگر𝐴,𝐵 ,𝐶 سه ماتریس از مرتبة𝑛 × 𝑝 و𝑟 ,𝑠دو عدد حقیقی باشند، آن گاه ویژگی های زیر بر قرار هستند:

1)𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴(جابه جایی  جمع دو ماتریس)

2)𝐴 + (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) + 𝐶(شرکت پذیری عمل جمع در ماتریس)

3)𝐴 +
−
𝑂 =

−
𝑂 + 𝐴 = 𝐴(وجود عضو بی اثر یا عضو خنثی در عمل جمع ماتریس)

4)𝐴 + (−𝐴) = (−𝐴) + 𝐴 =
−
𝑂(وجود عضو قرینه در عمل جمع ماتریس)

5)𝑟. 𝐴 + 𝐵 = 𝑟.𝐴 + 𝑟.𝐵(توزیع پذیری ضرب عدد در جمع ماتریس)

6)(𝑟 + 𝑠).𝐴 = 𝑟.𝐴 + 𝑠.𝐴( ماتریستوزیع پذیری ضرب عدد در جمع)

7)اگر𝑟 ≠ 𝑟.𝐴باشد،آن گاه 0 = 𝑟.𝐵 ↔ 𝐴 = 𝐵(حذف ضرب عدد در ماتریس)



: تمرین
𝐴کنید اگر ثابت  و 𝐵  دو ماتریس هم مرتبه باشند، آن گاه داریم؛𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴

: اثبات

𝐴کنیم فرض  = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
𝐵و  = 𝑏𝑖𝑗 𝑛×𝑝

:بنا به تعریف جمع دو ماتریس هم مرتبه داریم، 

𝐴 + 𝐵 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
+ 𝑏𝑖𝑗 𝑛×𝑝

= 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑛×𝑝
= 𝑏𝑖𝑗 + 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝

= 𝑏𝑖𝑗 𝑛×𝑝
+ 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝

= 𝐵 + 𝐴



ضرب دو ماتریس
اگر(الف𝐴1مرتبةازسطریماتریس × 𝑛و𝐵مرتبةازستونیماتریس𝑛 × گاهآنباشد،1

𝐴ضرب × 𝐵1مرتبةازماتریسیآنحاصلواستپذیرتعریف × یکبامعادلکهباشدمی1
𝐴ضربحاصلکردنپیدابرای.استحقیقیعدد × 𝐵ماتریسازدرایههر𝐴مانند𝑎1𝑖دررا

.آوریممیدستبهراهاضربحاصلاینمجموعوکنیممیضرب𝐵ماتریساز𝑏1𝑖درایة

اگر : مثال𝐴 = −3 5 𝐵و 2− =
1
−2
8

𝐴باشد حاصل  × 𝐵را حساب کنید.

𝐴 × 𝐵 = −3 5 −2 ×
1
−2
8

= −3 × 1 + 5 × −2 + −2 × 8 1×1 = −29 1×1 = −29



ماتریسدرماتریسضرب(ب:

اگر𝐴 و 𝐵ماتریسشرطیبهگاهآنباشند،ماتریسدو𝐴 × 𝐵هایستونتعدادکه(داردوجود)پذیرتعریف
𝑛مرتبةاز𝐴اگریعنیباشند؛برابر𝐵ماتریسسطرهایتعدادبا𝐴ماتریس × 𝑝،بایدباشد𝐵مرتبةاز
𝑝 ×𝑚مرتبةازماتریسیهاآنضربحاصلوباشد𝑛 × 𝑚اگرپس.بودخواهد:

𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑝
𝐵و = 𝑏𝑖𝑗 𝑝×𝑚

𝐶و = 𝐴 × 𝐵،گاهآنC= 𝑐𝑖𝑗 𝑛×𝑚
.

اگر:مثال𝐴 =
4 1 5
3 2 0
7 1 8

𝐵و =
1 4
2 9
5 3

𝐴ماتریسآیاباشد، × 𝐵مثبتجواباگردارد؟وجود

.کنیدپیداراضربحاصلماتریساست،

استدومماتریسهایسطرتعدادبرابراولماتریسهایستونتعدادچونبله،:حل.

𝐴 × 𝐵 =
4 1 5
3 2 0
7 1 8

×
1 4
2 9
5 3

=
4 × 1 + 1 × 2 + 5 × 5 4 × 4 + 1 × 9 + 5 × 3
3 × 1 + 2 × 2 + 0 × 5 3 × 4 + 2 × 9 + 0 × 3
7 × 1 + 1 × 2 + 8 × 5 7 × 4 + 1 × 9 + 8 × 3

=
31 40
7 30
49 61



دو ماتریس تعویض پذیر:
اگر𝐴 و 𝐵کهطوریبهباشنددلخواهماتریسدو𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴،پذیرتعویضراماتریسدواینگاهآن

(باشندمرتبههمومربعیماتریسدوهر).نامند

اگر:مثال𝐴 =
11 3
4 1

𝐴کهکنیدپیداچنان𝐵مانندماتریسیگاهآن × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴باشد.

ماتریس:حل𝐵بامرتبههمباید𝐴کنیمفرضپس.باشد𝐵 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝑎مقادیرباید ,𝑏 ,𝑐 ,𝑑حسابرا
𝐴منظوراینبرای.کنیم × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴دهیممیقرار.

𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 →
11 3
4 1

×
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

=
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

×
11 3
4 1

→
11𝑎 + 3𝑐 11𝑏 + 3𝑑
4𝑎 + 𝑐 4𝑏 + 𝑑

=
11𝑎 + 4𝑏 3𝑎 + 𝑏
11𝑐 + 4𝑑 3𝑐 + 𝑑

داریمماتریسدوتساویبربنا:

11𝑎 + 3𝑐 = 11𝑎 + 4𝑏 → 𝑐 =
4

3
𝑏

11𝑏 + 3𝑑 = 3𝑎 + 𝑏 → 10𝑏 = 3 𝑎 − 𝑑
4𝑎 + 𝑐 = 11𝑐 + 4𝑑 → 10𝑐 = 4(𝑎 − 𝑑)

4𝑏 + 𝑑 = 3𝑐 + 𝑑 → 𝑐 =
4

3
𝑏



(: ماتریس همانی)تعریف ماتریس واحد

باشند، ماتریس واحد1یک ماتریس اسکالر را که تمام درایه های واقع بر قطر اصلی آن 

𝐼2:  مانند. نشان می دهندIمی نامند، و با  =
1 0
0 1

, 𝐼3 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

استکافیپس𝑐 =
4

3
𝑏 ,𝑎 − 𝑏 =

10

3
𝑏مثالعنوانبهنتیجهدرباشد𝑏 = 𝑐گاهآن6 = 8

𝑎و − 𝑑 = 𝑎اگرنتیجهدر.20 = 𝑑کنیمانتخاب5 = هاماتریسازیکیبنابراین15−

𝐵 =
5 6
8 −15

هرازایبهکهباشید،داشتهتوجه𝑎 و 𝑏برایمقداریک𝑐 ,𝑑بینتیجهدرو.آیدمیدستبه
.یافتتوانمی𝐵مانندماتریسشمار

اشدبصفرماتریس،دوآنازیکیکهنداردلزومیشود،صفرماتریسدوضربحاصلاگر:نکته



هاماتریسضربعملهایویزگی:
1)نیستجاییبهجاخاصیتدارایهاماتریسضربکلیحالتدر.

2)اگر𝐴ماتریس𝑛 × 𝑛و𝐼داریمگاهآنباشد،مرتبههمانازواحدماتریس:
𝐴 × 𝐼 = 𝐼 × 𝐴 = 𝐴

3)اگریعنیدارد،پذیریتوزیعخاصیتماتریس،دوجمعحاصلدرهاماتریسضرب𝐴ماتریسی
𝑛مرتبهاز × 𝑝و𝐵 و 𝐶مرتبةازهایماتریس𝑝 × 𝑘،استبرقرارزیررابطةگاهآنباشند.

 𝐴 × 𝐵 + 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 + 𝐴 × 𝐶 ( چپازپذیرییعزتو )

 𝐵 + 𝐶 × 𝐴 = 𝐵 × 𝐴 + 𝐶 × 𝐴

4)اگریعنیاست،پذیریشرکتخاصیتدارایهاماتریسضربعمل𝐴مرتبهازماتریسی𝑛 × 𝑝
𝑝مرتبةاز𝐵و × 𝑘و𝐶مرتبةاز𝑘 ×𝑚،استبرقرارمقابلرابطةگاهآنباشد:

𝐴 × 𝐵 × 𝐶 = 𝐴 × 𝐵 × 𝐶



(22پایان درس اول از هندسه دوازدهم تا صفحة )

توان های طبیعی یک ماتریس مربعی:
 اگر𝐴 یک ماتریس مربعی باشد، آن گاه𝐴2 = 𝐴 × 𝐴 و𝐴3 = 𝐴2 × 𝐴 = 𝐴 × 𝐴2 حالت کلی در ... و

𝐴𝑛، عددی طبیعی باشد، آن گاه  𝑛اگر  = 𝐴𝑛−1 × 𝐴 = 𝐴 × 𝐴𝑛−1.

اگر : مثال𝐴 =
2 −1
1 0

.را محاسبه کنید𝐴100، آن گاه حاصل ماتریس 

حل          :𝐴2 = A × A =
2 −1
1 0

×
2 −1
1 0

=
3 −2
2 −1

=
2 + 1 −2
2 −2 + 1

𝐴3 = 𝐴2 × 𝐴 =
3 −2
2 −1

×
2 −1
1 0

=
4 −3
3 −2

=
3 + 1 −3
3 −3 + 1

𝐴4 = 𝐴3 × 𝐴 =
4 −3
3 −2

×
2 −1
1 0

=
5 −4
4 −3

=
4 + 1 −4
4 −4 + 1

 با توجه به حاصل ضرب سه ماتریس بالا می توان با استدلال استقرایی حدس زد، که𝐴100

=
100 + 1 −100
100 −100 + 1

=
101 −100
100 −99



وارون ماتریس های مربعی

درس دوم

درس نامه



اگر : تعریف وارون یک ماتریس مربعی𝐴 مانند چه ماتریسی یک ماتریس مربعی باشد، چنان𝐵 وجود
𝐴داشته باشد طوری که  × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴 = 𝐼 آن گاه ،𝐵 را وارون𝐴 می نامند و آن با نماد𝐴−1

.نشان می دهند

نشان دهید وارون ماتریس : مثال𝐴 =
2 1
3 2

𝐵به صورت  =
2 −1
−3 2

.است

 پاسخ  :
 ماتریس های𝐴.𝐵 و 𝐵.𝐴را حساب می کنیم  .

𝐴.𝐵 =
2 1
3 2

×
2 −1
−3 2

=
2 × 2 + 1 × −3 2 × −1 + 1 × 2
3 × 2 + 2 × −3 3 × −1 + 2 × 2

=
1 0
0 1

= 𝐼

𝐵.𝐴 =
2 −1
−3 2

×
2 1
3 2

=
2 × 2 + −1 × 3 2 × 1 + −1 × 2
−3 × 2 + 2 × 3 −3 × 1 + 2 × 2

=
1 0
0 1

= 𝐼

 چون𝐴.𝐵 = 𝐵.𝐴 = 𝐼پس بنا به تعریف، دو ماتریس ،𝐴 و 𝐵وارون یکدیگر هستند  .



𝐴𝐵کنید اگر ثابت : تمرین = 𝐼، گاه آن𝐵𝐴 = 𝐼

𝐴𝐵مسئلهگفتهبهبناچون:حل = 𝐼درچپسمتازرارابطهطرفین𝐵پسکنیم،میضرب
:داریمبنابراین

𝐴𝐵 = 𝐼 → 𝐵 𝐴𝐵 = 𝐵𝐼 → 𝐵𝐴 𝐵 = 𝐵ماتریسضربحاصلچون𝐵𝐴ماتریسدر
𝐵،بابرابر𝐵پساست،شده𝐵𝐴یعنیاست؛ضربعملاثربیعضو𝐵𝐴 = 𝐼.



2ماتریسیکوارونکردنپیدابرای:نکته × 𝐵مانندماتریسیبایدوجودصورتدر𝐴مانند2 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝐴𝐵کهکنیم،پیداچنان = 𝐼،صورتایندر𝐵وارون𝐴بودخواهد.

اگر:مثال𝐴=
3 5
1 2

.کنیدپیداراآنوارونماتریسگاهآن

اگر:حل𝐵 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝐴𝐵باشیمداشتهو = 𝐼،گاهآن𝐵ماتریسوارون𝐴،داریمپساست:

𝐴𝐵=
3 5
1 2

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

= 𝐼 →
3𝑎 + 5𝑐 3𝑏 + 5𝑑
𝑎 + 2𝑐 𝑏 + 2𝑑

=
1 0
0 1

ቊ:شودمینتیجهماتریس،دوتساویبهتوجهبا
3𝑎 + 5𝑐 = 1
𝑎 + 2𝑐 = 0

دستگاهحلاز

𝑎مجهولیدویمعادلهدو = 𝑐و2 = .آیدمیدستبه1−

𝑏همچین = 3𝑏و5− + 5𝑑 = 0
𝑏 + 2𝑑 = 1

→ 𝑑 = 𝐵بنابراینپس3 =
2 −5
−1 3

𝐴−1نتیجهدرو =
2 −5
−1 3

.



تمرین

.ثابت کنید اگر ماتریسی وارون پذیر باشد وارون آن منحصر به فرد است

های آن باشند وارون 𝐶و 𝐵وارون پذیر باشد ولی دو ماتریس متمایز 𝐴فرض کنیم ماتریس ( به کمک برهان خلف: )اثبات
(  فرض خلف)

𝐴𝐵است پس در نتیجه 𝐴وارون 𝐵چون(     1) = 𝐵𝐴 = 𝐼
𝐴𝐶است پس در نتیجه 𝐴وارون 𝐶چون(   2) = 𝐶𝐴 = 𝐼

𝐶 = 𝐶𝐼 ضرب عمل اثر بی عضو = 𝐶 𝐴𝐵

1 بنابر = 𝐶𝐴 𝐵 ها ماتریس ضرب پذیری شرکت = 𝐼𝐵 2 بنابر = 𝐵 ضرب عمل اثر بی عضو

متمایز باشند، پس فرض خلف، باطل است؛ یعنی وارون یک ماتریس ، در𝐶و 𝐵تناقض است؛ زیرا فرض کرده بودیم واین 
صورت وجود منحصر به فرد است



𝐴آیا ماتریس : مثال =
3 4
−1 −2

.وارون پذیر است؟ چرا؟ اگر جواب مثبت است، وارون آن را پیدا کنید

𝐴چون  = 3 × −2 − −1 × 4 = −6 + 4 = −2 ≠ 0

𝐴−1:  پس بر طبق نتیجه بالا داریم. پس وارون پذیر است =
1

−2

−2 −4
1 3

=
1 2
−1

2

−3

2

ماتریسدر:نکته𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

𝑎𝑑عبارت، − 𝑏𝑐نمادباراآنونامندمیماتریسدترمینانرا

𝐴دهندمینمایش.
2ماتریسدترمیناناگر:مهمنتیجه × برای.استپذیروارون،ماتریسگاهآنباشد،صفرمخالف2

بدونرافرعیقطرهایدرایهوکنیممیعوضرااصلیقطرهایدرایهجایآن،وارونکردنپیدا

درراحاصلوکنیممیقرینهجا،تغییر
1

𝐴
:یعنیکنیم؛میضرب

𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

−1

=
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

ماتریساگر دترمینان : تذکر𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

.   برابر صفر باشد، آن گاه این ماتریس وارون پذیر نیست



 (دو مجهولیدو معادله )حل دستگاه معادلات

.یکی از کاربردهای مهم ماتریس و ماتریس های وارون حل دستگاه دو معادلة دو مجهولی است

ቊدستگاه 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐
𝑎´𝑥 + 𝑏´𝑦 = 𝑐´

:را در نظر می گیریم و ماتریس های زیر را از روی دستگاه تعریف می کنیم

𝑋 =
𝑥
𝑦 معلوم مقادیر ماتریس 𝐵 =

𝑐
𝑐´

𝐴ماتریس مجهولات =
𝑎 𝑏
𝑎´ 𝑏´

ضرایبماتریس 

𝐴𝑋نشان می دهیم اکنون  = 𝐵همان دستگاه است، زیرا:

𝐴𝑋 = 𝐵 →
𝑎 𝑏
𝑎´ 𝑏´

𝑥
𝑦 =

𝑐
𝑐´

→
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦
𝑎´𝑥 + 𝑏´𝑦

=
𝑐
𝑐´

ቊ:   به تساوی دو ماتریس هم مرتبه، نتیجه می شودبنا 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐
𝑎´𝑥 + 𝑏´𝑦 = 𝑐´

که همان دستگاه 

𝐴𝑋عبارت  . استنظر مورد  = 𝐵را نمایش ماتریسی دستگاه معادلات می نامند.



ماتریسکمکبهمجهولیدویمعادلهدودستگاهحلروش:

𝐴𝑋صورتبهرادستگاهماتریسینمایشابتدا = 𝐵ماتریسدترمیناناگر.نویسیممی𝐴نباشد،صفر
ماتریسینمایشطرفدوهربهچپطرفازوکردهحسابراآنوارون.استپذیروارون𝐴ماتریس

:داشتخواهیمکنیم،میضرب

𝐴−1 𝐴𝑋 = 𝐴−1𝐵 → 𝐴−1𝐴 𝑋 = 𝐴−1𝐵 → 𝐼𝑋 = 𝐴−1𝐵 → 𝑋 = 𝐴−1𝐵

معلومرمقادیماتریسدرراضرایبماتریسواروناستکافیمجهولات،ماتریسکردنپیدابراییعنی
کنیمضرب



ቊدستگاه  : مثال
5𝑥 + 2𝑦 = 19
3𝑥 − 4𝑦 = 1

.کنیدبا استفاده از ماتریس وارون حل 

𝐴صورتبهدستگاهاینضرایبماتریس =
5 2
3 −4

𝑋آنمجهولاتماتریس، =
𝑥
𝑦معلوممقادیرماتریسو

𝐵آن =
19
1

𝐴𝑋صورتبهرادستگاهماتریسینمایشپس = 𝐵آنطرفینبایددستگاهاینحلبرای.باشدمی

𝑋نتیجهدرکنیم،ضرب𝐴−1درچپسمتازرا = 𝐴−1𝐵.
:و در نتیجه خواهیم داشت

𝑥
𝑦 =

1

−26
−76 − 2
−57 + 5

=
1

−26
−78
−52

=

−78

−26
−52

−26

→
𝑥
𝑦 =

3
2

→
𝑥 = 3
𝑦 = 2



تحلیل هندسی دستگاه معادلات

ر دو مجهولی، هر یک از معادلات آن نشانگر یک خط دمعادله توجه داشته باشیم که در یک دستگاه دو 
.دانیم دو خط در یک صفحه نسبت به هم سه حالت دارندمی . صفحه است

التحدرایندانیممیوداردوجودخطدورویمشترکنقطةیکفقطگاهآنباشند،متقاطعیکدیگرباخطدواگر-1
(باشدصفرمخالفضرایبماتریسدترمینان).داردمنحصربفردجوابیکدستگاه

تگاهدسحالتایندرونیستندمشترکاینقطهدارایخطدوگاهباشند،آنمتمایزوموازییکدیگرباخطدواگر-2
.نداردجواب

.داردجوابشماربیدستگاهحالتایندرودارندمشترکنقطهشماربیگاهآن،باشندمنطبقیکدیگربرخطدواگر-3



دستگاه : نکته :ቊ
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐
𝑎´𝑥 + 𝑏´𝑦 = 𝑐´

.را در نظر بگیرید

1- اگر
𝑎

𝑎´
=

𝑏

𝑏´
.آن گاه دستگاه دارای جواب منحصر بفرداست، 

(در واقع شیب های دو خط نابرابر هستند، در نتیجه دو خط در یک نقطه متقاطع اند).

2-اگر
𝑎

𝑎´
=

𝑏

𝑏´
=

𝑐

𝑐´
.گاه دو خط بر هم منطبق هستند و دستگاه بی شمار جواب دارد،آن 

3- اگر
𝑎

𝑎´
=

𝑏

𝑏´
≠

𝑐

𝑐´
، آن گاه دو خط باهم موازی و متمایزند و دستگاه جواب ندارد



دستگاهاگر:مثالቊ
3𝑥 − 5𝑦 = 3
2𝑥 +𝑚𝑦 = 7

میمقادیریچه𝑚گاهآنباشد،داشتهجوابیکفقط

؟باشدداشتهتواند

کیلتشدوخطکهداردفردبهمنحصرجوابیکزمانیمجهولی،دویدومعادلهدستگاهیک:پاسخ
پسد،باشصفرمخالفضرایب،ماتریسدترمینانکهاستزمانیاینوباشندمتقاطعآن،یدهنده

:باشیمداشتهباید

3 −5
2 𝑚

≠ 0 → 3𝑚 + 10 ≠ 0 → 𝑚 ≠ −
10

3

−جزءبهحقیقیعددهر𝑚اگرپس
10

3
.استبفردمنحصرجوابداریدستگاهباشد



دترمینان و کار بردهای آن

اتریسمآندترمینانکهدادنسبتحقیقیعددیکتوانمیمربعیماتریسهربه:دترمینانتعریف
.شودمینامیده

جملهازداد،خواهدمابهآنخواصوماتریسخودبهراجعمفیدیاطلاعاتماتریسیکدترمینان
حظهملاکهطورهمان.شودمیمشخصماتریسآندترمینانمقدارازماتریسیکپذیریوارون:اینکه
.شودمیاستفادهدترمینانازدستگاهبرایجوابوجودعدمیاوجوددربحثودستگاهحلدرشد،

میارکبهبرداردوتوسطآمدهپدیدالاضلاعمتوازیومثلثمساحتمحاسبةبرایهندسهدردترمینان
وآورددستبهرابردارسهازحاصلالسطوعمتوازیحجمتوانمی3×3ماتریسدترمینانکمکبه.رود
یمخواهکاربردهااینازتعدادیبهدرسایندرکهکرداستفادهبرداردوخارجیضربمحاسبهدرنیز

.پرداخت



اگر:1×1ماتریسدترمینانریفتع𝐴 = 𝑚 واست𝑚برابرآندترمینانگوییممیگاهآن،1×1
𝐴پسدهیم،مینشان𝐴نمادباراآن = 𝑚

ماتریس:2×2ماتریسدترمینانتعریف𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

کهماتریسایندترمینانبگیرید؛نظردررا

𝑎یا𝐴نمادبا 𝑏
𝑐 𝑑

مقابلصورتبهودهیممینشانdet(𝐴)یاو

𝑎𝑑:کنیممیتعریف − 𝑏𝑐=𝐴

ضربحاصلبااستبرابرعددآنکهدهیممینسبتحقیقیعددیک2×2ماتریسهربهیعنی
فرعیقطرهایدرایهضربحاصلمنهایاصلی،قطرهایدرایه

دترمینان ماتریس : مثال𝐵 =
1 5
4 −3

.را به دست آورید

1:  پاسخ 5
4 −3

= 1 × −3 − 4 × 5 = −23



 ماتریس  : 3×3تعریف دترمینان ماتریس𝐴 =

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

.را در نظر می گیریم

:دترمینان این ماتریس بر اساس سطر اول به صورت زیر تعریف می شود

𝐴 = 𝑎11 × −1 1+1
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

+ 𝑎12 × −1 1+2
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

+ 𝑎13 × −1 1+3
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

1−دررا𝑎1𝑗ماننداولسطرازدرایههریعنی 1+𝑗سطرحذفازحاصل2×2ماتریسدترمیناندرراآنسپسوکردهضرب
.کنیممیضربدارد،قرارآنرویدرایهکهستونیو

:اگر بخواهیم دترمینان را بر اساس ستون دوم پیدا کنیم، داریمحال 

𝐴 = 𝑎12 × −1 1+2
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

+ 𝑎22 × −1 2+2
𝑎11 𝑎13
𝑎31 𝑎33

+ 𝑎32 × −1 3+2
𝑎11 𝑎13
𝑎21 𝑎23

را براساس هر سطر یا هر ستون پیدا کنیم باید جواب یکسان3×3داشته باشیم که اگر دترمینان یک ماتریس توجه 
.باشد



ر را براساس هر سطر یا هر ستون به نتیجه ای یکسان خواهد رسید، ولی اگ3×3هر چند محاسبة یک ماتریس : نکته
سان تر می سطر یا ستونی تعداد درایه های صفر آن بیشتر باشد، محاسبه دترمینان بر اساس آن سطر یا ستون آ

.باشد

𝐴دترمینان ماتریس : 1مثال  =
1 2 3
4 0 5
6 0 7

.را پیدا کنید

چون ستون دوم دارای دو درایة صفر است، راحت تر آن است که دترمینان را بر حسب ستون دوم محاسبه : حل
.کنیم

𝐴 = 2 × −1 1+2 4 5
6 7

+ 0 + 0 = −2 × 28 − 30 = 4



اگر بدانیم  : 2مثال 
2 3 𝑎
1 2 4
3 1 3

=
𝑎 1
−1 5

.را پیداکنید𝑎آن گاه مقدار 

𝑎:  حل 1
−1 5

= 5𝑎 + :  بر اساس یکی از سطرها یا ستون ها پیدا می کنیم3×3،  حال دترمینان ماتریس 1

2 3 𝑎
1 2 4
3 1 3

= 2 × −1 1+1 ×
2 4
1 3

+ 3 × −1 1+2 ×
1 4
3 3

+ 𝑎 × −1 1+3 ×
1 2
3 1

= 2 × 6 − 4 − 3 × 3 − 12 + 𝑎 × 1 − 6 = −5𝑎 + 31

5𝑎−:   چون این دو دترمینان باید برابر باشند، پس داریم + 31 = 5𝑎 + 1

−10𝑎 = −30 → 𝑎 = 3



3×3روش ساروس برای محاسبه دترمینان ماتریس 

: است به ترتیب زیر می باشد3×3این روش که فقط برای محاسبة دترمینان ماتریس 

:    آن می نویسیمکنار دو ستون اول و دوم را به همین ترتیب بعد از ستون سوم : الف

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

𝑎 𝑏
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

درایه هایی که روی قطر اصلی هستند در هم ضرب می کنیم و هم چنین هر سه درایه ای را که روی خطی : ب
: موازی با قطر اصلی قرار دارند در یکدیگر ضرب و عددهای حاصل را با هم جمع جبری می کنیم

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

𝑎 𝑏
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

𝑀 = 𝑎𝑒𝑖 + 𝑏𝑓𝑔 + 𝑐𝑑ℎ



درایه هایی که روی قطر فرعی هستند در هم ضرب می کنیم و هم چنین هر سه درایه ای را که روی خطی : ج
:موازی با قطر فرعی قرار دارند در یکدیگر ضرب و عددهای حاصل را با هم جمع جبری می کنیم

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

𝑎 𝑏
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

𝑁 = 𝑐𝑒𝑔 + 𝑎𝑓ℎ + 𝑏𝑑𝑖

.کم می کنیم، عددی که به دست می آید دترمینان ماتریس است( ب)را از قسمت ( ج)حاصل قسمت : د

𝐴 = 𝑀 − 𝑁

𝐴دترمینان ماتریس : مثال =
2 3 4
−3 2 1
3 2 5

کنیدرا با روش ساروس محاسبه 

:پاسخ
2 3 4
−3 2 1
3 2 5

2 3
−3 2
3 2

𝐴 = 20 + 9 − 24 − 24 + 4 − 45 = 5 − −17 = 22



.  دترمینان هر ماتریس قطری، برابر است با حاصل ضرب درایه های روی قطر اصلی آن است: نکته ا 

ر باشند، صف( یا تمام درایه های بالای قطر اصلی آن)دترمینان ماتریسی که تمام درایه های زیر قطر اصلی آن : 2نکته
.برابر با حاصل ضرب درایه های واقع بر قطر اصلی آن است

پایان درس دوم

علی پدرام سر گروه ریاضی منطقه اهر: تهیه وتنظیم


