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  مفهوم حد و فرآيند هاي حدي : درس اول 

مفهوم منجر به شناخت دقيق رفتـار تـابع   اين آشنايي با  . ، يكي از مفاهيم اساسي در رياضيات است       مفهوم حد 

به همين جهت است اين مفهوم در بسياري از شاخه هاي علوم، از جمله فيزيك، رياضي و اقتـصاد                   . مي گردد 

 . فقط به درك شهودي آن مي پـردازيم        درس در اين    ود پيچيدگي در تعريف حد    با وج . كاربردهاي فراوان دارد  

اما قبل از ورود به بحث، همسايگي يك عدد حقيقي و سپس نماد هاي رايج براي درك مفهوم حد را معرفـي          

  .مي كنيم

  ي يك عدد حقيقيگهمساي: قسمت اول 

 مـي   aرا يك همسايگي بـراي     aي باز شامل   هر بازه  ر اين صورت  د.  عددي حقيقي باشد   aفرض كنيد كه  

  . نامند

  

),(در شكل فوق چون    nma ),(يپس بازه است،   ∋ nm     ينقطه يك همسايگي برايa     محـسوب مـي 

),(}{يمجموعه.  را از همسايگي فوق حذف كنيم      aياگر نقطه حال  . شود anm حاصل مي شود كه به     −

  . مي گويندaيآن همسايگي محذوف نقطه

  

),(ي بازه :مثال   ),(}{ي و مجموعه2ي   يك همسايگي نقطه   51 562 ي مسايگي محذوف نقطـه  يك ه−

  . است5

بـه عبـارتي    . باشـند  a شامل ي باز تعريف نمود كه     مي توان تعداد بيشمار بازه     a براي هر نقطه مانند    :تذكر

),(مـثلاً بـازه هـاي     .  همسايگي هاي بيشمار مـي تـوان تعريـف كـرد           ،ديگر براي هر نقطه    ),( و −11 23− 

  .همسايگي صفر هستند

  همسايگي چپ و همسايگي راست يك نقطه

),(اگر nm    ي يك همسايگي براي نقطهa يدر اين صـورت بـازه     .  باشد),( am       همـسايگي چـپ و بـازه  

),( naياست نقطه همسايگي رaتعريف مي شوند .  

  

a m n 

a m n 
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 2ي صفحه

  

  

  

),(ي عضو بازه3 چون عدد :مثال   ),(يبنـابر ايـن بـازه   .  اسـت 71 ),(ي و بـازه 3 همـسايگي چـپ   31 73 

  . است3همسايگي راست 

),(ي بازه:مثال    . مي باشد1 و يك همسايگي راست 4 يك همسايگي چپ 41

يك همسايگي راست و يك همسايگي چپ براي عـدد  ، يك همسايگي محذوف،      يك همسايگي   :1تمرين

  . مثال بزنيد5

),(ي آيا بازه :2تمرين    مي باشد؟ چرا؟2 يك همسايگي براي 32

 تعريـف شـده باشـد ولـي در     -2ي ا رسم كنيـد كـه در  همـسايگي راسـت نقطـه      نمودار تابعي ر   :3تمرين

  .همسايگي چپ آن تعريف نشده باشد

  :تمرين براي حل 

  تعريـف شـده    x=3ي را طوري رسم كنيد كه هر دو در يك همـسايگي نقطـه             g و f نمودار دو تابع    :4

)()(باشند و  33 gf ≠  

 تابع  :5
x

x
xf

24   .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد.  را در نظر بگيريد)(=−

  .ي اين تابع را به دست آوريددامنه: الف 

  ي تابع شامل همسايگي محذوف كدام نقطه است؟بنويسيد كه دامنه: ب 

   تعريف شده است؟x=1آيا اين تابع در: ج 

  ؟ تعريف شده استx=2چپ هاي راست يا ايگيسهمكدام يك  تابع در :  د 

),(ي اگر بازه :6 31 +− xx ي مقادير باشد، مجموعه2 يك همسايگيxرا به دست آوريد .  

***  

  

a n 

m a 

 aهمسايگي راست

 aچپهمسايگي 
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 3ي صفحه

  ه يك نقطهمفهوم ميل كردن يك متغير ب: قسمت دوم 

ها  كه اختلاف آن طوري  د، بهن نزديك شو)aمانند(به عدد ثابتي ) xمانند( يك متغير قتي كه مقادير متواليو

مفهوم ميل كردن از نماد هاي زير اسـتفاده  معمولاً در . ه استدميل كر a به xيرغ شود، گويند مت   ناچيزبسيار  

  .مي كنند

ax منظور از نماد) 1  از دو طرف محور طول x، يعني متغير) aه سمتميل مي كند، ب xمي خوانند( →

 بسيار كوچك a وxبنابراين اختلاف. ديك مي شود ولي هيچگاه روي آن منطبق نمي شود نزaها به عدد

axاست ولي  ≠  

  

  

→+منظور از نماد  ) 2 ax ) مي خوانندx    ه سمت ميل مي كند، بa  يعني متغير)  از راست ،x  از طرف فقط

 xبنابراين اخـتلاف .  نزديك مي شود ولي هيچگاه روي آن منطبق نمي شود       aمحور طول ها به عدد    راست  

ax بسيار كوچك است ولي aو >  

  

  

→−منظور از نماد  ) 3 ax ) مي خوانندx    ه سمت ميل مي كند، بa  يعني متغير  )  از چپ ،x   از طـرف   فقط

 xبنـابراين اخـتلاف   . روي آن منطبق نمي شود     نزديك مي شود ولي هيچگاه       aمحور طول ها به عدد    چپ  

ax بسيار كوچك است ولي aو <  

  

  

  

  . هر يك از نماد هاي زير را بخوانيد و مفهوم هر يك را بيان كنيد : 7تمرين

→+: الف  2x                     ب :−→ 1x            3:           ج−→x  

***  

  

→x a 
ax < 

→x x← a 

ax ≠ 

x← a 
ax > 



 جابر عامري: تهيه كننده ....... ..............................................................1حسابانآموزش 

 4ي صفحه

  مفهوم شهودي حد تابع در يك نقطه : موسقسمت 

وقتـي  در ايـن صـورت       . باشد تعريف شده ) aبجز احتمالاً در خود    ( aي در يك همسايگي نقطه    fاگر تابع 

 از دو طـرف محـور طـول هـا بـه             xمتغير

 xf)( ميـل كنـد و مقـدار       aسمت عـدد  

 f شود، گويند حد تـابع Lنزديك به عدد  

axدر    . است و مي نويسندLابر  بر=

Lxf
ax

=
→

)(lim  

  

12 در تابع  :مثال   += xxf آنگاه مقادير تابع بـه عـدد       .  نزديك شود  3  از دو طرف به عدد     xاگر متغير )(

10در اين صورت .  نزديك مي شوند10
3

=
→

)(lim xf
x

  .ل و نمودار زير توجه كنيدبه جدو. 

  جدول 

4  5/3  25/3  1/3  01/3  3  99/2  9/2  75/2  5/2  2  x  
17  25/13  5625/11  61/10  0601/10  10  9401/9  41/9  5625/8  25/7  5  )(xf  

10
3

=
→

)(lim xf
x

  

  نمودار 
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f 

L 

→x x← a 

ax ≠ 

↓ 

↑ 
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 5ي صفحه

 جدول مقدار حد تابع  با تشكيل :8تمرين
1

12

−
−=

x

x
xf   .محاسبه كنيدرا  x=1ي در نقطه)(

در شكل زير نمودار تابع       : 9 تمرين
x

x
xf

sin
)( شكل حـد مقابـل را   اين با توجه به .  رسم شده است  =

  .محاسبه كنيد

=
→ x

x

x

sin
lim

0
  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1

1

2
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4

5

6

x

y

  

 حد تابع :جه تو
x

x
xf

sin
)(   . به سمت صفر ميل كند، برابر يك استx وقتي كه=

  :تمرين براي حل 

],[ينمودار تابع زير را در فاصله  :10   .سپس با استفاده از نمودار مقدار حدود زير را بنويسيد.  رسم كنيد−33





∉
∈−

=
Zx

Zx
xf

2

1
)(  

=
→

)(lim xf
x 2

=                   ب    (
→

)(lim xf
x 1

  الف (

lim)( نمودار تابع زير را رسم كنيد و سپس مقدار : 11 xf
x 2→

  . را در صورت وجود به دست آوريد





<+
>−

=
23

213

xx

xx
xf )(  
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 6ي صفحه

 داراي حد است ولي حد آن با مقدار تـابع در آن نقطـه               x=1ينمودار تابعي را رسم كنيد كه در نقطه         :12

  .برابر نباشد

 f داراي حد يكسان باشند و x=2ي را طوري رسم كنيد كه هر دو در  نقطهg وfنمودار دو تابع  :13

  . تعريف نشده است2 در g تعريف شده ولي 2در 

***  

  تابع در يك نقطهي حد محاسبه : چهارمقسمت 

اين روش را . مي توان حد توابع را محاسبه نمودي تابع ، در معادله x مقدار به جايدر اكثر مواقع با جايگزيني

=+1ي حـد تـابع      براي مثال براي محاسـبه    . ند مي نام  روش جايگزيني مستقيم   xxf  بـه   x وقتـي  )(

  .مي توان به شكل زير عمل كرد.  ميل مي كند3سمت 

2131
33

=+=+=
→→

xxf
xx
lim)(lim  

  :تمرين براي حل 

32حد تابع   :14 −= xxf   .وريد را بدست آx=6ي در نقطه)(

حد تابع   :15
1

4

−
=

x

x
xf   . را بدست آوريدx=3ي در نقطه)(

 حد تابع  :16
1

12

−
−=

x

x
xf   .محاسبه كنيدرا  x=1ي در نقطه)(

lim)(مقدار . به صورت زير تعريف شده استf تابع :17 xf
x 4→

  . را به دست آوريد





≤−
>+

=
54

553
2 xx

xx
xf )(  

***  

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره  جابرعامري: تهيه كننده 

  استان خوزستان 
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 7ي صفحه

  طرفه حدهاي يك : موددرس  

همسايگي راسـت يـا فقـط از    از فقط ،  xاما اينكه متغير. در درس قبل تا حدودي آشنا شده ايد،  مفهوم حد با  

  طرفه  ميل مي كند يا خير، به دو مفهوم ديگر موسوم به حدود يكaيهمسايگي چپ يا هر دو به نقطه

  .نياز پيدا مي كنيم) حد راست و حد چپ(

  حد هاي يك طرفه : اولقسمت 

با مفهوم حد هاي يك طرفه سروكار .  ميل كندa فقط از يك طرف محور طول ها به سمت عددxمتغيراگر 

  .داريم

.  تعريف شده باشـد   aيگي راست نقطه   در همساي  fاگر تابع  :حد راست   

 ميل كنـد  a فقط از طرف راست محور طول ها به سمت عدد      xوقتي متغير 

 در f شـود، گوينـد حـد راسـت تـابع      1L نزديك بـه عـدد       xf)(و مقدار 

ax   . است و مي نويسند1L برابر =

1Lxf
ax

=
+→

)(lim  

وقتـي  .  تعريف شـده باشـد     aي در همسايگي چپ نقطه    fاگر تابع  :حد چپ   

 ميـل كنـد و    a طـرف چـپ محـور طـول هـا بـه سـمت عـدد                 فقط از  xمتغير

ax در   f شود، گويند حد چپ تابع     2L نزديك به عدد     xf)(مقدار  برابر  =

2Lاست و مي نويسند .  

2Lxf
ax

=
−→

)(lim  

  . به دست آوريدx=2ي حد راست تابع زير را در نقطه:مثال 





<−
≥+

=
2

21

xx

xx
xf )(  

  :حل 

3121
22

=+=+=
+→+→

xxf
xx
lim)(lim  

2L 

a x 

1L 

a x 
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 8ي صفحه

  . به دست آوريدx=2ي حد چپ تابع زير را در نقطه:مثال 





<−
≥+

=
2

21

xx

xx
xf )(  

  :حل 

2
22

−=−=
−→−→

xxf
xx
lim)(lim  

  ي  با توجه به شكل زير مطلوب است محاسبه:مثال 

)(1f)                        ج)(lim xf
x −→1

lim)(ب                       ( xf
x +→1

  الف (

  

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

x

y

  

  :حل 

31 =)(f)                 2       ج
1

−=
−→

)(lim xf
x

3ب                     (
1

=
+→

)(lim xf
x

  الف (

  . بدست آوريدx=2ي حد راست و حد چپ و مقدار تابع زير را در نقطه:مثال





<
≥−

=
2

213
2 xx

xx
xf )(  

  : حل 

512313
22

=−=−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد راست

42 22

22

===
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

  د چپ ح

51232 =−= )()(fمقدار   
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 9ي صفحه

  :تمرين براي حل 

  . بدست آوريدx=1يحد راست و حد چپ و مقدار تابع زير را در نقطه  :5










<−
=+
>+

=
152

123

132

xx

xx

xx

xf )(  

***  

  وجود حد يك تابع در يك نقطهشرط : قسمت چهارم 

xfy)(گويند تابع axي در نقطه=    داراي حد است، هرگاه =

axيدر همسايگي راست و چپ نقطه: الف    . تعريف شده باشد=

  . در اين نقطه، حد راست و چپ آن عدد هاي مساوي شوند: ب 

axي در همسايگي راست و چپ نقطهfاگر تابعبه عبارتي ديگر،     تعريف شده باشد و=

1Lxf
ax

=
+→

)(lim2وLxf
ax

=
−→

)(lim  

LLLصورت، اگردر اين  == Lxfآنگاه 21
ax

=
→

)(lim1 و برعكس    

  .ي زير رسم شده است به ضابطهf  در شكل زير نمودار تابع:مثال 

 
  









−<
<≤−

>+−
=

32

21

282
2

x

xx

xx

xf )(  

  

  

  :با توجه به اين شكل مي توان نوشت

  . وجود ندارد2f)(يعني.  تعريف نشده استx=2يتابع در نقطه : 1

                                                 
axيتابع در نقطهگويند بر اين اساس، .  1   . داراي حد نيست، هرگاه يكي از حالت هاي زير وجود داشته باشد=

يعني تابع در سمت راسـت   .حد راست يا چپ يا هر دو وجود نداشته باشد: ب .    حد راست و چپ عددهاي مساوي نباشند    : الف  

  .تابع در يك يا دو سمت اين نقطه رفتار نوساني دارد:   ج   .كه تابع رفتار بي كران داشته باشدنييا چپ تابع تعريف نشده يا ا

a   
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 10ي صفحه

4يعني.  است4 برابر x=2يحد تابع در نقطه : 2
2

=
→

)(lim xf
x

  

1يعني.  است1 برابر x=−1يحد راست تابع در نقطه : 3
1

=
+−→

)(lim
)(

xf
x

   

lim)(يعني.  حد چپ نداردx=−1يتابع در نقطه : 4
)(

xf
x −−→ 1

  .وجود ندارد

lim)(يعني.  حد نداردx=−1ي تابع در نقطه : 5 xf
x 1−→

  . وجود ندارد

11يعني .  است1 برابر x=−1ي مقدار تابع در نقطه :  6 =− )(f  

0چون : 7
00

==
−→+→

)(lim)(lim xfxf
xx

يعني .  حد داردx=0ي پس تابع در نقطه

0
0

=
→

)(lim xf
x

00 از طرفي  =)(f  

0چون : 8
44

==
−→+→

)(lim)(lim xfxf
xx

يعني .  حد داردx=4ي پس تابع در نقطه

0
4

=
→

)(lim xf
x

04 از طرفي  =)(f  

9 : )( 3−f و )(lim
)(

xf
x +−→ 3

2 وجود ندارد ولي 
3

=
−−→

)(lim
)(

xf
x

  

xxf براي تابع:مثال    .ر زير مي توان نوشت با نمودا)(=

  

0: الف 
0

=
+→

x
x
lim             

x:ب 
x −→0

lim0وجود ندارد، زيرا تابع در<xتعريف نشده است .  

x: پ 
x 0→
limوجود ندارد .  
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 11ي صفحه

  .اراي حد است دx=3ي نشان دهيد كه تابع زير در نقطه:مثال 







<
≥+=

35

322

xx

xxx
xf )(  

  :حل 

153232 22

33

=+=+=
++ →→

)()()(lim)(lim xxxf
xx

   حد راست

15355
33

===
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ

15و چون
33

==
−+ →→

)(lim)(lim xfxf
xx

   داراي حد است وx=3يپس تابع در نقطه

 15
3

=
→

)(lim xf
x

  

)(][ نشان دهيد كه تابع :مثال  xxf +=   . حد نداردx=2ي در نقطه3

  :حل 

523233
22

=+=+=+= +

→→ ++
][])[(lim)(lim xxf

xx
   حد راست

413233
22

=+=+=+= −

→→ −−
][])[(lim)(lim xxf

xx
   حد چپ

lim)(lim)(و چون xfxf
xx −+ →→

≠
22

   . داراي حد نيستx=2يپس تابع در نقطه

||ا  حد نداشته باشد، امx=1در  مثال بزنيد كه f تابعي مانند:مثال f 1 در=xحد داشته باشد .  

  .قرار مي دهيم: حل 

   2
12

12
=→





<
≥

=→ |)(||)(| xf
x

x
xf   





<−
≥

=
12

12

x

x
xf )(   

2در اين صورت 
1

=
→

|)(|lim xf
x

  )چرا؟( . حد نداردx=1ي در نقطهf در حالي كه دو تابع

  . حد داشته باشدx=3ي را چنان پيدا كنيد كه تابع زير در نقطهa مقدار:مثال 







≥+−
<−+=

323

312

xx

xxax
xf )(  
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 12ي صفحه

  . محاسبه كرده و برابر هم قرار دهيمx=3يكافي است حد راست و حد چپ اين تابع را در نقطه: حل 

723323
33

−=+−=+−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

  حد راست

291331 22

33

+=−+=−+=
−− →→

aaxaxxf
xx

)()()(lim)(limحد چپ  

199729 −=→−=→−=+⇒ aaa  

***  

  :تمرين براي حل 

 كه نمودار آن داده شده است، كدام يك f براي تابع :6

  درست و كدام يك نادرست است؟

  

  

2) الف
1

=
→

)(lim xf
x

21)    ب                                        =)(f  

12) پ =)(f                                                  0 )  ت
2

=
+−→

)(lim
)(

xf
x

  

2 )ث
1

=
−→

)(lim xf
x

1)    ج                                      
0

=
→

)(lim xf
x

  

lim)( )چ xf
x 2→

lim)()            ح    .                     وجود ندارد xf
x 1−→

  . وجود ندارد

  . براي هر يك از موارد زير نمودار تابعي را رسم كنيد ويژگي هاي تعيين شده را داشته باشد :7

  . تعريف شده و در اين نقطه حد دارد2سايگي محذوفتابع در هم: الف 

 تعريف شده و در اين نقطه حد دارد ولي مقدار حد با مقدار تابع در ايـن نقطـه برابـر                2تابع در همسايگي  : ب  

  .نيست

  .ين نقطه حد ندارد تعريف شده و در ا2تابع در همسايگي چپ :پ 

  . تعريف شده و در اين نقطه حد ندارد2تابع در همسايگي راست: ت

  . برابر باشدن با مقدار تابع در اين نقطهآ تعريف شده و در اين نقطه حد دارد و حد 2تابع در همسايگي: ث

  . تعريف نشده ولي در اين نقطه حد دارد2يتابع در نقطه:  ح 
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 13ي صفحه

=−2 نمودار تابع     :8 xxf سپس حاصل تـساوي هـاي زيـر را در صـورت وجـود را               .  را رسم كنيد   )(

  .بنويسيد

)(lim xf
x 2→

lim)(  ج ( xf
x +→2

  الف (

)(2f) د  )(lim xf
x −→2

  ب (

  .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد.  نمودار تابع زير را رسم كنيد :9





<−
>

=
0

0

xx

xx
xf )(  

  .ي صفر حد دارد؟ در صورت مثبت بودن جواب حد آن را بنويسيدآيا اين تابع در نقطه : الف

   موجود است؟ چرا؟0f)(آيا: ب 

 نمودار تابع :10
x

x
xf

||
)(  را در صورت وجود به x=0يسپس حد تابع را در نقطه.  را رسم كنيد=

  .دست آوريد

  .باشد  -1  برابر2ي مثالي از يك تابع همراه با نمودار آن ارائه كنيد كه حد تابع در نقطه  :11

13اشته باشد و  حد ند3ي  ارائه كنيد كه در نقطهfتابعي مانند  :12 =)(f  

4تعريف نشده باشد ولي 2 ي ارائه كنيد كه در نقطهfتابعي مانند  :13
2

=
→

)(lim xf
x

  

)(|| نمودار تابع     :14 1−= xxf   سپس حاصل تـساوي هـاي زيـر را در صـورت وجـود را             .  را رسم كنيد

  .بنويسيد

)(lim xf
x 1→

lim)(  ج ( xf
x +→1

  الف (

)(1f) د  )(lim xf
x −→1

  ب (

xxxfي تابع    دامنه  :15 −=  را در صـورت    x=1يسپس حد تابع را در نقطه      را تعيين كنيد و      )(2

  .وجود به دست آوريد

ابع ي ت دامنه :16
2−

=
][

)(
x

x
xf 2يسپس حد تابع را در نقطه را تعيين كنيد و=x را در صورت 

  .وجود به دست آوريد
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 14ي صفحه

  . را بررسي كنيدx=0يي حد راست و حد چپ ، وجود حد تابع زير در نقطهبا محاسبه   :17








=

≠=
05

0

x

x
x

x
xf ||)(  

  . را در صورت وجود به دست آوريدx=0يدر نقطهار تابع زير را رسم كنيد و حد تابع نمود  :18







≤−−
>+=
022

022

xx

xx
xf )(  

  . حد نداردx=2ي نشان دهيد كه تابع زير در نقطه :19









<−
=−
>+−

=
23

22

22

xx

x

xx

xf )(  

  . حد داشته باشدx=−1ي بيابيد كه تابع زير در نقطه را چنانaمقدار  :20







−≤
−>−=
12

12
2

3

xax

xax
xf )(  

  2.با توجه به شكل مقابل، تساوي هاي زير را كامل كنيد : 21

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

  

                                                 
منظور از نماد: توجه  .  2

+−→ )( 2xيعني x  و منظـور از نمـاد  .  نزديـك مـي شـود   -2 از سمت راست بـه
+−→ 2x 

واضح است كه.  قرار دارد2ي سمت راست در قسمت قرينه xيعني
−−=+− )( 22  

منظور از نمادهمچنين 
−−→ )( 2xيعني x و منظور از نماد.  نزديك مي شود-2 به چپ از سمت

−−→ 2xيعني x  در

واضح است كه.  قرار دارد2 چپي سمت سمت قرينهق
+−=−− )( 22  
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 15ي صفحه

=−+
+−→+→−→

)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxf
xxx 202

  الف (23

=++−
−−→→−→−−→

)(lim)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxfxf
xxxx 2102

  ب (4

=+−
−→+−→+→

)(lim)(lim)(lim
)(

xfxfxf
xxx 022

  ج (2

=
+

−→−→

+−→
)(lim)(lim

)(lim
)(

xfxf

xf

xx

x

21

3
  د (

)(][نشان دهيد كه تابع  :22 xxf   . حد نداردk در هر نقطه به طول عدد صحيح مانند=

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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 16ي صفحه

  قضاياي حد : موسدرس  

لذا لازم . است) در يك نقطه( آن تابع حدي دقيق تر يك تابع كمك كند، يكي از عواملي كه مي تواند به مطالعه

در اين درس برخي از اين قواعـد  را بـه طـور        . ي حد وجود داشته باشد    است قواعد و دستور هايي براي محاسبه      

  . كنيمشهودي و به همراه ذكر مثال ، معرفي مي

  اعمال روي حد توابع : قسمت اول 

  .ي حدود توابع را ساده تر مي كنندمي پردازيم كه محاسبهاعمال روي حد ي در اين بخش به مطالعه

cxf تابع ثابت :1 cxfي نقاط حد دارد و  در همه)(=
ax

=
→

)(lim  

2لذا . ي نقاط حد دارد در همهxf)(=2 تابع:مثال 
5

=
→

)(lim xf
x

  

  

  

  

  

xxf تابع هماني :2 axfي نقاط حد دارد و  در همه)(=
ax

=
→

)(lim  

xxf تابع:مثال  3لذا . ي نقاط حد دارد در همه)(=
3

=
→

)(lim xf
x

  

  

  

  

  

به عبارت ديگر   .  داراي حد باشند   aي يكساني تعريف شده و در        روي دامنه  g و   f فرض كنيم كه توابع       :3

lxfفرض كنيم كه 
ax

=
→

)(lim و kxg
ax

=
→

)(lim در اين صورت :  

  

  

5 

2 

3 

3 
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 17ي صفحه

  .ستحد مجموع دو تابع برابر مجموع حد هاي آنها ا: الف 

klxgxfxgxf
axaxax

+=+=+
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد تفاضل دو تابع برابر تفاضل حد هاي آنها است: ب 

klxgxfxgxf
axaxax

−=−=−
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد حاصل ضرب دو تابع برابر با حاصل ضرب حد هاي آنها است: ج 

lkxgxfxgxf
axaxax

=×=×
→→→

)(lim)(lim))()((lim  

  .حد خارج قسمت دو تابع برابر خارج قسمت حد هاي آنها است: د 

0≠==

→

→
→

k
k

l

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax
;

)(lim

)(lim

)(

)(
lim  

  :نتيجه 

  .حد حاصل ضرب يك عدد در يك تابع با حاصل ضرب آن عدد در حد تابع برابر است : 1

clxfcxcf
axax

==
→→

)(lim)(lim  

  . برابر استتابعحد معكوس يك تابع  با معكوس حد آن  : 2

0
111 ≠==

→
→

l
lxfxf

ax
ax

;
)(lim)(

lim  

   يك عدد طبيعي باشد، آنگاه nاگر : 3

nn

ax

n

ax
lxfxf ==

→→
))(lim()(lim  

   يك عدد طبيعي باشد، آنگاه nاگر : 4

≤0 زوج باشد بايد nدر صورتي كه ( 
→

)(lim xf
ax

     (n
n

ax
n

ax
lxfxf ==

→→
)(lim)(lim                      

  ي يكسان تعريف شده باشند و روي دامنهh وg وfفرض كنيد كه توابع  :1تمرين

2−=
→

)(lim xf
ax

=6 و 
→

)(lim xg
ax

=0 و 
→

)(lim xh
ax
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 18ي صفحه

  .در اين صورت حد هاي زير را در صورت وجود تعيين كنيد

=+
→

))()((lim xgxf
ax

) 1  

=
→

2))((lim xf
ax

) 2  

=
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
) 3  

=−
→

3 )()(lim xfxg
ax

) 4  

=
−→

)
)()(

)(
(lim

xhxf

xg

ax 36

2
) 5  

=
→ )(
lim

xfax

1
) 6  

  . حد هاي زير را محاسبه كنيد :2تمرين

)(lim 723 2

2
−+

→
xx

x
  الف(

14

12
23 +−

−
→ xx

x

x
lim) ب  

62
5

−
→

x
x
lim )ج  

   روي توابعي دستور هاي اعمالادامه

  : يك چند جمله اي باشد آنگاه xP)( يك عدد حقيقي مثبت وb اگر :4

)()(lim aPxP

ax
bb =

→
  

  :مثال 

3

1
333 1211222

1
=== −−+−+

−→
)()(lim xx

x
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 19ي صفحه

  :آنگاه .  بر حسب راديان باشدx اگر :5

ax
ax

coscoslim =
→

axب                                            (
ax

sinsinlim =
→

  الف (

),(tantanlim Zkkaax
ax

∈+≠=
→ 2

ππ) ج  

),(cotcotlim Zkkaax
ax

∈≠=
→

π)         د  

  :مثال 

)cos(lim)sin(lim)cossin(lim xxxx
xxx

−+=−
→→→

222

22
πππ

  

2012
22

22

22

=−=−=−=
→→

)(cossincoslimsinlim
ππ

ππ
xx

xx

  

  .را محاسبه كنيد با استفاده از قضاياي حد، حد هاي زير  :3تمرين

=+
−→

123

1
2 x

x
lim) ج  =

+−→ 132

1
32 xxx

lim) الف  

=
−

+

→ xxx

xx

x
232

2

2

sincos

cossin
lim

π
−++=  د (

→
))((lim 425 4

1
2 xxxx

x
  ب (

Lxf  ثابت كنيد كه  :4تمرين
ax

=
→

)(lim 0  اگر و تنها اگر=−
→

))((lim Lxf
ax

  

  :اثبات 

لقسمت او:  

LLLxfLxf
axaxaxax →→→→

−=−→= limlim)(lim)(lim  

0=−→−=− →
→→

=
→ ))((lim))((lim
lim

LxfLLLxf
axax

LL
ax  

م قسمت دو:  

00 =−→=−
→→→

LxfLxf
axaxax

lim)(lim))((lim  

LxfLxf
axax

=→=−→
→→

)(lim)(lim 0  
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 20ي صفحه

 حد نداشته باشند، ولي مجمـوع آن هـا در ايـن             x=1ي دو تابع مثال بزنيد كه هيچ كدام در نقطه          :5تمرين

    .د باشنقطه داراي حد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




≤−
>−

=
12

11

x

xx
xg    و     )(





≤
>+−

=
12

11

x

xx
xf )(  

0
10

10
=+



 →

≤
>

=+→ ))(())(( xgf
x

x
xgf    

0در اين صورت 
1

=+
→

))((lim xgf
x

  . داراي حد نيستندx=1ي  در نقطهg وf در حالي كه دو تابع

 يك نقطه حد نداشته باشند، ولي تفاضل آن هـا در ايـن نقطـه داراي حـد      دو تابع مثال بزنيد كه در     :6تمرين

  .باشد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




≤
>−

=
01

01

x

xx
xg    و     )(





≤
>

=
02

0

x

xx
xf )(  

1
01

01
=−



 →

≤
>

=−→ ))(())(( xgf
x

x
xgf    

1در اين صورت 
0

=−
→

))((lim xgf
x

  . داراي حد نيستندx=0ي  در نقطهg وf در حالي كه دو تابع

 حد نداشته باشند، ولي تـابع    x=0 دو تابع مثال بزنيد كه هيچ كدام در         :7تمرين
g

f
 حـد داشـته   x=0 در 

  .باشد

  .قرار مي دهيم: حل 

   




<
>−

=
01

01

x

x
xg    و     )(





<−
>

=
01

01

x

x
xf )(  

1
01

01
−=



 →

<−
>−

=→ ))(())(( x
g

f

x

x
x

g

f
    

1در اين صورت 
0

−=
→

))((lim x
g

f

x
  . داراي حد نيستندx=0ي  در نقطهg وf در حالي كه دو تابع
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 21ي صفحه

4 را به گونه اي تعريف كنيد كه f تابع :8تمرين 
122

=
−→ x

xf

x

)(
lim  

  :حل 

12
2

=→
→

)(lim xf
x

4
3

4
1

4
1

2
2

2

2
22

=→=
−

→=
−

→

→

→

→

)(lim

)(lim

)(lim
)(

lim

xf

x

xf

x

xf x

x

x

x
  

  :مثلاً.  باشد12 برابرx=2يلذا جواب مسئله هر تابعي مي تواند باشد، به شرط اينكه حد آن در نقطه

xxxf 23 25 يا )(=+ += xxf   xf)(=12 يا  )(

=+2 نشان دهيد توابـع   :9تمرين xxf  و )(
2

42

−
−=

x

x
xg  داراي حـدي برابـر هـم    2ي  در نقطـه )(

  .هستند

  : داريم x≠2برا ي: حل

)(
))((

)( xfx
x

xx

x

x
xg =+=

−
+−=

−
−= 2

2

22

2

42
  

  لذا

42
2

22

2

4

22

2

22
=+=

−
+−=

−
−=

→→→→
)(lim

))((
limlim)(lim x

x

xx

x

x
xg

xxxx
  

42
22

=+=
→→

)(lim)(lim xxf
xx

  

***  

  :تمرين براي حل 

  . حد هاي زير را حساب كنيد :10

xx
x

+
→

2

1
3lim)ت  )(lim 543 2

1
+−

−→
xx

x
  الف(

)sinlim( 132

0
++

→
xx

x
  ث (

23

143

2 +
+−

→ x

xx

x
lim) ب  

)(lim 53 2 −+
→

xx
ax

  ح (
)cos(sinlim xx

x

+
→

4

π
  پ (
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 22ي صفحه

1اگر  : 11
2

−=
→

)(lim xf
x

3 و
2

=
→

)(lim xg
x

  . حد هاي زير را حساب كنيد

252 +
+

→ )(

)()(
lim

xg

xgxf

x
lim))()((           ب ( xgxf

x
53

2
−

→
  الف( 

5 حد داشته باشد و     x=3ي در نقطه  fاگر تابع   :12
1

12

3
=

+
−

→ )(

)(
lim

xf

xf

x
lim)(مقدار  آنگاه  xf

x 3→
 را 

  .بيابيد

gfي حد تابع در هر يك از حالت هاي زير درباره :13    چه مي توان گفت؟+

  . حد نداشته باشندaدرf وgاگر توابع: الف 

  . حد نداشته باشدa درg حد داشته باشد، ولي تابعa درfر تابعاگ: ب 

  .دن حد داشته باشa درf وgهر دو تابع : ج 

  

  . داشته باشيمf فرض كنيد براي تابع :14

3
1

=
→

)(lim xf
x

3   و    
2

=
→

)(lim xf
x

  

  . يك تابع ثابت استfآيا مي توان گفت كه 

  

  . حد داشته باشدx=−1 را طوري تعيين كنيد كه تابع زير در a مقدار :15

  









−>+

−<+
=

13

1
2

xax

x
x

xx
xf ||

][
)(  
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  .با استفاده از نمودارها، مقدار حدهاي زير را بيابيد.  رسم شده اندf وg در شكل زير نمودار توابع  :16

  

)(lim xg
x

3
3
−

−→
lim))()((  ج( xfxg

x
−

−→
2

2
  الف (

3
2

8 )(lim xg
x→

  د (
)(

)(
lim

xf

xg

x o→
  ب (

  

***  
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  تعميم قوانين اعمال روي حد توابع: قسمت دوم 

  .نيز قابل تعميم است) حد راست و چپ ( ي حد مطرح شد، براي حد هاي يك طرفه تمام قوانيني كه درباره

  :مثال 

1313911
33

2

3

2

3
=++=++=++

+→+→+→+→ xxxx
xxxx lim][limlim)][(lim  

ي حد در يك نقطه، ابتدا بايد جـزء صـحيح را    شده شامل جزء صحيح باشد، براي محاسبه       اگر تابع داده   :توجه  

تعيين مقدار كرده و جايگزين كنيم و همچنين اگر تـابع داده شـده شـامل قـدر مطلـق باشـد، ابتـدا بايـد درون                    

  .  قدرمطلق را تعيين علامت كرده و قدر مطلق را حذف كنيم و سپس حد را محاسبه مي كنيم

  .در صورت وجود بدست آوريد، ي داده شده  حد توابع زير را در نقطه :17ين تمر

1
1

−
+→

x
x
lim) 5  1+

+→
][lim x

x 2

) 3  
1−

−
+→ x

x

x

||
lim

1

1

) 1  

1
1

−
−→

x
x
lim) 6  1+

−→
][lim x

x 2

) 4  
1−

−
−→ x

x

x

||
lim

1

1

) 2  

  .ي داده شده در صورت وجود بدست آوريداي يكطرفه، حد توابع زير را در نقطه با بررسي حد ه:18تمرين

])[]([lim xx
x

−+
→3

) 4  )|(|lim 21
1

+−
→

x
x

) 1  

2

2

2 −
−

→ x

x

x

||
lim) 5  96

2

3

+−
→

xx
x
lim) 2  

][
lim

2

2

2 −
−

→ x

x

x
) 6  2

2

−
→

x
x
lim) 3  

  

  :  تمرين براي حل 

                                  . را در صورت وجود، بدست آوريدمقابلمقدار حد   :19

][

][
lim

xx

x

x ++→2

  

                                 . را در صورت وجود، بدست آوريدمقابلمقدار حد   :20

2

14
2 +

+−
−→ x

xx

x

][
lim
1
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                                   . را در صورت وجود، بدست آوريدمقابل مقدار حد  :21

2

3

1 −−→ x

x

x

1-][
lim  

                                   . را در صورت وجود، بدست آوريدمقابل مقدار حد  :22

2

21

+
−+

+→ ][
lim

x

x

x 2

  

)(][][ را چنان بيابيد كه تابعaمقدار  :23 1++= xxaxf1ي در نقطه=xحد داشته باشد .  

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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  محاسبه ي حد توابع كسري درحالت مبهم  : چهارمدرس  

 (1ي حد توابع كسري با حالت صفر حدي بر روي صـفر حـدي             گاهي در محاسبه  
0

0
در . برخـورد مـي كنـيم     ) 

، آيـد  روش جايگزيني مستقيم به دسـت نمـي  به كمك اصطلاح گفته مي شود كه حد مبهم است و مقدار آن   

اين عمل را رفع . را از صورت و مخرج حذف كنيم) عامل ابهام  (2قبل از جايگزيني عامل صفر كنندهبلكه بايد 

  .براي حذف عامل ابهام لازم است با توجه به نوع تابع يكي از روش هاي زير را بكار بگيريم. ابهام گويند

  روشهاي رفع ابهام : لواقسمت 

در اينجا به سه حالت  از اين حالت         . ت هاي مختلفي انجام مي شود     ي تابع به حال   رفع ابهام به توجه به معادله     

  .هاي اشاره مي كنيم

  .صورت و مخرج كسر ، چند جمله اي باشند: حالت اول 

  .3اگر صورت و مخرج كسري، چند جمله اي باشند، صورت و مخرج را تجزيه كنيد و سپس كسر را ساده كنيد

  .درا حساب كنيحد زير  :مثال 

63

42

−
−

→ x

x

x 2
lim  

  :حل 

  مبهم    
0

0

623

42

63

4 22
=

−
−=

−
−

→ )(

)(
lim

x

x

x 2
  

3

4

3

22

3

2

23

22

63

42
=+=+=

−
+−=

−
−

→→→

x

x

xx

x

x

xxx 222
lim

)(

))((
limlim  

  . حد زير را محاسبه كنيد:مثال

4

86

2

2

2 −
++

−→ x

xx

x
lim  

                                                 
  .را صفر حدي مي نامند،  مثبت و نزديك صفر و يا عدد بسيار كوچك منفي و نزديك صفر عدد بسيار كوچك.  1

ax ميل كند، a به سمت xاگر.  2   . عامل صفر كننده است−
3

استفاده  تقسيم صورت يا مخرج بر عامل صفر كنندهمي توان از   كسر مشكل باشد، صورت يا مخرجيدر صورتي كه تجزيه.  

 .نمود
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  :حل

مبهم    
0

0

44

8124

42

8262

4

86

2

2

2

2

2
=

−
+−=

−−
+−+−=

−
++

−→ )(

)()(
lim

x

xx

x
  

2

1

4

2

22

42

2

4

22

42

4

86

222

2

2 −
=

−
=

−−
+−=

−
+=

+−
++=

−
++

−→−→−→ )(

)(
lim

))((

))((
limlim

x

x

xx

xx

x

xx

xxx

  

152 تابع  :مثال −+= xxxf  را در نظر بگيريد و سـپس حاصـل         )(
2

2

2 −
−

→ x

fxf

x

)()(
lim     را بدسـت

  .آوريد

  : حل 

1312522 2 =−+= )()()(f  

9727
2

72

2

145

2

1315

2

2

22

2

2

2

22

=+=+=
−

+−=
−

−+=

−
−−+=

−
−

→→→

→→

)(lim
))((

limlim

)()(
lim

)()(
lim

x
x

xx

x

xx

x

xx

x

fxf

xxx

xx 

  .صورت يا مخرج كسر ، شامل راديكال باشند : مود حالت

بـراي گويـا    .  باشند، صورت يا مخـرج را گويـا كنيـد          2ي  اگر صورت يا مخرج كسري شامل راديكال با فرجه        

  . مخرج را در مزدوج عبارت راديكالي ضرب كنيدكردن، معمولاً صورت يا

  . حد زير را حساب كنيد:مثال 

3

182

−
−

→ x

x

x 9
lim  

  :حل 

    مبهم   
0

0

39

1892

3

182 =
−
−=

−
−

→

)(
lim

x

x

x 9
  

)(
)()(

)(
limlimlim 3

3

92

3

3

3

182

3

182
22

+×
−
−=

+
+×

−
−=

−
−

→→→
x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxx 999
  

12392323
9

92 =+=+=+×
−
−=

→→
)()(lim)(

)(
lim xx

x

x

xx 99
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  . حد زير را حساب كنيد:مثال 

2

352

2 −
−+

→ x

x

x
lim  

  :حل

مبهم    
0

0

22

39

22

352

2

35
22

2
=

−
−=

−
−+

=
−

−+
→ )(

)(
lim

x

x

x
  

))((

)()(
limlimlim

352

35

35

35

2

35

2

35 22

++−

−+=
++

++×
−

−+=
−

−+
→→→ 2

2

22

22

2

2

2 xx

x

x

x

x

x

x

x

xxx

  

))((
lim

))((
lim

352

4

352

95

++−

−=
++−

−+=
→→ 2

2

22

2

2 xx

x

xx

x

xx
  

3

2

33

4

352

22

35

2

352

22 =
+

=
++

+=
++

+=
++−

+−=
→→ 22222 )(

lim
))((

))((
lim

x

x

xx

xx

xx
  

) چاق و لاغر( مجموع يا تفاضل دو مكعب  گاهي براي گويا كردن صورت يا مخرج يك كسر از اتحاد :توجه 

  .استفاده مي كنيم

 حد تابع :مثال 
2

8
3

2

−
−=

x

xx
xf   . در صورت وجود به دست آوريدx=8ي را در نقطه)(

   :حل 

42

42

2

8

2

8

33 2

33 2

3

2

83

2

88 ++

++×
−

−=
−

−=
→→→ xx

xx

x

xx

x

xx
xf

xxx
limlim)(lim  

)(
)(

lim
)()(

lim 42
8

8

1

42

2

8 33 2

8

33 2

333

2

8
++×

−
−=++×

−
−

→→
xx

x

xxxx

x

xx

xx
  

964448 =++= )()(lim 4233 2

8
++=

→
xxx

x
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  . اگر صورت يا مخرج شامل عبارت مثلثاتي باشد، از روابط مثلثاتي استفاده كنيد:  حالت سوم 

  .كنيدحد زير را حساب  :مثال 

  

2

1

x

x

x

cos
lim

−
→o

  

  :حل 

  مبهم  
o

o

o

o

o

=−=−
→

)cos(cos
lim

11

x

x

x
  

xx

x

x

x

x

x

x

x

xxx cos

cos
lim

cos

coscos
lim

cos
lim

+
×−=

+
+×−=−

→→→ 1

11

1

111
2

2

22
ooo

  

2

1

1

1
1

1

1
2

2
=

+
×=

+
×=

→ )cos(cos

sin
lim

oo xx

x

x
  

  :در ابتداي اين فصل داشتيم  :توجه 

1
0

=
→ x

x

x

sin
lim  

  .از اين تساوي مي توان نتايج زير را نيز به دست آورد

1
0

=
→ u

u

u sin
lim                          1                     و

0
=

→ u

u

u

sin
lim  

1
0

=
→ u

u

u tan
lim                            1                     و

0
=

→ u

u

u

tan
lim  

  .ي حد بسياري از توابع مثلثاتي مي توان استفاده كرداز اين نتايج براي محاسبه

  .ا حساب كنيد حد هاي زير ر:مثال 

xx

x

x tan

sin
lim

2

3

0→
) 4  x

x

x 5

5

0

sin
lim
→

) 1  

nx

mx

x

sin
lim

0→
) 5  

x

x

x 7

3

0

sin
lim
→

) 2  

x

xx

x

sin
lim

+
→

3

0
) 6  

x

x

x sin

tan
lim

0→
) 3  

  :حل 
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1
5

5

0
=

→ x

x

x

sin
lim)1  

7

3

7

3
1

7

3

3

3

7

3

00
=×=×=

→→ x

x

x

x

xx

sin
lim

sin
lim)2  

111
00

=×=×=
→→ x

x

x

x

x

x

xx sin

tan
lim

sin

tan
lim) 3  

)4  

11112

02

2

02

3

0
=××=××=×=

→→→ x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xxx tan

sin
)

sin
(lim

tan

sinsin
lim

tan

sin
lim  

n

m

n

m

n

m

mx

mx

nx

mx

xx
=×=×=

→→
1

00

sin
lim

sin
lim) 5  

413
33

00
=+=+=+

→→
)

sin
(lim

sin
lim

x

x

x

x

x

xx

xx
) 6  

 :نتيجه 
n

m

nx

mx

x
=

→

sin
lim

0
  

                                                                    . را حساب كنيدمقابل حد :مثال 

x

xx

x 3

43

0

sin
lim

+
→

  

  :حل 

3

7

3

4
1

3

4

3

3

3

43

00
=+=+=+

→→ x

x

x

x

x

xx

xx

sin
lim

sin
lim  

   :تمرين براي حل 

  .درا حساب كنيحدهاي زير    :1

x

xx

x 5

23

0

tansin
lim

+
→

 )7-1  
1

3

1 −
−+

→ x

xx

x

22

lim )1-1  

x

xx

x
2

4

cos

sincos
lim

−

→ π
) 8-1  

65

4

++
−

−→ xx

x

x 2

2

2
lim )2-1  

20

2-1

x

x

x

cos
lim
→

)9-1  
253

9

3 −−
−

→ x

x

x

2

lim )3-1  

30

-

x

xx

x

sintan
lim
→

)10-1  
1

38

1 −
−+

→ x

x

x
lim) 4-1  
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xx

x

x tantan

sin
lim

−−+→ 110
) 11-1  

32

1

1 +−
−

→ x

x

x

2

lim) 5-1  

ax

ax

ax −
−

→

sinsin
lim) 12-1  

73

-2

2 +−
+

→ x

xx

x
lim)6-1  

  .زير را محاسبه كنيدهاي   حد  :2

xx

xx

x +
−−+

→ 20

11
lim)                 ب

344

127

23

2

3 +++
++

−→ xxx

xx

x
lim)لفا  

  .درا حساب كنيحدهاي زير   :3

x

x

x
sin

sin
lim

−
−

→ 1

1 2

2

π
     ج             (

2

83

2 +
+

−→ x

x

x
lim)               ب

9

3
2

2

3 −
−

→ x

xx

x
lim )الف  

=8 را طوري بيابيد كه  aمقدار   :4
−
−

→ ax

ax

ax

22

limباشد .  

***  

  تغير براي رفع ابهامراهبرد تغيير م: قسمت دوم 

توجـه  . ، متغير را تغيير دهيم و متغيـر جديـدي را تعريـف كنـيم    گاهي لازم مي شود قبل از اقدام به رفع ابهام        

  .داشته باشيد كه متغير جديد ممكن است به عددي ديگري ميل كند و بايد در محاسبه اعمال شود

  . مقدار حد روبرو را بيابيد :مثال 

1

132

1 −
+−

→ x

xx

x
lim  

  :حل

1

132

1

132

0

0

1

132
2

2

111 −
+−=

−
+− →=

−
+−

→→

=

→ t

tt

x

xx

x

xx

tx

tx

x
limlimlim  

  

2

1

1

12

11

121

11
=

+
−=

+−
−−=

→→ t

t

tt

tt

tt
lim

))((

))((
lim  

  .حد زير را حساب كنيد :مثال 

63

2

2 +
+

−→ x

x

x

)sin(
lim  
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txكافي است قرار دهيم : حل  =+ 2  

3

1

323

2

02
==

+
+

→−→ t

t

x

x

tx

sin
lim

)(

)sin(
lim  

                                                                . را محاسبه كنيدمقابل حد :مثال
24 ππ −→

2

2
x

x

x

cos
lim  

ux قرار مي دهيم :حل  =−
2

π
  

)()(

)sin(
lim

))((

cos
lim

cos
lim

2
4

1

2

2

22
0

2
0

2

0

0

2

2

π+
×π−

−π

=π+π−
=

π− →π−→π−π→ xx

x

xx

x

x

x

xxx 44 2
  

ππππππ

π

ππ 4

1

4

1
1

22
4

1

2
4

1

2

2
0

22

−=−×=
+

−×=
+

−×
−

−

→→→ )(

sin
lim

)(
lim

)sin(
lim

u

u

xx

x

uxx

  

***  

   :تمرين براي حل 

  .حد توابع زير را بدست آوريد   :5

3

3

3

π
π

π −

−

→ x

x

x

)sin(
lim) 3   

3

2

-1 15

11

)(

)(sin)tan(
lim

+
+×+

→ x

xx

x
) 1  

ππ −→ x

x

x
4

1-

4

tan
lim )4  

22 kx

kx

kx −
−

→

)sin(
lim) 2  

  .  حد زير را محاسبه كنيد :6

xx

x

x
sincos

)cos(
lim

−

+

→

4

4

π

π
  

 حد تابع  :7
8

432
3

23

+
++=

x

xx
xf   . در صورت وجود به دست آوريدx=−2ي را در نقطه)(
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 33ي صفحه

  .درا حساب كنيحدهاي زير   :8

x

x
x

x

3

1
3

2
2 tansin

lim
−

→0
                                               ج (

x

x

x

11 −+
→o

lim )الف  

11 −
−

→ x

xx

x
lim )    د                                              

2

82

2 −
−

+→ x

xx

x

][
lim )ب  

 حد تابع : 9
1

1
3

2

+
−=

x

x
xf   .ود به دست آوريد در صورت وجx=−1ي را در نقطه)(

 اگر :10
12

1
2 −−

+=
xx

x
xg  و)(

x

x
xf

12 lim)()(حاصل، )(=+ xgxf
x

2

1−→
  . را به دست آوريد

***  

  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 
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   پيوستگي : مپنجدرس  

از نظر هندسي تابعي . بررسي پيوستگي يك تابع در يك نقطه مي تواند در شناخت رفتار يك تابع كمك نمايد        

به نمودار هاي . را در يك نقطه، پيوسته گويند، هرگاه نمودار آن تابع در اين نقطه بريدگي يا پرش نداشته باشد

  .زير توجه كنيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   : حل تمرين براي

  . پيوسته نباشدx=−1ي  پيوسته باشد ولي در نقطهx=1ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه در نقطه  :1

  . پيوسته نباشدx=−1 وx=1ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه فقط در دو نقطه :2

***  

  تعريف رياضي پيوستگي تابع در يك نقطه :  اول قسمت

xfy)(تابع axي را در نقطه=   . پيوسته گويند، هرگاه سه شرط زير برقرار باشد=

axيتابع در نقطه) الف   . وجود داشته باشدaf)(يعني.  تعريف شده باشد=

axيتابع در نقطه) ب lim)(lim)(يعني.  حد داشته باشد= xfxf
axax −+ →→

=   

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  . پيوسته است=

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  .ستني پيوسته =

a 

f 

a 

axيتابع در نقطه  .ستني پيوسته =
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lim)()(.حد تابع در اين نقطه با مقدار آن برابر باشد) ج afxf
ax

=
→

  

xfy)(تابعبه عبارتي ديگر  axي در نقطه=    هرگاه ،است پيوسته =

)()(lim)(lim afxfxf
axax

==
−+ →→

  

axاگر يكي از شرط هاي فوق برقرار نباشد، گويند تابع در   . پيوسته نيست=

  . بررسي كنيدx=1ي  پيوستگي تابع زير را در نقطه: مثال










<−
=
>+

=
152

15

132

xx

x

xx

xf )(  

  .كافي است، شرايط پيوستگي را  بررسي كنيم: حل 

2313 22

11

=+=+=
++ →→

)(lim)(lim xxf
xx

   حد راست

351252
11

−=−=−=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

51 =)(fمقدار   

  . پيوسته نيستx=1ي لذا تابع در نقطه

  . بررسي كنيدx=2ي پيوستگي تابع زير را در نقطه:مثال







>−
≤+=

213

212

xx

xx
xf )(  

  . پيوستگي را  بررسي كنيمكافي است، شرايط: حل 

512313
22

=−=−=
++ →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد راست

5121 22

22

=+=+=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

5122 2 =+= )()(fمقدار   

  . پيوسته استx=2ي لذا تابع در نقطه
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  . را بيابيدaمقدار.  پيوسته استx=1ي تابع زير در نقطه: مثال







<−
≥+=

136

152 2

xx

xax
xf )(  

  : حل 

52151252 22

11

+=+=+=
++ →→

aaxaxxf
xx

)()()(lim)(limحد راست   

331636
11

=−=−=
−− →→

)()(lim)(lim xxf
xx

   حد چپ 

5215121 2 +=+= aaf    مقدار)()()(

  : پيوسته است، پس x=1ي و چون تابع در نقطه

122532352 −=→−=→−=→=+ aaaa  

   :تمرين براي حل 

  . بررسي كنيدx=2ي تابع زير را در نقطه پيوستگي  :3









>−
=+
<+

=
29

25

213

xx

xx

xx

xf )(  

)(][ پيوستگي تابع  :4 xxf 21   . بررسي كنيدx=5ي را در نقطه=+

  . بررسي كنيدx=0ي پيوستگي تابع زير را در نقطه :5









>−
=
<++

=
02

02

023 2

xxx

x

xxx

xf

sincos

)(  

  .  بررسي كنيدx=0ي پيوستگي تابع علامت را در نقطه  :6

  .را تعيين كنيد) درصورت وجود(  با رسم نمودار هر يك از توابع زير، نقاط ناپيوستگي هر تابع  :7

21 +−= || xy) ج  ][][ xxy   الف (=+−





>+−
≤−

=
112

11

xx

xxx
xf

)(
xxy][  د ()(   ب (=−
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  . پيوسته باشدx=−2ي را طوري پيدا كنيد كه تابع زير در نقطهb و a مقادير  :8









−>−
−=
−<+

=
232

25

22

xbx

x

xbax

xf )(  

  . پيوسته باشندx=1يين كنيد كه در  را طوري تعaدر هر يك از موارد زير ، مقدار  :9
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−
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=
1

10
1

1

xax

x
x

x
xf

][
  ج ()(









>+−
=
<−

=
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1

112

xx

xa

xx

xf   الف ()(

])[]([)( xaxxf   د (=−







=

≠
−

−+
=

1

1
1

22

xa

x
x

xx
xf   ب ()(

  .د كه توابع زير، پيوسته شوند پيدا نمي شوaنشان دهيد كه هيچ مقداري براي  :10
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=
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=
012

0

0

xx

xa

xx

xf ب                          ()(







=

≠=
01

0

x

x
x

ax
xf   الف ()(||

  . پيوسته باشدx=0يكنيد كه تابع زير در نقطه را طوري پيدا b و aمقادير   :11













<−
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>−

=
02

01

0
1

2

xax

xb

x
x

x

xf

cos

)(  

***  
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  پيوستگي  هاي يك طرفه: قسمت دوم 

axي در نقطهfگويند تابع lim)()( هرگاه،وستگي راست دارد پي= afxf
ax

=
+→

  

axي در نقطهfگويند تابع همچنين lim)()( هرگاه،دارد چپوستگي  پي= afxf
ax

=
−→

  

=−2 تابع :مثال  xxf   :زيرا .  پيوستگي راست داردx=2ي در نقطه)(

02
2

==
+→

)()(lim fxf
x

  

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

xxf تابع:مثال  −=   :زيرا. دارد پيوستگي چپ x=3ي در نقطه)(3

03
3

==
−→

)()(lim fxf
x

  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
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)(|| تابع :مثال  xxf   . هم پيوستگي راست و هم پيوستگي چپ داردx=0ي در نقطه=

  :زيرا 

00
0

==
−→

)()(lim fxf
x

00                     و                 
0

==
+→

)()(lim fxf
x

  

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

x

y

  

  . بررسي كنيدx=1ي   پيوستگي هر يك از توابع زير را در نقطه :12تمرين 

  

  . بررسي كنيدx=1ي پيوستگي تابع زير را در نقطه :13تمرين 





≥
<+−

=
12

13

xx

xx
xf )(  
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  :تمرين براي حل 

  . بررسي كنيدx=1ي  تابع داده شده را در نقطه در هر مورد پيوستگي:14

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . پيوستگي راست داشته باشدx=4ي را طوري بيابيد كه تابع زير در نقطهk مقدار :15









<+−
=+
>−

=
41

435

42

xx

xx

xkx

xf )(  

  .  بررسي كنيدx=0ي  زير را در نقطهپيوستگي تابع  :16





>+
≤+−

=
12

152
2 xx

xx
xf )(  

 نموداري. ر اين نقطه پيوسته نباشدباشد، ولي د  -1 برابر  x=1يتابعي مثال بزنيد كه حد آن در نقطه         :17

  .اين تابع را رسم كنيدبراي 

***  

f 

1 

1 
2 

 )الف(

f 

1 

2- 

2 

 )ج(

f 
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 )ب(
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1 
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 )و(
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1 
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 )هـ(

f 

1 

1 
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 )د(
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  پيوستگي در يك فاصله: قسمت سوم 

  .فاصله را به يكي از حالت هاي زيرتعريف مي كنيمپيوستگي در يك 

xfy)( تابع:1تعريف ],[ را در فاصله اي مانند= ba پيوسته گويند، هرگاه   

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف baپيوسته باشد.  

axيدر نقطه) ب   .ت داشته باشد پيوستگي راس=

bxيدر نقطه) ج   . پيوستگي چپ داشته باشد=

***  

xfy)( تـابع  :2تعريف ],( را در فاصـله اي ماننـد       = ba   پيوسـته

  گويند، هرگاه 

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف baپيوسته باشد.  

axيدر نقطه) ب   . پيوستگي راست داشته باشد=

***  

xfy)( تـابع  :3تعريف ),[ را در فاصـله اي ماننـد         = ba  پيوسـته

  گويند، هرگاه 

),(يدر تمام نقاط فاصله) الف  baپيوسته باشد.  

bxيدر نقطه) ب   . چپ داشته باشد پيوستگي=

***  

  

xfy)( تـابع   :4تعريف ),( را در فاصـله اي ماننـد       = ba  پيوسـته

  . فاصله پيوسته باشداينگويند، هرگاه در تمام نقاط 

  

***  

  

f 

a b 

f 

a b 

f 

a b 

f 

a b 
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)(][پيوستگي تابع  :مثال  xxf   . بررسي كنيد1,2](يرا در فاصله=

  .  پيوستگي راست داردx=1يابتدا ثابت مي كنيم كه تابع درنقطه: حل

11 == ][)(1fمقدار   

11 == +
+→

][)(lim xf
x 1

  حد راست

  . پيوستگي راست داردx=1تابع در 

  a][=1 پس a∋1,2)(گيريم كه . پيوسته است1,2)(يحال نشان مي دهيم كه تابع در تمام نقاط فاصله

1== ][)( aafمقدار تابع   

1== +
+→

][)(lim axf
ax

   حد راست

1== −
−→

][)(lim axf
ax

   حد چپ

  . پيوسته است1,2)(يتابع در تمام نقاط فاصله

xxxf  پيوستگي تابع:مثال  −+=   . بررسي كنيد1,2)[يرا در فاصله)(22

  . داردچپ  پيوستگي x=2ي ابتدا ثابت مي كنيم كه تابع درنقطه: حل

422 =−+= 222)()(fمقدار   

4222 =−+=
−→

)()(lim 2
2

xf
x

  چپحد 

  . داردچپ پيوستگي x=2تابع در 

   a∋1,2)(گيريم كه. پيوسته است1,2)(يحال نشان مي دهيم كه تابع در تمام نقاط فاصله

aaaf −+=    مقدار تابع)(22

aaxf
ax

−+=
+→

22)(limحد راست   

aaxf
ax

−+=
−→

22)(limحد چپ   

  . پيوسته است1,2)(يتابع در تمام نقاط فاصله
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ي بسته مثال بزنيد كه تابعدو بازه :مثال 
x

x
xf

||
)(   .سته و در ديگري ناپيوسته باشدو در يكي از آنها پي=

],[ي در بازهfتابع : حل  ],[ي پيوسته است ولي در بازه21   .ته است ناپيوس−11

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  

  .مشخص كنيدبا ذكر دليل سپس درستي يا نادرستي هر عبارت را . زير را در نظر بگيريدتابع   :18تمرين









<<+−
<≤−−

−<+
=

525

211

142
2

xx

xx

xx

xf )(  

0 )الف
5

=
+→

)(lim xf
x

0 )ب                       
5

=
−→

)(lim xf
x

0 )پ                
5

=
→

)(lim xf
x

      

),[ي روي بازهf تابع)ت ),(ي روي بازهf تابع)ث     . پيوسته است∞−−1   . پيوسته است∞−−1

],[ي روي بازهf تابع)ج ),(ي روي بازهfتابع) ح            . پيوسته است52   . پيوسته است−02

***  

بـراي تعيـين   .  مـي نامنـد  ي پيوستگيفاصله فاصله اي كه يك تابع در تمام نقاط آن پيوسته باشد را         :توجه  

تابع را در تمام نقاط مرزي ي تابع را تعيين مي كنيم و سپس پيوستگي          ي پيوستگي يك تابع ابتدا دامنه     فاصله

  .و يا شكستگي بررسي كرده و در صورت ناپيوسته بودن در آن نقاط آنها را از دامنه حذف مي كنيم

و منظور از نقاط شكستگي .) به شرط اينكه بصورت بسته باشند(منظور از نقاط مرزي نقاط ابتدا و انتهاي دامنه 

  .ي تابع عوض مي شودنقاطي كه در آنها ضابطه
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  .ي پيوستگي آن را تعيين كنيدي تابع زير را بدست آورده و سپس فاصله ابتدا دامنه:مثال 





<
≥+

=
11-

12

xx

xx
xf )(  

RxxxxD واضح است كه:حل f =<≥= }|{}|{ 11 U  

  . بررسي مي كنيمx=1ي حال پيوستگي تابع را در نقطه

321

1

=+=
+→

)(lim xf
x

  

011

1

=−=
−→

)(lim xf
x

  

3211 =+=)(f  

  .ي پيوستگي آن به صورت زير استلذا تابع در اين نقطه پيوسته نمي باشد و در نتيجه فاصله

),(),(}{ +∞−∞=− 111 UR  

  .ي پيوستگي تابع زير را تعيين كنيدفاصله :مثال 







<
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=
13-

1
12

x
x

xx
xf )(  

=−0}{ واضح است كه:حل RD f  

  . بررسي مي كنيمx=1ييوستگي تابع را در نقطهحال پ

321

1

=+=
+→

)(lim xf
x

  

231

1

−=−=
−→

)(lim xf
x

  

3211 =+=)(f  

  .ي پيوستگي آن به صورت زير استلذا تابع در اين نقطه پيوسته نمي باشد و در نتيجه فاصله

),(),(),(}{ +∞−∞=− 11001,0 UUR  

),(يع مقابل در بازه آيا تاب:مثال                                 پيوسته است؟ چرا؟ −22
xx

x
xf

9

1
3 −

+=)(  
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  :حل 

101 −≥→≥+ xx  

3300909 23 −===→=−→=− xxxxxxx ,,)(  

لذا تابع در اين فاصله . ي تابع نمي باشد است و اين نقطه عضو دامنهx=0 داده شده شامليچون بازه

  .پيوسته نيست

  .را تعيين كنيدزير  ي پيوستگي تابعفاصله   :مثال
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2

xx

xxx
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xf )(   

 x=3 و x=1با بررسي پيوستگي در نقاط. ي تمام اعداد حقيقي استي اين تابع مجموعهدامنه :حل 

ي پيوستگي اين تابع لذا فاصله.  پيوسته استx=3 پيوسته نيست ولي درx=1در معلوم مي شود كه تابع 

  .مي شود

}{),(}{ 11 −+∞−∞=−R  

  .ي پيوستگي تابع زير را تعيين كنيد فاصله:19تمرين 
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12

xx

xx
xf )(  

  : تمرين براي حل 

  .ي اعداد حقيقي پيوسته استزير در مجموعه ثابت كنيد كه تابع : 20
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xf ][
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  .ي اعداد حقيقي پيوسته باشد را طوري بيابيد كه تابع زير در مجموعهa وbمقدار : 21
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2 xx
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xf )(  

)(][ تابع  :22 xxf ),(ي در بازه= k2حداكثر مقدار.  پيوسته استkچقدر است؟   

xxf اي ارائه كنيد كه تابع بازه :23 −−=   . بر آن بازه پيوسته باشد)(32
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  توابع پيوسته: قسمت چهارم 

  در اين صورت . باشد1ي خود پيوستهامنه را تابع پيوسته گويند، هرگاه در تمام نقاط دfتابع

  .هر تابع چند جمله اي در تمام نقاط پيوسته است: الف 

  .تابع ثابت و تابع هماني در تمام نقاط پيوسته هستند: ب 

  .تابع كسري وقتي همواره پيوسته است، هرگاه مخرج آن ريشه نداشته باشد:  ج 

ي مقادير حقيقي كه زير راديكال را نامنفي كننـد،          به ازاء همه  ) متابع اص (ي زوج   هر تابع راديكالي با فرجه    : د  

  .پيوسته است

xxfتوابع مثلثاتي : و  sin)( xxf و = cos)(  .هستندتمام نقاط پيوسته در  =

  . نقاطي را تعيين كنيد كه تابع زير در آن نقاط پيوسته نباشد:مثال 

xx

x
xf

4

53
2 −

−=)(  

  .ي تابع را تعيين مي كنيمابتدا  دامنه :حل 

4004042 ==→=−→=− xxxxxx ,)(  

},{ 40−= RD f  

  .ي ناپيوستگي نداردلذا نقطه. اين تابع در تمام نقاط دامنه اش پيوسته است

***  

   :تمرين براي حل 

  . نقاط پيوسته نباشد در آنداده شدهرا تعيين كنيد كه تابع از اعداد حقيقي نقاطي در هر مورد   :24
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 ثابت كنيد كه تابع  :25
5

2
2 +
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x

x
xf   . همواره پيوسته است)(

  .ي پيوستگي تابع زير را بدست آوريد فاصله :26
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 .ط پرش يا بريدگي نداشته باشدانقتمام به عبارتي ديگر نمودار تابع در  
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  . كنيد تعيين1,6][ي تابع زير را در فاصلهنقاط ناپيوستگي  :27 

2−+= xxxf ][)(  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ه ي دوم متوسطعضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 

  


