
    قضيه ي سينوس ها  :درس اول  

  .شويمآشنا ي سينوس ها در مثلث ي بسيار مهم و كاربردي موسوم به قضيهدر اين درس با يك قضيه

  يادآوري روابط طولي در مثلث قائم الزاويه

  منظور از روابط طولي، رابطه هايي است كه در مورد اندازه هاي پاره خط ها و زاويه ها در شكل هاي مختلف،

 مهمترين اين .آشنا شده ايداين روابط طولي در مثلث قائم الزاويه  از گذشته با برخي در سال. بحث مي كند

  :روابط عبارتند از 

  

  

  

  

  

اكنون با توجه به اين روابط طولي و تعريف نسبت هاي مثلثاتي در مثلث قائم الزاويه مي توان، نتايج جالب 

  .ي مطلب توجه نماييدبه ادامه. ديگري را به دست آورد

شكل مقابل، ارتفاع وارد ABCي در مثلث قائم الزاويه :1تمرين 

با توجه به .  قرار مي دهيمhي آن رابر وتر را رسم مي كنيم و اندازه

: شكل ثابت كنيد كه 
222

111

hcb
=+  

  

  :حل 

2
22

22

2

22

22

22

2

22

2

22

111

hah

a

bc

a

cb

a

cb

cb

cb

c

cb

b

bc
====+=+=+ )()(  

ي قائمه برابراندازه هاي دو ضلع زاويهمعكوس مربعات مجموع  در يك مثلث قائم الزاويه،  :2تمرين 
25

1
   

  .ي ارتفاع وارد بر وتر را تعيين كنيداندازه. است

A 

C H B 

c 
b 

h 

m n 

a 

222 cba +=) 1  

 mab ×=2 )2   

nac ×=2 )3  

nmh ×=2 )4  

cbha ×=×)  5  

A 

C B 

h 

H 

b 
c 

a 
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 2ي صفحه

ه آن ضلع ي مقابل بي هر ضلع به سينوس زاويه ثابت كنيد در هر مثلث قائم الزاويه، نسبت اندازه: 3تمرين

  .برابر طول وتر است

  :اثبات 

a
a

A

a
A ==→==

1
190

sin
)sin(sin o  

a
b

ab

a

b
b

B

b ===
sin

  

a
c

ac

a

c
c

C

c ===
sin

  

***  

  :تمرين براي حل 

تصوير ضلع كوچكتر بر روي وتر ي اندازه.  واحد است12 و 9طول اضلاع قائم از مثلث قائم الزاويه اي  : 4

  كدام است؟

1 (8/4                 2 (4/5                 3 (6               4 (2/7  

  .دهيدروش رسم را توضيح . (  را رسم كنيدaپاره خطي به طول.  داده شده استa پاره خطي به طول :5

  

  

  

  

  

  

  

A 

C B 

c 
b 

a 
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 3ي صفحه

  قطر با،ي روبرو به آن ضلع يهي هر ضلع به سينوس زاونسبت اندازه در هر مثلث، :ي سينوس هاقضيه

  . است برابري محيطي مثلث دايره)ي شعاعدو برابر اندازه(

 ثابت مي o90>∠A وo90<∠A وo90=∠A در سه حالتABC را براي در مثلثقضيهاين : اثبات

  .كنيم

  . استABC،o90=∠Aث در مثل:حالت اول 

لذا طبق تمرين . ي محيطي مي باشد قطر دايرهBC قائم الزاويه است و وترABCدر اين صورت مثلث 

  :قبل داريم

Ra
a

A

a
A 2

1
190 ===→==

sin
)sin(sin o  

R
B

b
BC

BC

b
b

B

b

BC

b
B 2=→==→=

sinsin
sin  

R
C

c
BC

BC

c
c

C

c

BC

c
C 2=→==→=

sinsin
sin  

  . استABC،o90<∠A در مثلث:حالت دوم 

 محاطي و روبرو CوDيدو زاويه.  وصل مي كنيمA را بهD را رسم مي كنيم وBDدر اين حالت قطر

) روبرو به قطر( BADي قائم الزاويه و زاويهABDهمچنين مثلث .با هم مساويند  لذا،به يك كمان هستند

  : پس طبق حالت قبل مي توان نوشت. قائم الزاويه است

  

  

  

  

  

  

A 

C B 

c 

Ra 2= 

b 

O 

A 

C 

D 

B 

c 

a 

b 

O 
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 4ي صفحه

R
C

c
BD

C

c

BD

AB
CDC RBDBD

AB
D

2
2 = →=→= →= ==

sinsin
sinsinsin

sin

  

  :به طور مشابه خواهيم داشت

R
B

b
2=

sin
R         و          

A

a
2=

sin
  

  . استABC،o90>∠A در مثلث:وم سحالت 

زاويه .  وصل مي كنيمCوBرا به نقاط) Aيكمان مقابل زاويه( BCروي كمانDي دلخواهدر اين نقطه

  :پس .  حاده استDي منفرجه است ، لذا زاويهAو) چرا؟.( مكمل يكديگرندD وAهاي

)sin(sin DA −= π  

  يعني 

DA sinsin =  

  :  طبق قسمت قبل داريم BCDو در مثلث 

R
D

a
2=

sin
  

  لذا 

R
A

a
2=

sin
  

  . حاده هستند، پس طبق قسمت قبل خواهيم داشتABCاز طرف چون زاويه هاي ديگر مثلث

R
C

c
2=

sin
R         و          

B

b
2=

sin
  

***  

aBC با اضلاعABC در هر مثلث:ي سينوس ها قضيه bAC و= cAB و=   : داريم=

R
C

c

B

b

A

a
2===

sinsinsin
  

  .ي محيطي مثلث است دايره شعاعRكه

A 

C 

D 

B 

c 

a 

b 

O 
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 5ي صفحه

ي با توجه بـه شـكل مقابـل انـدازه       :6تمرين

  . را به دست آوريدc وbمقادير

)64040 /sin =o34020 و /sin =o(   

  

ABC، cmBCدر مثلث   :7تمرين  و o120=∠A و =10
3

610=AC      ي  ، مقدار شـعاع دايـره

  . را به دست آوريدCوBي زاويه هايمحيطي مثلث و اندازه

  :ي سينوس ها مي توان نوشتبه كمك قضيه: حل 

RRR
A

a
2

2

3

10
2

120

10
2 2

3
6060180120

= →=→=
==−= sin)sin(sin

sinsin o
  

3

10
2

3

20 =→=→ RR  

2

2

203

2310

3

20

3

610

3

10
23

610

2 =
×

×=→=→=→= B
BB

R
B

b
sin

sin
)(

sinsin
  







=∠ →=∠
=∠ →=∠→ =∠+∠+∠

=∠+∠+∠

135وجودندارد

1545
180

180

.CB

CB
CBA

CBA

o

oo

  

  

 كيلومتري از هم 20يفاصلهدر دو ايستگاه رادار كه      :8تمرين

.  درجه رصد كرده اند45 و 30واقع اند، هواپيمايي را با زاويه هاي

  .ي هواپيما را از دو ايستگاه به دست آوريدفاصله

  

  

  

o20 

o120 

C 

A B 

b 

c 

cm5 

o120  

A 

B C 

c 

a 

b 

 

30 45 

A 
 هواپيما

 2رادار 1رادار
B C kma 20= 

b c 
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 6ي صفحه

  :حل 

o1054530180180 =+−=∠+∠−=∠ )()( CBA  

960105:ن به كمك ماشين حساب داريمواكن /)sin( ≈o7045 و /sin 5030 و = /sin    لذا=

5814
960

7020

70960

20
/

/
/

//sinsin
=×=→=→= b

b

B

b

A

a
  

4110
960

5020

50960

20
/

/

/

//sinsin
=×=→=→= c

c

C

c

A

a
  

  :تمرين براي حل 

  .به كنيدرا محاسBيي زاويهدر شكل مقابل اندازه : 9

  

  

  

  

  

  .ي ديگر اضلاع مثلث را بيابيد اندازهo60=∠Bو o45=∠Aو BC=10در مثلثي  :10

 )96075 /sin =o(  

o وb=6 وa=2نشان دهيد كه مثلثي با مشخصات :11
60=∠Aوجود ندارد .  

∠+∠=o120 و ABC،20=BC در مثلث :12 CBو 
3

620=AC  

  .                   ي محيطي مثلث را بدست آوريدشعاع دايره: الف 

  . پيدا كنيدCوBي زاويه هاياندازه: ب 

  جابرعامري: تهيه كننده  

  ي دوم متوسطه عضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 

C 

A B 

25 5 

o45 
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 7ي صفحه

    سينوس ها كي قضيه  :موددرس  

آشـنا  سينوس هـا در مثلـث    ك ـي  موسوم به قضيه  ديگري  ي بسيار مهم و كاربردي      در اين درس با يك قضيه     

  .شويم

مربع هر ضلع با مجموع مربعات دو ضلع ديگر منهاي دو برابر حاصل              در هر مثلث،   :سينوس ها كي  قضيه

  . دو ضلع برابر استي بين اينضرب آن دو ضلع در كسينوس زاويه

 ثابت مي o90>∠A وo90<∠A وo90=∠A در سه حالتABC را براي در مثلثقضيهاين : اثبات

  .كنيم

  . استABC،o90<∠A در مثلث:حالت اول 

سپس با توجه به تعريف نسبت هاي مثلثاتي در مثلث قائم .  را رسم مي كنيمBHابتدا ارتفاعدر اين حالت 

  :الزاويه، مي توان نوشت 

  

  

  

  

  

αα coscos:)( ×=→=∆ cAH
c

AH
ABH  

222 AHhcABH +=∆ :)(  

222222 )(:)( AHbhaCHhaBCH AHbCH −+= →+=∆ −=

2222 2 AHAHbbha +×−+=→  

αα cos)cos( bccbcbbca 22 22222 −+=××−+=→  

  

  

A 

B 

C 

H 

α 

b 

c a 
h 
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 8ي صفحه

  . استABC،o90>∠Aدر مثلث :لت دوم حا

سپس با توجه به تعريف نسبت هاي مثلثاتي در مثلث قائم .  را رسم مي كنيمBHدر اين حالت ابتدا ارتفاع

  :الزاويه، مي توان نوشت 

  

  

  

  

απβپس.  مي باشدAأسي خارجي ر زاويهβچون   : لذا =−

ααπβ sin)sin(sin =−=  

ααπβ cos)cos(cos −=−=  

αββ coscoscos:)( ×−=→×=→=∆ cAHcAH
AB

AH
ABH  

222 AHhcABH +=∆ :)(  

222222 )(:)( AHbhaCHhaBCH AHbCH ++= →+=∆ +=

2222 2 AHAHbbha +×++=→  

)cos( α×−×++=→ cbbca 2222
  

αcosbccba 2222 −+=→  

  . استABC،o90=∠A در مثلث :موسحالت 

  

  

  

  

  :ي فيثاغورس مي توان نوشتدر اين حالت طبق قضيه

A 

B 

C 

α 

b 

c 
a 

A 

B 

C H 

α 

b 

c 
a 

h 

β 
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 9ي صفحه

222 cba +=  

  : پس مانعي ندارد كه بنويسيمAcos=0حال چون

αcosbccba 2222 −+=  

  .ي داده شده نيز برقرار است در اين حالت، قضيهپس

***  

aBC با اضلاعABC در هر مثلث:سينوس ها كي قضيه bAC و= cAB و=   : داريم=

Abccba cos2222 −+=  

Baccab cos2222 −+=  

Cabbac cos2222 −+=  

  

  . را به دست آوريدBCي ضلع با توجه به شكل مقابل اندازه :1تمرين.

  

  

  

  

  .  سانتي متر باشد را پيدا كنيد10 طول قطر يك پنج ضلعي منتظم كه طول ضلع آن :2تمرين

)30108 /cos −=o(  

  :كهي فوق مي توان نتيجه گرفت  با توجه به رابطه:توجه 

bc

acb
A

2

222 −+=cos  

  . را محاسبه كنيدAي  با توجه به شكل مقابل كسينوس زاويه :3تمرين

  

  

  

  

o120 
9 

7 

B 

A 
C 

C 

A 

75 

5 B 

35 

A 

B 

C 

b 

c 

a 
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 10ي صفحه

  : حل 

14

213

212

219

212

9

2150

225

2150

2575175

35752

53575

2

222222

====−+=

−+=−+=

)(

))((

)()()(
cos

bc

acb
A

  

 مطابق شـكل مقابـل، دو قـايق از يـك       :4تمرين

 100 و 60نقطــه در درياچــه اي بــا ســرعت  هــاي 

 درجه از هم دور     120ي  كيلومتر بر ساعت و با زاويه     

تعيين كنيد كه نـيم سـاعت بعـد ايـن دو            . مي شوند 

  قايق چه فاصله اي از يكديگر دارند؟

ي شروع دو قايق و سرعت هاي ثابت، نيم ساعت بعد، مسافت طي شده توسط هر قايق به نقطهتوجه با : حل 

   .به صورت زير است

kmOB 50
2

1
100 kmOA                   و         =×= 30

2

1
60 =×=   

  .ي كسينوس ها مي نويسيمحال به كمك قضيه

)cos())(()()( 120503025030 222 −+=AB  

490015002500900
2

1
300025009002 =++=−−+=→ )(AB  

kmAB 70=→  

26 وAB=22 داريم، ABC در مثلث  :5تمرين  +=ACو o60=∠Aدر اين صورت :  

  .وريدآ را به دست BCطول ضلع: الف 

  . را به دست آوريدACB وABCي زاويه هاياندازه: ب 

  .ي كسينوس ها داريم با توجه به قضيه:حل 

Abccba cos2222 −+=  

)cos())(()()( o60222622226 222 +−++=→ a  

A B 

O 

hkm /60 
hkm /100 

o120 

A 

C B 

c b 

a 
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 11ي صفحه

))()(()()(
2

1
222622226 222 +−++=→ a  

32121241228212262 ==→=−−+++=→ aa  

  :ي سينوس ها مي توان نوشتههمچنين با توجه به قضي

2

2
4

22

2

3

3222

60

3222 =→=→=→=→= C
CCCA

a

C

c
sin

sinsinsinsinsinsin
  

o45=∠→ C  

  :و در نهايت داريم

o754560180180 =+−=∠+∠−=∠ )()( BAB  

 8 بـه طـول ضـلع        ABC در مثلث متـساوي الاضـلاع       :6تمرين

، A واحـد از رأس    7ي  ، به فاصـله   Dي نقطه BC روي ضلع  واحد،

 C واحد از رأس   5ي  ، به فاصله  Eي نقطه ACهمچنين روي ضلع  

  . در نظر گرفته شده اند

BDCDبا فرض اينكه: الف  از Dي، تعيين كنيد كه نقطه<

   چه فاصله اي دارد؟CوBنقاط

  چه فاصله اي دارد؟ Dياز نقطهEيتعيين كنيد كه نقطه: ب 

   را محاسبه كنيد؟AEDيي زاويه اندازه:ج 

xBDقرار مي دهيم،: حل  yDE و=   : در اين صورت داريمα=∠AED و=

  

  

  

  

  

D 

7 
5 

D C B 

A 

E 

D 

7 
5 

D C B 

A 

E α 

x 

y 

3 

x−8 

8 
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 12ي صفحه

0530158608287 2222 =−−→=+−→−+=∆ ))((cos))((:)( xxxxxxABD

5353 === →==→ <
DCDBxxx

DCDB ,,  

==5و چون    CEDC  لث   پس مثDEC         جـه دارد،   ر د 60ي متساوي الساقين است و چون يـك زاويـه

  :پس . ي خارجي است يك زاويهαي زاويهDECدر مثلث. DE=5يعني. پس متساوي الاضلاع است

o1206060 =+=α  

 كيلومتر در ساعت در يك جهت در حركت است و يك ساعت 60ي از يك نقطه با سرعت  يك كشت : : : :7777تمرينتمرينتمرينتمرين

 كيلومتر در ساعت به حركت خود ادامه مي دهد و يك سـاعت  40 درجه انحراف به راست با سرعت      30بعد با   

ومتر ي بندرگاه از مبدأ حركت كشتي چند كيل       فاصله. و نيم پس از آغاز حركتش در يك بندرگاه پهلو مي گيرد           

  است؟

  :حل 





=×=
=

kmx

t

60160

1

1

1  





=×=
=−=

kmx

t

205040

50151

2

2

)/(

//
  

)()cos())(()()(
2

3
24004003600150206022060 222 −−+=−+=d  

kmdd 96776078312004000
73132 // == →+=→ =

  

  ABCي كسينوس ها ثابت كنيد، در مثلث   به كمك قضيه : : : :8888تمرين تمرين تمرين تمرين 

222 اگر و تنها اگرo90>∠A:الف  cba +>  

222 اگر و تنها اگرo90<∠A: ب  cba +<  

222 اگر و تنها اگرo90=∠A: پ  cba +=  

  :اثبات الف

0202090 >−→<→<→>∠ AbcAbcAA coscoscoso  

2222222
22

2 cbacbAbccbcb +>→+>−+ → ++ cos)(
  

  

30 

 كشتي

 بندرگاه

d 

2x 

1x 

A 

C B 

c b 

a 
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022
22

2222222 >− →+>−+→+> +− AbccbAbccbcba cb coscos )(
  

o90002
2 >∠→< →<→ ÷ AAAbc bc coscos  

  :اثبات ب

0202090 <−→>→>→<∠ AbcAbcAA coscoscoso  

2222222
22

2 cbacbAbccbcb +<→+<−+ → ++ cos)(
  

  

022
22

2222222 <− →+<−+→+< +− AbccbAbccbcba cb coscos )(
  

o90002
2 <∠→> →>→ ÷ AAAbc bc coscos  

  :پاثبات 

0202090 =−→=→=→=∠ AbcAbcAA coscoscoso  

2222222
22

2 cbacbAbccbcb +=→+=−+ → ++ cos)(
  

022
22

2222222 =− →+=−+→+= +− AbccbAbccbcba cb coscos )(
  

o90002
2 =∠→= →=→ ÷ AAAbc bc coscos  

- به كمك اين مشخصات، نوع زاويه. داده شده استABCمورد، مشخصاتي از مثلثر در ه : 9تمرين

  . را تعيين كنيد) حاده، منفرجه يا قائمه بودن(Aي

  BC=9 و AC=6 و AB=10: الف 

  BC=9 و AC=4 و AB=8:  ب 

  BC=17 و AC=15 و AB=8: ج 

22 را با2aبه كمك تمرين قبل، كافي است، مقدار: حل  cb   :ن صورتدر اي.  مقايسه كنيم+

  :الف

o90
13610036

81 222
22

2
<∠→+<→







=+=+
=

Acba
cb

a
  

  :ب 

A 

C B 

c b 

a 
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o90
806416

81 222
22

2
>∠→+>→







=+=+
=

Acba
cb

a
  

  :ج 

o90
28964225

289 222
22

2
=∠→+=→







=+=+
=

Acba
cb

a
  

  

Cbaي در مثلثي رابطه :10تمرين cos2=نوع مثلث را تعيين كنيد.  برقرار است.  

  :حل 

ab

cba

b

a

ab

cba
C b

a
c

222

222
2

222 −+= →−+=
=cos

cos  

cbcbcbcbaa =→=→=−→−+=→ 22222222 0  

  .ن استيعني مثلث متساوي الساقي

  : ثابت كنيد كه ABCدر مثلث  :11تمرين

abc

cba

c

C

b

B

a

A

2

222 ++=++ coscoscos
  

  

   :حل 

abc

acb

a

A

bc

acb
A

22

222222 −+=→−+= cos
cos  

abc

bca

b

B

ac

bca
B

22

222222 −+=→−+= cos
cos  

abc

cba

c

C

ab

cba
C

22

222222 −+=→−+= cos
cos  

  

abc

cba

abc

bca

abc

acb

c

C

b

B

a

A

222

222222222 −++−++−+=++→ coscoscos
  

abc

cba

2

222 ++=  

***  
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  : تمرين براي حل 

  .ي اين مثلث را تعيين كنيدكسينوس بزرگترين زاويه. است7 و 5 و 4ي  طول اضلاع مثلث :12

  . سانتي متر باشد را پيدا كنيد5 طول قطر كوچك يك شش ضلعي منتظم كه طول ضلع آن  :13

bccbaي در مثلثي رابطه :14 −+=    چقدر است؟Aي ي زاويهاندازه.  برقرار است222

bccbaي در مثلثي رابطه :15 ++=    چقدر است؟Aي ي زاويهاندازه.  برقرار است222

  .م مثلث را بيابيدي ديگر زاويه ها و ضلع سو اندازهo30=∠C وb=32 وa=4 در مثلثي :16

==2 اگر،ABC در مثلث :17 BCAB222 و −=AC .يي زاويهاندازهABC را محاسبه 

  .كنيد

 حاصل . است7 و 5 و 4طول اضلاع مثلثي   :18
c

C

b

B

a

A coscoscos   .را تعيين كنيد++

***  
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  ي طول ميانه هامحاسبه

در اين . كه ميانه پاره خطي است كه يك رأس مثلث را به وسط ضلع مقابل آن وصل مي كندمي دانيد 

ي ميانه را ي اضلاع مثلث، اندازه اندازه با داشتنقسمت رابطه اي را معرفي مي كنيم كه به كمك آن مي توان

  .محاسبه كرد

aBC با اضلاعABC در هر مثلث:ي طول ميانه ها قضيه bAC و= cAB و= ي ، اگر اندازه=

  : باشد، در اين صورت مي توان نوشتam برابرaي وارد بر ضلعميانه

2222

2

1
2 amcb a +=+  

  :اثبات 

αβαβ coscos −=→−= 180  

βcos))(()(:)( aa m
a

m
a

bAMC
2

2
2

222 −+=∆  

)(cos. 1
4

2
2

2 αaa mam
a

b ++=→  

αcos))(()(:)( aa m
a

m
a

cABM
2

2
2

222 −+=∆  

)(cos. 2
4

2
2

2 αaa mam
a

c −+=→  

  :خواهيم داشت. را نظير به نظير جمع كنيم) 1(و)2(اكنون اگر روابط 

)cos.()cos.( αα aaaa mam
a

mam
a

cb −++++=+ 2
2

2
2

22

44
  

2
2

2
222 a

mcb a +=+→  

aBC با اضلاعABC در هر مثلث:جه وت bAC و= cAB و= ي وارد بر ي ميانه، اگر اندازه=

  : باشد، در اين صورت مي توان نوشتam برابرaضلع

2222
2

1
acbma −+= )(  

  

A 

B 

C M 

α β 

c b 

a 

am 
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aBC با اضلاعABC در هر مثلث:ها طول ميانه ي قضيه bAC و= cAB و=   : داريم=

2222
2

1
acbma −+= )(  

2222
2

1
bcamb −+= )(  

2222
2

1
cbamc −+= )(  

 را تعيين AMي طول ميانه،AB=4 وAC=6وBC=8 با اضلاعABCدر مثلث :19تمرين

  .كنيد

  :حل 

1040
2

1
64104

2

1
6416362

2

1
2

2

1 222 ==−=−+=−+= )()( acbma  

    : براي حلتمرين

مثلث را اين ي وارد بر بزرگترين ضلع  سانتي متر مي باشند، طول ميانه3 و 8 و 9طول اضلاع مثلثي  : 20

  .محاسبه كنيد

***  

 مجموع مربعات دو قطر با مجموع مربعات اضلاع برابر ،ثابت كنيد كه در هر متوازي الاضلاع  :21تمرين

  .است

  :اثبات 

αβαββα coscos −=→−=→=+ 180180  

)(cos))((:)( 12222 αADABADABBDABD −+=∆  

βcos))((:)( BCABBCABACABC 2222 −+=∆  

ααβ cos))((coscos BCABBCABAC 2222 ++= → −=
  

)(cos))((,
22222 αADABBCDCAC

ADBCDCAB ++= → ==
  

22222221 BCDCADABBDAC +++=+ → )(),(
  

  

A B 

C D 

α β 
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در هر متوازي الاضلاع مجموع . اينكه در متوازي الاضلاع، اضلاع مقابل مساوي مي باشندبنابر  :نتيجه 

  .مربعات دو قطر با دو برابر مجموع مربعات هر دو ضلع مجاور برابر است

)( 2222 2 BCABBDAC +=+  

  :ثابت كنيد.  استBCي وارد بر ضلع ميانهAM در مثلث مقابل :22تمرين

2222
2

1
acbma −+= )( 

ي خودش امتداد  به اندازهMي را از طرف نقطهAMي ميانه:اثبات 

 C وB را به نقاطDينقطه. بدست آيدDيمي دهيم، تا نقطه

قطرهاي چهارضلعي بدست آمده، همديگر را نصف مي . وصل مي كنيم

  :پس . كنند، لذا اين چهارضلعي متوازي الاضلاع است

222222 ABBDDCACBCAD +++=+  

)(, 2222 2 ABACBCADABDCBDAC +=+ → ==
  

)()( 22222
22 ABACBCAMAMAD +=+ → =

  

2222 22 acbma −+=→ )()(  

222222 2
2

1
22 acbmacbm aa −+=→−+=→ )()(  

*** 

  :تمرين براي حل 

مساحت مثلثي .  داده شده استa در شكل مقابل شش ضلعي منتظم به ضلع :23

  .كه از  وصل كردن يك در ميان رئوس شش ضلعي تشكيل مي شود را تعيين كنيد

  

  .)يد شودراه حل ق(  كدام است؟ θsin در مربع شكل مقابل ، مقدار  :24

1 (
3

1
                   2 (

3

2
                   3(

5

2
                   4 (

5

3
  

  

A C 

B 
M 

A C 

B D 

M 

a 

2 2 

2 

2 θ 
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  ي استوارتقضيه

اين قضيه  .، مي پردازيمي استوارتي معروف در هندسه، موسوم به قضيهدر اين قسمت به معرفي يك قضيه

خط ايجاد شده بر  و دو پاره مثلث وارد از يك رأس بر ضلع روبرو را بر حسب اندازه اضلاع خط پاره ياندازه

  .را تعيين مي كندروي ضلع 

در اين صورت مي توان .  باشدABC در مثلثBCاي دلخواه روي ضلع نقطهD اگر:ي استوارتقضيه

  :نوشت

BCDCDBBCADDBACDCAB ..... +=+ 222
  

در اين . ي كسينوس ها را مي نويسيم قضيهADCوADBبا توجه به شكل مقابل براي مثلث هاي: ات اثب

  :صورت داريم

αβαβ coscos −=→−= 180  

αcos))((:)( DBADDBADABABD 2222 −+=∆  

  

  

  

)(cos))()((... 12222 αDCDBADDCDBDCADDCABDC −+= →×
  

βcos))((:)( DCADDCADACADC 2222 −+=∆  

)(cos))()((... 22222 αDBDCADDBDCDBADDBACDB ++= →×
  

   .را نظير به نظير جمع مي كنيم) 2(و)1(حال روابط 

DBDCDBADDCDBDCADDBACDCAB ...... 222222 +++=+  

)(.)(.. DCDBDCDBDBDCADDBACDCAB +++=+→ 222  

BCDCDBBCADDBACDCAB ..... +=+→ 222  
  

A 

B 

C D 

α β 
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اي  نقطـه  D اگـر  :ي اسـتوارت  قضيه

ــلع  ــواه روي ضــــــ  در BCدلخــــــ

 اين صورت مي تواندر . باشدABCمثلث

  :نوشت 

)()( yxxymyxycxb +++=+ 222  

  

  .ي ميانه ها را ثابت كنيدي استوارت، درستي قضيه به كمك قضيه :25تمرين

DCDBپس .باشدBCي وارد بر ضلعپاي ميانهDيكه نقطه گيريم: حل وارت ي است لذا طبق قضيه=

  .داريم

BCDCDBBCADDBACDCAB ..... +=+ 222  

BCDBBCADDBACDBABDCDB .... 2222 +=+ → =

  

aDBDBmDBbDBc a
DBBC .... 22222

2 +=+ → =
  

aDBmbc a
DB .+=+ →÷ 222 2  

  

  

22222222

1

2
2

1

2

1
2 acbmambc aa

aDB
−+=→+=+ →

=
)(.  

 8 بـه طـول ضـلع        ABCدر مثلث متساوي الاضـلاع     :26تمرين

، A واحـد از رأس    7ي  ، به فاصـله   Dينقطه BCروي ضلع واحد،  

 C واحد از رأس   5ي  ، به فاصله  Eي نقطه ACهمچنين روي ضلع  

BDCDبا فرض اينكه  . در نظر گرفته شده اند     ، تعيين كنيد كـه    <

   چه فاصله اي دارد؟CوBاز نقاطDيقطهن

  
D 

7 
5 

D C B 

A 

E 

A 

B D C 

m 

x y 

b 
c 

A 

B 

C D 

α β 

c b 

a 
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xBDقرار مي دهيم،: حل  yDE و=   : در اين صورت داريمα=∠AED و=

  

BCDCDBBCADDBACDCAB ..... +=+ 222  

)).().(().()().()().()( 8887888 222 xxxx −+=+−→  

)()( xxxx −+×=+−→ 8884964864  

)( xxxx −+×=+−×→ 888496464864  

053015884964 228 =−−→=+−→−+=→÷ ))(( xxxxxx  

5353
8 === →==→ <÷ DCDBxxx DCDB ,,  

  . باشدمحل تلاقي آنها  Gيو نقطهABC ميانه هاي مثلثCPو BNو AMاگر  :27تمرين

  :ثابت كنيد كه 

)( 222222

3

1
cbaCGBGAG ++=++  

  : حل 

  

  

2
2

2
2

2
222

2
222 a

cbm
a

mcb aa −+=→+=+  

22

3
2

2
2222

3

3

2
a

cbAG
AGamamAG

−+= →
=→=

)(

222
2

222
2

222

9

1

9

2

9

2

29

2

22

9
acb

a
cbAG

a
cbAG −+=−+=→−+=→ )(  

  :به همين ترتيب 

2222

9

1

9

2

9

2
bcaBG −+=  

2222

9

1

9

2

9

2
cbaCG −+=  

D 

7 
5 

D C B 

A 

E α 

x 

y 

3 

x−8 

8 

A 

B 
C 

N 
P 

M 

G 
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  :كه با جمع هر سه تساوي فوق داريم 

222 CGBGAG ++  

)()()( 222222222

9

1

9

2

9

2

9

1

9

2

9

2

9

1

9

2

9

2
cbabcaacb −++−++−+=  

)( 222222

3

1

3

1

3

1

3

1
cbacba ++=++=  

  . را به دست آوريدADي پاره خط با توجه به شكل مقابل اندازه :28

  

  

  

  

  . را بيابيدx با توجه به شكل مقابل مقدار :29

  

  

  

  

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ي دوم متوسطه اضي دورهعضو گروه ري

  استان خوزستان 

7 
7 

x 
3 

A 

B 

C 
D 

5 

5 
8 

x 

3 

A 

B 

C 
D 4 
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     ي زاويه هاي داخليهانيمسازي قضيه  :موسدرس  

 ايـن  در اين درس با    . ي نيمساز هاي زاويه هاي داخلي مثلث است       يكي ديگر از قضاياي مهم هندسي ، قضيه       

  .شويمآشنا ي طول نيمساز  و روش محاسبهقضيه

ي داخلـي ، ضـلع      در هر مثلث ، نيمساز هر زاويـه       : ي نيمساز هاي زوايه هاي داخلي مثلث        قضيه

  .روبرو به آن زاويه را به نسبت دو ضلع زاويه قطع مي كند

  فرض. :  استBACي  نيمساز زاويهADپاره خط 

 
CD

AC

BD

AB   حكم : =

  

 خطي موازي با نيمساز Cي امتداد داده و سپس از نقطهC وAطرا از طرف نقاBC وABاضلاع: اثبات

 را AB رسم مي كنيم تا امتداد AD يعني Aي زاويه

  :در اين صورت داريم.  قطع كندEي در نقطه

  

x∠=∠⇒ β CEAD    موربAC و||

y∠=∠⇒ α CEAD    موربBE و||

  

βα: از طرفي طبق فرض داشتيم yx پس ∠=∠  متساوي الساقين ACE و در نتيجه مثلث ∠=∠

ACAEاست، يعني  =  

  :ي تالس داريماز طرفي طبق قضيه

CD

AC

BD

AB

CD

BD

AC

AB

CD

BD

AE

AB
CEAD ACAE =→= →=→ =||  

  

مي دانيم كه هر نقطه .  را عمود مي كنيمDNو DM بر اضلاع مثلث دو خطDي از نقطه:روش دوم 

DNDMپس  . روي نيمساز زاويه از دو ضلع زاويه به يك فاصله است   : از طرفي=

A 

D B C 

A 

D B C 

E 

α β 

x 

y 
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)(1

2

1

2

1

DC

BD

DCAH

BDAH

S ADC

ABDS =
×

×
=  

)(2

2

1

2

1

AC

AB

ACDN

ABDM

S

DNDM

ADC

ABDS =
=

×

×
=  

DC

AC

BD

AB

DC

BD

AC

AB =→=→)(),( 21  

***  

aBC بـا اضـلاع  ABC در هـر مثلـث  : هـا  نيمسازي  قضيه bAC و= cAB و=  AD اگـر =

  :داريم Aي داخلي نيمساز زاويه

y

b

x

c =  

  

***  

 طوري قرار دارد كهABCاز مثلثBCروي ضلعDينقطه : 1تمرين
DC

AC

BD

AB  ،ثابت كنيد. =

  . استA پاي نيمساز نظير رأس Dينقطه

  

DC

AC

BD

AB   فرض: =

  حكم. :  استBACي  نيمساز زاويهADپاره خط 

  

A 

D B C 

A 

D B C H 

N M 

A 

D B C 

d 
c b 

x y 
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 رسم مي كنيم تا امتداد AD خطي موازي با Cياز نقطه: اثبات

ABي را در نقطهEي در اين صورت و بنابر قضيه.  قطع كند

1)(:                       داريمBCEتالس در مثلث 
AE

AB

DC

BD =  

  :اكنون با توجه به فرض داريم

)(2
DC

BD

AC

AB

DC

AC

BD

AB =→=  

ACAE:     مي توان نوشت 2 و 1بنابر نتايج 
AC

AB

AE

AB =→=  

ACEAECپس .  متساوي الساقين استACEيعني مثلث   موازيند، CE و ADو چون . ∠=∠

  :پس



 ∠=∠→

∠=∠
∠=∠

CADBAD
AECBAD

ACECAD
  

  . استBACي  نيمساز زاويهADيعني 

***  

  يه قطع مي كند و برعكسضلع روبرو به آن زاويه را به نسبت دو ضلع زاو ، نيمساز هر زاويه در هر مثلث، : نتيجه

***  

 را به سه Aي زاويهAF وAE در شكل مقابل:2تمرين

  :ثابت كنيد كه. قسمت برابر تقسيم كرده اند

AFAC

AEAB

CF

BE

×
×=  

  

  : اثبات

  :پس.  استBAFي نيمساز زاويهAE پاره خطABFدر مثلث : الف

                )(1
EF

BE

AF

AB

EF

AF

BE

AB =→=  

A 

D B C 

E 

A 

B E F C 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2هندسهآموزش 

 26ي صفحه

  :پس.  استEACي  نيمساز زاويهAF پاره خطAECدر مثلث : ب

               )(2
CF

EF

AC

AE

CF

AC

EF

AE =→=  

  . را در همديگر ضرب مي كنيم2 و 1اكنون نتايج 

CF

BE

AFAC

AEAB

CF

EF

EF

BE

AC

AE

AF

AB =
×
×→×=×  

***  

 اگر.  را رسم كنيدAMC وAMBي و نيمساز هاي دو زاويهAMي ميانهABC در مثلث  :3 تمرين

 BCوPQثابت كنيـد دو خـط     .  قطع كنند  QوP را به ترتيب در نقاط     ACوAB اضلاع اين دو نيمساز،  

  .موازيند

  :اثبات

  : است ، پس M نيمساز رأسPM پاره خطAMBدر مثلث 

)(1
MB

AM

PB

AP

AP

AM

PB

MB =→=  

  : است ، پس M نيمساز رأسQM پاره خطAMCدر مثلث 

)(2
MC

AM

QC

AQ

AQ

AM

QC

MC =→=  

MCMBه   و بنابر اينك2 و 1ي روابط  از مقايسه : ، پس مي توان نوشت =
QC

AQ

PB

AP =   

BCPQ: ي تالس نتيجه مي شودو طبق عكس قضيه ||  

***  

ي پاره خط هايي كه نيمساز اندازه.  سانتي متر مي باشند15 و 12 و 8 اندازه هاي سه ضلع مثلثي  :4تمرين

  . بر ضلع مقابل آن پديد مي آورد را تعيين كنيدي بزرگتر مثلثدروني زاويه

ي از طرفي نيمساز هر زاويه. مي دانيم كه در هر مثلث بزرگترين زاويه روبرو به بزرگترين ضلع است: حل

  :پس. داخلي ضلع مقابل به آن زاويه را به نسبت دو ضلع زاويه تقسيم مي كند

  

1 2 3 4 
M B 

A 

P 

C 

Q 
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03232
2

3

8

12812

15

=−→=→=→=→=

=+

yxyx
y

x

y

x

yx

yx

  

  .ير را حل مي كنيمحال دستگاه ز



 ==→

=−
=+

69
032

15
yx

yx

yx
,  

***  

   :تمرين براي حل 

  . جدا مي كند، را حساب كنيدAB روي ضلعCياي كه نيمساز زاويه در شكل روبرو، طول دو قطعه :5

  

  

  

  

اي را كه نيمساز    طول هاي دو قطعه   .  است BC=10 و AC=5 و AB=7 داريم، ABC در مثلث   :6

  . روي ضلع مقابل آن ايجاد مي كند، را به دست آوريدAي زاويه

 با توجه به شكل زير ، حاصل :7
AEAC

ADAB

×
×

  .  را بدست آوريد

      

  

  

  

B 

A 

C M y x 

8 
12 

15 

A 

C 
B 8 

7 
6 

B C D E 

A 

2 2 3 

α α α 
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   هاي طول نيمسازاسبهمح

-ي اضلاع مثلث، اندازهدر اين قسمت رابطه اي را معرفي مي كنيم كه به كمك آن مي توان، به كمك اندازه

  .ي داخلي مثلث را محاسبه كردي نيمساز زاويه

-ي هر نيمساز داخلي برابر است با حاصل ضرب اندازه در هر مثلث ، مربع اندازه: ها سازمنيي طول قضيه

  .ي دو قطعه اي كه نيمساز روي ضلع مقابل ايجاد مي كندي دوضلع زاويه، منهاي حاصل ضرب اندازه

ي تـا دايـره   .  را امتـداد مـي دهـيم       Aي داخلي    نيمساز زاويه  :اثبات  

 C را بـه   Eيسپس نقطه .  قطع كند  Eيمحيطي مثلث را در نقطه    

 اسـت،   Aي نيمساز زاويه  ADدر اين صورت چون   . وصل مي كنيم  

21پس   AA  محـاطي   E و Bيهمچنين چون دو زاويـه     . ∠=∠

EB مي باشند، پس   ACبوده و برابر نصف كمان لذا   . ∠=∠

.  به حالت تـساوي دو زاويـه متـشابهند         AEC و   ABDدو مثلث   

  :پس 

BD

CE

AB

AE

AD

AC ==  

  :از تناسب اول مي توان نتيجه گرفت

AEADACAB .. =  
DEADAEو چون    . داريم=+

).(. DEADADACAB +=  

  :يا اينكه 

)(.. 12 DEADADACAB +=  

  :پس .  در داخل دايره متقاطع هستندAEوBCهمچنين بنابر اينكه دو وتر

)(.. 2DCBDDEAD =  

  :داريم) 1(و) 2(در نهايت از روابط 

DCBDADACAB .. += 2   

  :يعني 

DCBDACABAD .. −=2  

A 

C 
D 

E 

B 

1 2 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 29ي صفحه

 با ABC در مثلث:ي داخليي طول نيمساز زاويهقضيه

aBCاضلاع bACو= cAB و=  Aي،اگر نيمساز زاويه=

 x وy را به دو قطعه به طول هايa و اين نيمساز، ضلعdبرابر

  :تبديل كند، در اين صورت مي توان نوشت

xybcda −=  

 را بـه    Aي داخلـي  نيمـساز زاويـه   .  است BC=7 و AC=5 و ABC،3=ABدر مثلث  : 8تمرين

  .دست آوريد

  . داريمي نيمسازهابه كمك قضيه: حل 

  

  

  

5

8

5

353 =+→=→=→=
y

yx

y

x

yxy

b

x

c
  

8

35

5

877 =→= → =+ y
y

yx
  

8

21

8

35
7

7 =−= → =+ xyx
  

  :ا مي توان نوشتي طول نيمساز هاكنون به كمك قضيه

xybcda −=  

8

15

64

225

64

735
15

8

35

8

21
35 =→=−=−=→ aa dd ))(())((  

  :تمرين براي حل 

 را بـه دسـت      Cي داخلـي  نيمـساز زاويـه   .  است BC=10 و AC=4 و ABC،7=AB در مثلث   :9

  .آوريد

***  

A 

D B C 

d 
c b 

x y 

A 

D B C 

d 
c b 

x y 
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     هرون براي محاسبه ي مساحت مثلث ي قضيه  :چهارمدرس  

در ايـن درس، بـا ايـن روش را كـه     . ي سه ضلع مثلث مي توان مساحت آن را محاسـبه كـرد           به كمك اندازه  

  .شويمآشنا موسوم به دستور هرون مي باشد، 

 اندازه هاي سه ضلع يك a وbو cاگر: هرون ي قضيه

مثلث و 
2

cba
p

مي توان .  نصف محيط آن باشد=++

  .مساحت مثلث را به صورت زير به دست آورد

)()()( cpbpappS −×−×−×=  

 مي ABH را در مثلثي فيثاغورسرابطهسپس  . را رسم مي كنيمBCارتفاع وارد بر ضلعدر ابتدا : 1اثبات

  .نويسيم

2222

222

222

2 cCHCHaaAH

cCHaAH

cBHAHABH

=+−+→

=−+→

=+∆

.

)(

:)(

  

  

222 داريم،ACHو چون در مثلث bCHAH   : پس +=

222 2 cCHaab =−+ .  

  لذا 

a

cba
CH

2

222 −+=  

222ي رابطهACHبازچون در مثلث CHbAH   :پس.  را داريم=−

2
222

22

2
)(

a

cba
bAH

−+−=  

  :در ادامه داريم

                                                 
  .ه براي مطالعه استاثبات اين قضي.  1

A 

B C 

c b 

a 

A 

B C 

c b 

a 

H 
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)]()][([
a

cba
b

a

cba
bAH

22

222222
2 −++−+−=  

]][[
a

cba

a

ab

a

cba

a

ab
AH

22

2

22

2 222222
2 −++−+−=→  

))((
a

cbaab

a

cbaab
AH

2

2

2

2 222222
2 −+++−−=→  

a

cba

a

bac
AH

22

2222
2 −+×−−=→ )()(

  

a

cbacba

a

bacbac
AH

22
2 ))(())(( ++−+×−++−=→  

2
2

4a

cbabacbaccba
AH

))()()(( −+−++−++=→  

2
2 4

16 a

cbabacbaccba
AH ×−+−++−++=→ ))()()((

  

2
2 4

2222 a

cbabacbaccba
AH ×−+×−+×+−×++=→  

2
2 4

2222 a
c

cba
b

cba
a

cbacba
AH ×−++×−++×−++×++=→ )()()()(

2
22 4

a
cpbpappAH

cba
p

×−×−×−×= →
++=

)()()(

)()()(
||

cpbpapp
a

AH −×−×−×=→ 2
  

)()()(|| cpbpapp
a

AHaa −×−×−×= → = 2
  

  .با داشتن ارتفاع مثلث مي توان مساحت را نيز محاسبه نمود

)()()(. cpbpapp
a

aSAHaS −×−×−××=→= 2

2

1

2

1
  

)()()( cpbpappS −×−×−×=→  
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aahS در هر مثلث چون:هتوج
2

  :ت، پس مي توان نوش =1

a

S
ha

2=  

  :به همين ترتيب خواهيم داشت

 
c

S
hc

           و                  =2
b

S
hb

2=  

  .ي ارتفاع هاي مثلث را نيز به دست آورديعني مي توان بدين شكل اندازه

***  

aBCاضـلاع  بـا    ABC  مساحت مثلث   :ي هرون قضيه bACو= cAB و = ، بـه صـورت زيـر       =

  .است

))()(( cpbpappS −−−=  

كه در آن 
2

cba
p

  .مي باشد) نصف محيط ( =++

  

  

 13  آنعاضلاي اندازه به كمك دستور هرون مساحت و ارتفاع هاي مثلثي را حساب كنيد كه :1تمرين

  . باشند15 و14و

  :حل 

21
2

42

2

151413

2
==++=++= cba

p  

)()()()()()( 15211421132121 −×−×−×=−×−×−×= cpbpappS  

8423767821 222 =××=×××=→ S  














=×==

=×==

=×==

→

5

56

15

8422

12
14

8422
13

168

13

8422

c

S
h

b

S
h

a

S
h

c

b

a

  

A 

B C 

c b 

a 
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  . مساحت چهارضلعي شكل مقابل را به دست آوريد :2تمرين

  

  

  

  

  :پس.  قائم الزاويه استABDدر اين صورت چون مثلث.  را رسم مي كنيمBDابتدا قطر: حل 

10000360064006080 222 =+=+=BD  

100=→ BD  

24006080
2

1
1 =×=∆ )()(:)( SABD  








=−−−×=

=++=
∆

146009012050120100120120

120
2

9050100

2 ))()((
:)(

S

p
CBD  

 14600240021 +=+=→ SSSt  

  . را به دست آوريدa به كمك دستور هرون مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع :3تمرين

  : حل 

2
4

332

3

3

4

3

16

3

22

3

2

3

2

3
a

aaa
a

aa
S

appS

cpbpappS

a
p

acb

===−= →

−= →

−×−×−×=

=

==

)()(

)(

)()()(

  

***  

  

  

80 

50 

60 

90 

A 

B 

C D 

80 

50 

60 

90 

A 

B 

C D 

a 
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  :تمرين براي حل 

  . را به دست آوريد9 و 8 و 7مساحت مثلثي به اضلاع   :4

  ي بزرگتر كدام است؟ارتفاع وارد از رأس با زاويهي اندازه سانتي متر، 20 و 16 و 12در مثلثي به اضلاع   :5

  5/9)      د                6/9)      ج              5/8)    ب             5/10 )الف

*** 

  ي مساحت مثلث براي محاسبهسينوسي دستوري 

  .ي مساحت مثلث مي پردازيمدر اين قسمت به روشي ديگر به يك دستور ديگر براي محاسبه

- در سينوس زاويه مساحت هر مثلث با نصف حاصل ضرب دو ضلع):ي مساحت مثلثمحاسبه( قضيه 

  .ي بين آن دو ضلع برابر است

  :اثبات 

   

θθ sinsin:)( ×=→=∆ ACAH
AC

AH
ACH  

  

θsin××=××= ACBCAHBCS
2

1

2

1
  

θsinabS
2

1=⇒  

***  

ــا اضــلاعABC در هــر مثلــث:مثلــث سينوســي  مــساحت ي قــضيه aBC ب bAC و= = 

cABو   :اريم د=

AbcBacCabS sinsinsin
2

1

2

1

2

1 ===  

  

***  

A 

B C 

c b 

a 

B 

A 

C H 

a 

c 

θ 

b 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 35ي صفحه

  .مساحت مثلث مقابل را حساب كنيد : 6تمرين

  

  

  : سپس ثابت كنيد. ، را در نظر بگيريدa يك مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع :7تمرين

2مساحت اين مثلث برابر: الف

4

3
aاست   .                        

aي ارتفاع مثلث برابراندازه: ب
2

3
  . است

  :حل 

  : الف 

22

4

3

2

3

2

1
60

2

1
aaaaS === )()sin())((  

  :ب 

a
a

a

a

S
h

2

34

3
2

2
2

===
)(

  

***  

  :تمرين براي حل 

  . سانتي متر را حساب كنيد10به طول ضلع مثلث متساوي الاضلاع، مساحت يك   :8

  .مساحت شكل مقابل را حساب كنيد : 9

در هر مثلث، نسبت به كمك دستور سينوسي مساحت ثابت كنيد  : 10

ي ضلع ي مقابل برابر نسبت اندازهي يك ضلع به سينوس زاويهاندازه

   )ي سينوس هاقضيه(. ي مقابل مي باشدديگر به سينوس زاويه

ي بـين    ثابت كنيد كه مساحت هر متوازي الاضلاع برابر حاصل ضرب دو ضلع مجاور در سينوس زاويه                 :11

  .آن دو ضلع است

ي بين  سانتي متر و زاويه8 و   37ي دو ضلع آن    مساحت متوازي الاضلاعي را حساب كنيد كه اندازه         :12

  . درجه است120نها آ

h 
a 

a 

60 

o45 
26 

12 

10 

6 

8 

10 
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عي برابر نصف حاصل ضرب اندازه هاي دو قطر در سينوس كوچكترين زاويه ل ثابت كنيد كه مساحت هر چهارض :13

  . آن دو قطر استي بين

ثابت كنيد كه ي محيطي آن باشد،  شعاع دايرهR اندازه هاي سه ضلع يك مثلث و a وbو cاگر : 14

  .مساحت مثلث را مي توان به صورت زير محاسبه كرد

R

abc
S

4
=  

***  
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  تعيين زاويه هاي مثلث به كمك مساحت

اگر اين مساحت .  را به دست آوردتبه كمك دستور هرون و با داشتن اندازه هاي اضلاع مثلث مي توان مساح

ي زاويه ها را مي توان  اندازهرده و برابر همديگر قرار دهيم،محاسبه كنيز  سينوسي مساحت دستوررا به كمك 

  .دست آوردبه 

 سانتي متر را 7ي مقابل به ضلع ي زاويهاندازه.  مي باشند7 و 5 و 3 اندازه هاي سه ضلع مثلثي :15تمرين

  .به دست آوريد

  :حل 

2

15

2

753 =++=p  

  

)()()()()()( 7
2

15
5

2

15
3

2

15

2

15 −×−×−×=−×−×−×= cpbpappS  

)(13
4

15

2

9

2

1

2

5

2

15 =×××=→ S  

)(sinsin 2
2

15
53

2

1
AAS ×=×××=  

  : داشت خواهيم2 و 1اكنون به كمك روابط 

oo 12060
2

3
3

4

15

2

15 =∠=∠→=→=× AorAAA sinsin  

   .o60=∠A وAC=6 وABC، 10=ABدر مثلث  :16تمرين 

  . را به دست آوريدBCطول: الف 

  .مساحت مثلث را تعيين كنيد: ب 

  . را پيدا كنيدBsinمقدار: پ 

  :حل 

  :الف 

A 

B C 

3 5 

7 

B A 

C 

10 

6 

o60 
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ABCACABACBC cos..2222 −+=  

19276
2

1
1062100362 =→=−+=→ BCBC ))()((  

  :ب 

315
2

3
106

2

1

2

1 =×××== AABACS sin))((  

  :پ 

38

573

192

6

2

3

2

3

1926 =×=→=→= B
BA

a

B

b
sin

sinsinsin
  

 زمين كوچك به شكل مثلث با يك  قطعه دو:17 تمرين

ابعاد . متر، مطابق شكل از هم جدا شده اند13ديوار به طول

اگر با . م در شكل مشخص شده اندزمين ها هاين قطعه 

 به يك زمين تبديل شود، دو قطعه اينبرداشتن ديوار، 

مساحت آن چقدر مي شود؟ نشان دهيد ديوار مشترك با 

  .متري زاويه هاي برابر مي سازد11 متري و4اضلاع 

  :حل 








=×××=

=++=∆
24131216

16
2

15134

S

p
ABD :)(  








=×××=

=++=∆
66291122

22
2

201311

S

p
BCD :)(  

2906624 mSAS BCDABDABCD =+=+= ∆∆ )()(  

)(sinsinsin)( 1
13

12
134

2

1
24

2

1 =→××=→×=∆ αααBDABS ABD  

m13 

m15 
m4 

m11 

m20 C D 

A 

B 

β 

α 
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)(sinsinsin)( 2
13

12
1311

2

1
66

2

1 =→××=→×=∆ βββBDBCS BCD  

βαβα =→= → sinsin)(),( 21
  

***  

  شكل مقابل،با توجه به  :18تمرين 

  .  را به دست آوريدBCطول: اولاً 

  . را بيابيدDECBمساحت چهارضلعي: ثانياً 

  

  :پس .  درجه است60 برابر DAEي است، پس زاويهضلاع متساوي الاADEبا توجه به اينكه مثلث: حل 

ABCACABACBC cos..2222 −+=  

13252
2

1
86264362 =→=−+=→ BCBC ))()((  

312
2

3
68

2

1

2

1 =×××==∆ AACABS ABC sin..)(  

4

3
1

4

3

4

3 22 ===∆ )()( aS ADE  

4

347

4

3
312 =−=−= ∆∆ )()( ADEABCBCED SSS  

 به  6 و5 سانتي متر، نقطه اي كه از اضلاع به طول هاي       7 و 6 و 5 به اضلاع    ABC در مثلث    :19تمرين  

  لع بزرگتر چه فاصله اي دارد؟ض سانتي متر است، از 3 و 2ي به فاصله ترتيب

   :حل 








=×××=

=++=∆
664329

9
2

765

S

p
ABC :)(  

936
2

1 =××=∆ SAOB :)(  

A 

D E 

B 

C 

7 
5 

1 

1 

1 

B 

A 

O 

C 

2 

3 

6 

7 

5 

x 
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525
2

1 =××=∆ SAOC :)(  

xxSBOC
2

7
7

2

1 =××=∆ :)(  

)()()()( OBCOACOABABC SSSS ∆∆∆∆ ++=  

201466
7

2

2

7
5966 /)( ≈−=→++=→ xx  

  زير با توجه به شكل  :20تمرين

  . را بيابيدABCDمساحت چهارضلعي:             ب                . را به دست آوريدAيي زاويهاندازه: الف

  

  

  

  

  

ــر دو رأس:حــل  ــيم C وB اگ ــه هــم وصــل كن .  را ب

اين مثلث متساوي الساقين    .  بوجود مي آيد   BCDمثلث

 در ايـن مثلـث ،       Cيي زاويـه  با توجه بـه انـدازه     . است

 درجـه   30ي ديگر اين مثلث     معلوم مي شود كه دو زاويه     

نكه در هر مثلث قائم الزاويـه، ضـلع         نظر به اي  . مي باشند 

ــه ــه زاوي ــرو ب ــر اســت 30يروب ــصف وت ــس . درجــه ن پ

2

7

2
== BC

CH   

37
4

349

4

7

4

349
12077

2

1
4

7

2

7

2

1

=→=→








=××=

=××=

∆

∆
BDBD

S

BDBDS

BCD

BCD

sin)

)

(

(
  

13 

7 

7 

11 C 

A 

D 

B 

o120 

13 

7 

7 

11 C 

A 

D 

B 

30 

30 

H 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 41ي صفحه

2

37
12

2

371311 +=++=∆ )(ABDp  

))()()(()( 13
2

37
1211

2

37
1237

2

37
12

2

37
12 −+−+−++=∆ ABDS  

))()()(()( 1
2

37

2

37
1

2

37
12

2

37
12 −+−+=∆ ABDS  

3
4

143
1

4

147

4

174
144 =−+=∆ ))(()(ABDS  

  از طرفي

AAS ABD sinsin)( 2

143
1311

2

1 =×××=∆  

  لذا 

o60
2

3
3

4

143

2

143 =∠→=→= AAA sinsin  

  همچنين 

3
4

94
3

4

49
3

4

143 =−=−= ∆∆ )()( BCDABDABCD SSS  

***  

   هاي طول نيمسازمحاسبه

ي ي اضلاع مثلث، اندازهي را معرفي مي كنيم كه به كمك آن مي توان، به كمك اندازهدر اين قسمت رابطه

  .ي داخلي مثلث را محاسبه كردنيمساز زاويه

aBC با اضلاعABC در مثلث):ي داخليساز زاويهطول نيم (قضيه bAC و= = 

cABو   آنگاه .  باشدad برابرAي،اگر نيمساز زاويه=

cb

A
bc

da +
= 2
2 cos

  

  : اثبات 

A 

D B C 

d 
c b 

a 

1 2 
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)()()( ACDABDABC SSS ∆∆∆ +=  

22

1

22

1

2

1 A
ACAD

A
ADABAACAB sinsinsin ××+××=××→  

22
2 A

ACAD
A

ADABAACAB sinsinsin ××+××=××→×
  

)(sinsin ACAB
A

ADAACAB +×=××→
2

  

)(sincossin
cossinsin

ACAB
A

AD
AA

ACAB

AA
A

+×=×× →
=

222
222

2
  

ACAB

A
ACAB

ADACABAD
A

ACAB
+

××
=→+×=××→ 2
2

2
2

cos
)(cos  

aBC با اضلاعABC در مثلث:ي داخليي طول نيمساز زاويهقضيه bACو = = 

cABو   :در اين صورت مي توان نوشت.  باشدad برابرAي،اگر نيمساز زاويه=

cb

A
bc

da +
= 2
2 cos

  

  

 را به Aيطول نيمساز زاويه .o60=∠Aو AC=6و ABC،10=ABدر مثلث : 21تمرين

  .دست آوريد

  :حل 

4

315

106

3010622
2

=
+

=
+

= cos))((cos

cb

A
bc

da  

  

  

***  

  

A 

D B C 

d 
c b 

a 

B A 

C 

10 

6 

o60 
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  :تمرين براي حل 

  در شكل مقابل   :22

  . را بدست آوريدDEطول ضلع: الف 

  . را بيابيدBCDEمساحت چهارضلعي: ب 

  

مساحت مثلثي كه از وصل كردن يك در ميان .  داده شده استaدر شكل مقابل شش ضلعي منتظم به ضلع  :23

  .رئوس شش ضلعي تشكيل مي شود را تعيين كنيد

  

  

  

  

***  

  جابرعامري: تهيه كننده 

  ي دوم متوسطه عضو گروه رياضي دوره

  استان خوزستان 

  

  

A 

C B 

D 

E 

18 

3 

3 

3 

2 

a 


