
  آشنايي با مقاطع مخروطي و مكان هندسي: درس اول 

در . قطع مخروطي پرداخته و در ادامه مكان هندسي را تعريف مي كنـيم            مفهوم م ه معرفي   بابتدا  در اين فصل    

  . مكان هندسي بيان مي كنيمياانتها كاربردهايي بر

  قاطع مخروطيم

در پايه هاي قبل بـا سـطح مقطـع صـفحه بـا برخـي اجـسام         

بياد داريد كـه سـطح مقطـع حاصـل از           . آشنا شده ايد   ندسيه

يك دايره  مي تواند يك نقطه يا      برش يك صفحه و يك كره،       

ي منظور از فـصل مـشترك صـفحه و كـره ، مجموعـه        . است

  .ندرنقاطي است كه هم در صفحه و هم در كره قرار دا

ي حاصـل از فـصل      يـره حالتي را بيان كنيد كـه دا      فصل مشترك يك صفحه و يك كره چيست؟          :1تمرين

  .ي ممكن باشدبزرگترين دايره مشترك صفحه و كره،

  ي مخروطي رويه

  مانند شكل مقابل   Oي در نقطه  ∆ و d دو خط  كه فرض كنيد 

 حول dسطح حاصل از دوران خط. ، متقاطع و غير متعامد باشند

. مي نامند ) سطح مخروطي  ( ي مخروطي رويه را يك    ∆خط

 را  d را رأس و خـط     Oي، نقطه محور را   ∆در اين حالت خط   

  .اين سطح مخروطي مي گويندمولد 

ي بـا توجـه بـه       ط ـح مخرو و يك سط   يك صفحه    كفصل مشتر 

حالت هاي مختلف صفحه و سطح مخروطي نسبت به هم، يـك       

مقاطع تعدادي از اين     ادامهدر   . گفته مي شود   مقطع مخروطي 

  .كنيدمي مخروطي را مشاهده 

 محور
 ولدم

 رأس

∆ 

O 

d 
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  )2ي صفحه ( 

  . استدايره اگر صفحه بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از رأس نگذرد، مقطع ايجاد شده يك  :1

، مقطع مخروطي تنهـا     اگر صفحه، از رأس بگذرد    توجه داشته باشيد كه     

  . خواهد بودنقطهيك 

نباشـد و  و بـا مولـد مـوازي    نباشد  اگر صفحه بر محور سطح عمود   : 2

صفحه در يك طرف سطح مخروطي قرار گيرد، مقطع ايجاد شده يـك             

  . استبيضي

 اگر صفحه از رأس مخروطي نگذرد و هر دو طرف سطح مخروطي : 3

  . استهذلوليقطع ايجاد شده يك را قطع نمايد، م

 اگر صفحه با يكي از مولد هاي سطح مخروطي موازي بوده و سطح مخروطي را در يك طرف رأس قطع : 4

  . استسهميمقطع ايجاد شده يك  كند،

در دروس بعدي تعريف دقيقي براي هـر يـك از           . در اينجا به طور شهودي با مقاطع مخروطي ، آشنا شده ايد           

  . ارائه خواهيم داد1مقاطع مخروطي

  :تمرين براي حل 

   برش دهد، مقطع حاصل چه شكلي است؟شامل محور يك سطح مخروطي، آن را هرگاه صفحه اي  :2

سـطح  ي ايجاد مـي شـود كـه آن را     سطح∆ حولdاز دوران خط.  موازي  باشندd و ∆ هر دو خط    :3

در حالـت هـاي   .  ، يك سطح استوانه اي را قطع كنـد Pيحال فرض كنيد ، صفحه   .  مي نامند  استوانه اي 

  .)توجه داشته باشد كه مسئله چهار حالت دارد. ( ي سطح مقطع حاصل بحث كنيدمختلف درباره

***  

  

  

  

                                                 
 .بررسي هذلولي جزء اهداف كتاب درسي نمي باشد.  1
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  )3ي صفحه( 

  مكان هندسي

 مشتركويژگي يك داراي ي آنها همهگفته مي شود كه  از صفحه يا فضا ينقاطي وعهمكان هندسي به مجم

  .داراي اين ويژگي باشد، عضو اين مجموعه باشديافت شود كه اي  و اگر نقطهباشند

  : گويند، هرگاه مكان هندسيبه عبارتي ديگر هر مجموعه از نقاط با ويژگي معين را 

  .ي اين ويژگي استهر نقطه در اين مجموعه دارا: الف

  .ي ديگر كه اين ويژگي را داشته باشد، عضو اين مجموعه استهر نقطه: ب

  :زيرا .  يك مكان هندسي استOبه مركزسانتي متر  5 دايره به شعاع :مثال 

  . سانتي متر است5ي روي دايره تا مركز دايره برابر ي هر نقطهفاصله: الف 

  . سانتي متر باشد، آن نقطه روي دايره است5ي آن تا مركز دايره برابر ي پيدا شود كه فاصلهااگر نقطه: ب 

  در شكل مقابل واضح است كه 

ي  روي دايره تا نقطهAي هر نقطه مانندفاصله: الف

  . مقداري ثابت و برابر شعاع استOثابت 

 Oي ثابتي آن تا نقطهكه فاصلهBمانندهر نقطه : ب

  .همان فاصله را داشته باشد، روي دايره است

  .ي شكل مقابل يك مكان هندسي استبنابراين دايره

  

***  

  معرفي چند مكان هندسي مهم

) شعاع(ي ثابت به يك فاصله) مركز(ت ي ثابدايره مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه : 1

  .باشند

  

  

R M 

O ROM = 

O 

A 

B 

3A 

2A 

1A 

 يك پنكهي پرهي انتهاي نقطه
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  )4ي صفحه ( 

 مكان هندسي نقاطي از صفحه ،عمود منصف پاره خط:  2

  .است كه از دو سر پاره خط به يك فاصله باشند

  

  

  

مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از دو ، نيمساز زاويه:  3

  .ضلع زاويه به يك فاصله باشند

  

  

  

از صفحه است كه مجموع  مكان هندسي نقاطي ، بيضي :4

  .به يك اندازه باشد) كانون(ي ثابت فاصله هاي آنها از دو نقطه

  

 مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه قدر مطلق تفاضل ، هذلولي:  5

  .به يك اندازه باشد) كانون(ي ثابت فاصله هاي آنها از دو نقطه

  

  

 مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از يك ،سهمي  :6

به يك ) خط هادي(و از يك خط ثابت ) كانون(ي ثابت طهنق

  .فاصله باشند

  

  

A 
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  )5ي صفحه( 

  . باشندkي ثابت به فاصلهdمكان هندسي نقاطي از صفحه را بنويسيد كه از خط  :مثال 

ي له به فاصd مكان هندسي نقاطي از صفحه كه از خط:حل 

دو  آن و در  ازkي  به فاصلهdدو خط موازي.  باشندkثابت

  .استطرف آن 

  . و در صورت لزوم شكل مربوطه را رسم كنيد2 در هر مورد مكان هندسي مورد نظر را حدس زده:مثال 

مماس بر آن  را پيدا كنيد كه در خارج يك دايره به شعاع مساويي ياهدايره هاي  مكان هندسي مركز  :1

  .باشند

  .ي ثابت و به شعاع مجموع شعاع هاي دو دايره است مكان هندسي دايره اي هم مركز با دايره:حل

  

  

  

  

21 RRR +=  

 بر يك خط Pص مانندي مشخ مكان هندسي مركز دايره هايي از صفحه را پيدا كنيد كه در يك نقطه: 2

  . مماس باشندdداده شده مانند

  . عمود مي باشدPي مكان هندسي خطي است كه بر خط داده شده در نقطه:حل

  

  

  

  

  

  

                                                 
 .اثبات لازم نيست.  2
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  )6ي صفحه ( 

سـانتي متـر پرتـاب مـي        10ي مربع شكلي به ضلع       سانتي متر را بر روي صفحه      2سكه اي به شعاع      :مثال  

مكان هندسي نقطه اي درون مربع را تعيين كنيد كه اگر مركز سكه در آنجا قـرار گيـرد، سـكه كـاملاً                       . كنيم

  .داخل مربع واقع مي شود

سكه هايي كه كاملاً درون مربع قرار مي گيرند، بر اضلاع آن مماس مي واضح است كه كناري ترين : حل 

62210 به ضلع مكان هندسي مربعي، لذاباشند =−  سانتي متر به شرط اينكه محل تقاطع قطرهاي هر )(

  .منطبق باشند) مركز(دو مربع

  

  

  

  

  

   :تمرين براي حل 

  . مكان هندسي هر يك از نقاط زير را مشخص كنيد  :4

  . به يك فاصله باشدa وb مكان هندسي نقاطي از صفحه كه از دو خط متقاطع:الف

 dي مركز هر يك آنها تا خط سانتي متر از صفحه كه فاصله3 مكان هندسي مركز دايره هايي به شعاع :ب 

  .  سانتي متر باشند5برابر

  . باشدRي  به فاصلهP ثابتيطي از فضا كه از يك نقطهامكان هندسي نق :ج 

 كه چند تعيين كنيد.  دايره اي طوري رسم شده است كه هر ضلع زاويه اي را در دو نقطه قطع كرده است :5

  چرا؟. ي هر يك تا دو ضلع زاويه به يك فاصله باشدنقطه از دايره وجود دارد كه فاصله

***  
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  )7ي صفحه( 

  كاربرد مكان هندسي

 است كه ي مهمترين كاربردهاي مفهوم مكان هندسي، ترسيم هاي هندسي و يافتن نقطه يا نقاطيكي از

  .دنداراي ويژگي معيني باش

 Aروي صفحه نقطه يا نقاطي را پيدا كنيد كه از .  سانتي متر داده شده است4 به طول ABپاره خط: مثال 

  . سانتي متر باشد3ي به فاصلهB و از2ي به فاصله

 سانتي 3 كماني به شعاع B و از 2كماني به شعاعA مركز :حل 

 نقاط واقع روي كمان اول داراي يك ويژگي است .متر رسم مي كنيم

 سانتي 2يبه فاصله Aيهطنقتا ي هر يك اينكه فاصلهو آن هم 

 داراي يك ويژگي است و مودنقاط واقع روي كمان  .متر مي باشند

نقاط مشترك واقع بر هر دو .  سانتي متر مي باشند3ي به فاصلهBيي هر يك تا نقطهآن هم اينكه فاصله

  .ب مسئله هستندكمان داراي هر دو ويژگي مي باشند و لذا جوا

 يك پاره خط از اين ويژگي استفاده مي كنيم كه هر نقطه روي عمود منصف عمود منصفبراي رسم : مثال 

به  ABبراي رسم عمود منصف پاره خطلذا .  دو سر پاره خط به يك فاصله است و برعكسزيك پاره خط ا

   .شكل زير عمل مي كنيم

 اندازه اي باز مي كنيم كه شعاع آن از نصف طول پاره ابتدا پرگار را به

 دو كمان با شعاع ABخط بيشتر باشد، سپس از دو سر پاره خط

 و Mهاي مساوي رسم كرده تا اين دو كمان همديگر را در نقاط

Nيچون دو نقطه.  قطع كنندM و Nاز دو سر پاره خط AB 

وچون از .  قرار دارندABپس روي عمود منصف. به يك فاصله اند

لذا خط گذرا از ي متمايز فقط يك خط راست مي گذرد، هر دو نقطه

  . استAB عمود منصف dاين دو نقطه يعني
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  )8ي صفحه ( 

 ز يك پاره خط انيمساز از اين ويژگي استفاده مي كنيم كه هر نقطه روي نيسماز زاويهبراي رسم : مثال 

به شكل زير عمل مي  xOyينيمساز زاويهلذا براي رسم . به يك فاصله است و برعكسضلع زاويه دو 

  . كنيم

 يك كمان را طوري رسم مي كنيم كه اضلاع xOyيأس زاويهاز ر

 دو كمان با B وAاكنون از نقاط.  قطع كندB وAزاويه را در نقاط

 M نقطه اي مانندشعاع مساوي رسم مي كنيم كه همديگر را در

) ض ض ض( به حالت OBMو OAMچون دو مثلث.قطع كنند

BOMAOMلذا . همنهشت هستند  نيمساز OM يعني∠=∠

  . مي باشد و جواب مسئله استxOyيزاويه

  

نقطه اي روي .  غير واقع بر آن داده شده اندAي و نقطهd خط:مثال

.  باشدR معلوم ي به يك فاصلهA ي تعيين كنيد كه از نقطهdخط

  . روي تعداد جواب مسئله بحث كنيدR يبا توجه به اندازه

  . جواب مسئله استdنقاط برخورد اين كمان و خط .  رسم مي كنيمR كماني به شعاع A به مركز :حل

  

  

  

  

  در اين صورت.  باشدAHابرر بdا خط تA ينقطهي اگر فاصله

RAH اگر :الف RAHاگر  :ب            .  مسئله دو جواب دارد>   . مسئله يك جواب دارد=

RAHاگر  :ج   . مسئله جواب ندارد<

در اين .  باشند2Pطي با ويژگيا مكان هندسي نق2S و1P مكان هندسي نقاطي با ويژگي 1Sاگر: توجه 

21ي نقاطصورت مجموعه SS I1ي نقاطي است كه هر دو ويژگي مجموعهP2 وPاين براي ربناب.  را دارند
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  )9ي صفحه( 

 را رسم كرده و نقطه يا نقاط بر خورد 2S و1S، بايد نمودارهاييافتن نقاطي كه اين دو ويژگي را داشته باشند

  .آنها را به دست آورد

 dنقطه اي روي خط. در يك صفحه واقعند ،كه شامل هيچ يك نيست d و خطAوBي دو نقطه:مثال 

  .آيا مسئله همواره جواب دارد؟ بحث كنيد.  به يك فاصله باشدA و Bيبيابيد كه از دو نقطه

 جواب مسئله dنقاط برخورد اين عمود منصف با خط.  را رسم مي كنيمAB عمود منصف پاره خط :حل

  .است

  .حال حالت هاي زير وجود دارد

dABاگر: الف   .مسئله يك جواب دارد.   نباشد⊥

  

  

dABاگر: ب   . بگذرد، مسئله بيشمارجواب داردABي وسط  از نقطهd و  باشد⊥

  

  

  

dABاگر :ج   . نگذرد، مسئله جواب نداردABي وسط  از نقطهd  باشد و⊥

  

  

  

  

  

***  

 Aي  به يك فاصله بوده و از نقطهC وB نقطه اي در صفحه بيابيد كه از نقاطرزي با توجه به شكل :مثال 

  .)در مورد تعداد جواب هاي مسئله بحث كنيد. (  سانتي متر باشد9ي به فاصله
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  )10ي صفحه ( 

  

  

  

  

 سانتي 9 دايره اي به شعاع Aي  را رسم كرده و سپس به مركز نقطهBC ابتدا عمود منصف پاره خط: حل

  . با دايره جواب مسئله استBCمحل برخورد عمود منصف پاره خط. متر ترسيم مي كنيم

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .  يكي از حالت هاي زير ممكن است پيش بيايد. در صورتي كه اندازه هاي داده شده در اين مسئله متغير باشند

  . را در دو نقطه قطع كند مسئله دو جواب داردBCاگر دايره ، عمود منصف پاره خط

  .  مماس باشد، مسئله يك جواب داردBCاگر دايره بر عمود منصف پاره خط

  . را  قطع نكند، مسئله جواب نداردBCاگر دايره ، عمود منصف پاره خط

***  
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  )11ي صفحه( 

   :تمرين براي حل 

نقطه اي پيدا كنيد كه از .  كه شامل هيچ يك نيست، در صفحه داده شده اندd و خطAوBيدو نقطه   :6

  . سانتي متر باشند3ي  به فاصلهd به يك فاصله بوده و از خطA وBنقاط

 به AوBينيد كه از دو نقطهنقطه اي پيدا ك.  روي صفحه داده شده اندAوB وCوDي چهار نقطه :7

 مسئله همواره جواب دارد؟ روي حالت هاي آيا. نيز به يك فاصله باشند CوD ييك فاصله و از دو نقطه

  . بحث كنيدCDو ABمختلف پاره خط هاي

 به يك فاصله و AوBينقطه اي پيدا كنيد كه از دو نقطه.  روي صفحه داده شده اندAوBوCنقاط  :8

آن بحث آيا مسئله همواره جواب دارد؟ روي حالت هاي مختلف .  سانتي متر باشد3ي به فاصلهCياز نقطه

  .كنيد

 سانتي متر 2ي  به فاصلهAنقطه اي پيدا كنيد كه از نقطه. صفحه داده شده اند در d خط وAي نقطه :9

  .آيا مسئله همواره جواب دارد؟ روي حالت هاي مختلف آن بحث كنيد.  سانتي متر باشد3يفاصلهبه  dو از

  ***  

  مكان هندسيبررسي تحليلي 

جاي نقطه در صفحه تغييـر      ،  پارامتراين  پارامتر بستگي داشته باشد، با تغيير       يك  هرگاه مختصات نقطه اي به      

 ،ي مختصات صفحهدر  اگر اين نقاط را     . موعه اي از نقاط در صفحه، بدست مي آيد        بدين شكل مج  مي كند و    

  .  آن نقطه مي نامندمكان هندسيشكل حاصل را  مشخص كنيم،

  .به طور كلي مي توان مكان هندسي را به صورت زير تعريف كرد

  .ي نقاطي از صفحه است كه داراي خاصيت يكساني باشندمكان هندسي، مجموعه

  .دايره، بيضي، هذلولي و سهمي نمونه هايي از مكان هندسي در صفحه هستند :نتيجه

  ي مكان هندسي معادله

عرض آن نقطه است كه به پارامتر بستگي         ي مكان هندسي يك نقطه، رابطه اي بين طول و         منظور از معادله  

  .نداشته باشد

),(ي مكان هندسي نقطه:مثال 52 1 −+ mmA وقتي كه mتغيير مي كند را بنويسيد .  

M 
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  )12ي صفحه ( 

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم.  كافي است پارامتر را حذف كنيم:حل 

721
2

5 −=→−=+→ xyx
y







+=→−=
−=→+=

2

5
52

11
y

mmy

xmmx
  

  .لذا مكان هندسي ، يك خط راست است

)cos,sin(يمكان هندسـي نقطـه     يمعادله :مثال   αα ++ 2 1B    كـه    وقتـيα        تغييـر مـي كنـد را 

  .بنويسيد

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم.  كافي است پارامتر را حذف كنيم:حل 







−=→−=→+=
−=→−=→+=

22

22

222

111

)(coscoscos

)(sinsinsin

yyy

xxx

ααα
ααα

  

12121 222222 =−+−→−+−=+→+ )()()()(cossin yxyxαα  

  

)cos,sin(يمكان هندسي نقطه  ي  معادله :مثال   θθ 32 41 +−+C    وقتي كه θ    تغييـر مـي كنـد را 

  .بنويسيد

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم.  كافي است پارامتر را حذف كنيم:حل 










+=→+=→+−=

−=→−=→+=

9

2

3

2
32

16

1

4

1
41

2
2

2
2

)(
coscoscos

)(
sinsinsin

yy
y

xx
x

θθθ

θθθ
  

1
9

2

16

1

9

2

16

1 2222
22 =++−→++−=+→+ )()()()(

cossin
yxyxθθ  

  :تمرين براي حل 

),(يمكان هندسي نقطهي معادله  :10 521 −+ mmA   .ير مي كند را بنويسيد تغيm وقتي كه 

)cos,sin(يمكان هندسي نقطهي معادله  :11 ttB 32   . تغيير مي كند را بنويسيدt وقتي كه 

***  
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  )13ي صفحه( 

  دايره  : موددرس 

و در ادامه ويژگي هاي آن را بـه         تعريف مي كنيم    معروف ترين مقاطع مخروطي ، يعني دايره را          درسدر اين   

  .صورت تحليلي بررسي مي كنيم

  ي دايرهمعادله

ي ثابـت را  نقطه .ي ثابتي باشندي ثابت به يك فاصلهي نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه   دايره مجموعه 

  .ي ثابت را شعاع دايره مي گويندز دايره و فاصلهمرك

  

  

  

  

  

),(اگر yxMي دلخواهي از دايره باشد در اين صورت نقطه: 

222

22

Ryx

ROMROM

=−+−→

=→=

)()( βα
  

),(كه در آن βαO مختصات مركز و Rي شعاع دايره است اندازه.  

222                           ارد دايرهي استاندمعادله Ryx =−+− )()( βα  

  .ي دايره به شكل زير خواهد آمد در حالت خاص اگر مركز دايره روي مبدأ مختصات باشد، معادله:نتيجه 

222 Ryx =+  

)(ي دايره اي را بنويسيد كه معادله:مثال    . باشد4شعاع آني  مركز و اندازه−,23

  :حل 

222222 )()()()()( 423 =++−→=−+− yxRyx βα  

1623 =++−→ 22 )()( yx  

),( βαO 

R 

),( yxM 

ROM = 
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  )14ي صفحه ( 

  .مثال قبل را محور هاي مختصات را به دست آوريدي  مختصات نقاط برخورد دايره:مثال 

 xيك بار مقدار  ي دايره،   ، در معادله  كافي است هاي مختصات،   براي تعيين نقاط برخورد دايره با محور         :حل  

  . را برابر صفر قرار دهيمyو يك بار مقدار

7216230
1623

0
=+→=++−→





=++−
= 222

22 )()()(
)()(

yy
yx

x
  

7272 ±−=→±=+→ yy  

  .پس نقاط برخورد نمودار تابع با محور عرضها به شكل زير است

),( 720 −−B  و   ),( 720 +−A  

  

12316203
1623

0
=−→=++−→





=++−
= 222

22 )()()(
)()(

xx
yx

y
  

323323 ±=→±=−→ xx  

  . به شكل زير استطولهاپس نقاط برخورد نمودار تابع با محور 

),( 0323 −D  و   ),( 0323 +C  

  : توجه 

ره بـر  داراي يك ريشه باشد، داي   ي دايره،    در معادله  xاز جايگزيني صفر به جاي    بدست آمده   ي  هاگر معادل  : 1

  .را قطع نمي كندعرض ها دايره محور ، مماس است و اگر ريشه نداشته باشدعرضها محور 

ي دايره، داراي يك ريشه باشد، دايره بـر   در معادلهyي بدست آمده از جايگزيني صفر به جاي      اگر معادله  : 2

  .را قطع نمي كندطولها حور دايره م محور طولها مماس است و اگر ريشه نداشته باشد،

  :تمرين براي حل 

)(ي دايره اي را بنويسيد كهمعادله  :1   . باشد3ي شعاع آن مركز و اندازه1−−,2

  .ي برخورد نمودار دايره با محورهاي مختصات را به دست آوريد در تمرين قبل مختصات نقطه :2

  . باشد3ره اي را بنويسيد كه مركز آن مبدأ مختصات باشد و شعاع آن برابري دايمعادله  :3



 م رياضيدهدوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )15ي صفحه( 

)(آن ي دايره اي را بنويسيد كه مركز معادله: 4 )(ينقطه  و از−1,0   . بگذرد−2,1

)( آن ي دايره اي را بنويسيد كه مركز معادله: 5 0343 و بر خط−−,12 =−− yxمماس باشد .  

)(ي دايره اي را بنويسيد كه نقاط معادله: 6 6,3−A2,5)( وBدو سر قطري از آن باشند .  

***  

  ي دايرهي گستردهمعادله

  . ي دايره را مي توان به شكل زير نوشتمعادله 

022 =++++ cbyaxyx  

  . دايره مي نامندي ضمنيمعادله يا گستردهي معادلهي دايره را اين صورت از معادله

022اگر معادله ايتوجه داشته باشيد كه      =++++ cbyaxyxاين معادلـه بـه   .  به شكل معلوم باشد

  ي دايره است كه شرطي معادله

  .)يا مساوي باشند.( برابر يك باشند2y و2xضرايب) الف

  .  نباشدxyيمعادله شامل جمله) ب

cbaمقدار) ج 422   . مثبت باشد∆=+−

  .ي استاندارد تبديل مي شودي دايره به معادلهي گستردهبا اين شرايط معادله

4

4

22

4

4

22

0
4444

0

22
22

22
22

222
2

2
222

cbab
y

a
x

cbab
y

a
x

c
bab

byy
a

axxcbyaxyx

−+=−−+−−→

−+=+++→

=+−−+++++→=++++

))(())((

)()(

)()(

  : آمده داريمي بدستبا توجه به معادله

),(
22

ba
O     مختصات مركز دايره−−

cba
cba

R 4
24

4 22
22

−+=−+= 1
  ي شعاع دايره    اندازه
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  )16ي صفحه ( 

  .ي زير داده شده است معادله:مثال

0156222 =−−++ yxyx  

  .ي يك دايره است، معادلههنشان دهيد كه اين معادل) الف

  .)به دو روش حل كنيد. ( وريدي شعاع آن را بدست آمختصات مركز و اندازه) ب

  .نمودار دايره را رسم كنيد) ج

  :حل 

0156222 =−−++ yxyx  

2531 =−++→ 22 )()( yx9115912 ++=+−+++→ yyxx 622  

),(ي يك دايره است وو اين معادله 31−O 525مختصات مركز و ==Rاستي شعاع آن  اندازه.   

),(كافي است به مركزمودار دايره  نبراي رسم 31−O5 دايره اي به شعاع=R   شودرا رسم.  

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

  

 زير نيـز تعيـين    هايي شعاع دايره را به كمك فرمول      توجه داشته باشيد كه مي توان مختصات مركز و اندازه         

  .كرد

),(),(),( 31
2

6

2

2

22
−→−−−→−− OO

ba
O   

560364
1

1562
11 =++=−−−+=−+=

2
4

2
4

2

2222 )()()(cbaR  
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  )17ي صفحه( 

)( و2B-,3)( و1,0A)(ي دايره اي را بنويسيد كه از نقاط معادله:مثال  1,-2−Cبگذرد  .  

),( فرض مي كنيم كه مختصات مركز دايره به صورت:روش اول  : حل βαباشد .  

ROCOBOA كه در اين صورت واضح است   :لذا مي توان نوشت . ===

222222 2301 )()()()( βαβα −−+−=−+−→=→= OBOAOBOA  

)(13446921 2222 =−→++++−=++−→ βαββααβαα  

222222 2101 )()()()( βαβα −−+−−=−+−→=→= OCOAOCOA  

)(21442121 2222 −=+→+++++=++−→ βαββααβαα  

21
1

3
21 −=



 =→

−=+
=−

→ βα
βα
βα

,)(),(  

  .اطلاعات مي توان شعاع دايره را نيز به دست آوردبا اين 

2402011 22 =+=++−=→= )()(ROAR  

  .ي دايره را به صورت زير مي نويسيملهاكنون معاد

421 =++− 22 )()( yx  

022 ي دايره بصورتفرض كنيم كه معادله :روش دوم  =++++ cbyaxyxپس.  باشد:  

100011,0
022

−=+→=++++ → =++++ cacaA cbyaxyx)(  

13230234923,
022

−=+−→=+−++ →− =++++ cbacbaB cbyaxyx)(  

52024121,
022

−=+−−→=+−−+ →−− =++++ cbacbaC cbyaxyx)(  









−=−−
−=−

→




−=−−+−−
−=−−+−

 →
−=+−−

−=+− −=+
2

6

512

131231

ba

ba

aba

aba

cba

cba ca

)(

)(

52

1323
  

1 4  2 ==−=→ cba ,,  

  : لذا

01420ي دايره         معادله 2222 =++−+⇒=++++ yxyxcbyaxyx  
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  )18ي صفحه ( 

و محل تلاقي آنها كرده  را تعيين BC وAB ابتدا معادلات عمود منصف هاي دو پاره خط:روش سوم 

ي مركز تا هر يك از نقاط با تعيين فاصله. بدين ترتيب مختصات مركز دايره بدست مي آيد. بدست آوريمرا 

ي ي شعاع به راحتي معادلهبا معلوم بودن مختصات مركز و اندازه. ي شعاع معلوم مي شودداده شده، اندازه

  .دايره را مي توان نوشت

3121
1

31

20
12

−=→−+−= →
−=

−
+=−

xyxy
mM

)()(
,),(

)(1,0Aو )(2-,3B   

2
0

31

22
21

−= →
=

−−
+−=−

y
mN ,),(

)(3,-2Bو )( 1,-2−C   

        مختصات مركز 




−→=→
−=

−=
→ ),( 211

2

3
Ox

y

xy
  

2402011ي شعاع         اندازه 22 =+=++−= )()(OA  

421221ي دايره               معادله 22222 =++−→=++− )()()()()( xxxx  

***  

  :تمرين براي حل 

  . دست آوريدي زير را به مختصات مركز و طول شعاع دايره اي به معادله :7

014222 =+−++ yxyx  

  ي يك دايره است؟    كدام يك از روابط زير معادله  :8

016222 =−−−+ yxyx )الف  

043222 =++++ yxyx )ب  

024322 22 =−+−+ yxyx )ج  

را رسم  رهبا توجه به تمرين قبل مختصات مركز طول شعاع دايره ها را بدست آوريد و سپس نمودار داي  :9

  .كنيد
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  )19ي صفحه( 

05322ي را طوري به دست آوريد كه معادلهmحدود  :10 =++−+ myxyx بتواند يك دايره 

  .    باشد

kyxyxي معادله :11 =+++   :ي يك دايره باشد كه در صورتي مي تواند معادله2222

1 (2−>k                  2  (2−=k                 3  (2−<k                  4 (2−≥k  

),(ي دايره اي را بنويسيد كهمعادله  :12 1oO 2يمركز آن بوده و روي خط به معادله=+ yx وتري به 

  . جدا كند22طول

),(ي دايره اي را بنويسيد كه معادله :13 11 −−O 1يمركز آن بوده و روي خط به معادله=+ yx 

  .   جدا كند2وتري به طول 

+=1ي دايره اي را بنويسيد كه خطوط معادله :14 yx3 و=− yxمل قطرهايي از آن بوده و  شا

634خط =+ yxبر آن مماس باشد   .  

),(ي دايره اي را بنويسيد كه از نقاط معادله :15 21Aو ),( 03B12 بگذرد و خط −= xy شامل قطري 

  .ن باشدآاز 

***  
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  )20ي صفحه ( 

   يك دايرهعيين وضعيت يك نقطه وروش ت

  .مي دانيم كه وضعيت يك نقطه نسبت به يك دايره مي تواند يكي از حالت هاي زير باشد

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع  فاصله: نقاط خارج دايره : الف

ROA. ( و برعكسبزرگتر است >(   

  شعاع استي اين نقاط تا مركز دايره برابرفاصله : نقاط روي دايره : ب

ROB. (و برعكس =(   

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع فاصله : نقاط داخل دايره : ج

ROC(. است و برعكس  كوچكتر <(  

ي شعاع دايره را تعيين نموده براي تعيين وضعيت يك نقطه نسبت به يك دايره، ابتدا مختصات مركز و اندازه

  . دنبال آن فاصله اين نقطه تا مركز دايره را بدست آورده و با شعاع دايره مقايسه مي كنيمو به

),( وضعيت هر يك از نقاط :16تمرين 11 −−A و),( 21 −Bو),( 32Cو),( 14 −Dي  را نسبت به دايره

054222 =−+−+ yxyxعيين كنيد  ت.  

  :حل 

054222 =−+−+ yxyx  







=×=++=−−+−=

−
→

10102
2

1
20164

2

1
5442

2

1
21

22 )()()(

),(

R

O
  

5141211 22 =+=+−++= )()(AO  

RAOو چون    .ساير نقاط را بررسي كنيد.  داخل دايره استAي پس نقطه>

022ي دايره اي به شكل  اگر معادله:توجه  =++++ cbyaxyxبراي تعيين وضعيت . م باشد معلو

cbyaxyxيك نقطه نسبت به اين دايره، مي توانيد مختصات نقطه را در عبارت ++++   جايگزين 22

  .با اين اقدام سه حالت پيش مي آيد. كنيد

  .اين يعني نقطه بيرون دايره است. عدد حاصل مثبت شود: الف 

  .ايره استاين يعني نقطه داخل د. عدد حاصل منفي شود: ب 

  .اين يعني نقطه روي دايره است. عدد حاصل صفر شود: ج 

***  

O 
R 

B 

C 

A 



 م رياضيدهدوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )21ي صفحه( 

  روش تعيين وضع نسبي يك خط و يك دايره

  .خط و دايره نسبت به هم داراي سه حالت زير هستند

   )متقاطع. ( ي مشترك دارندخط و دايره دو نقطه  .1

  ت و برعكسي مركز دايره تا خط از شعاع دايره كمتر اسدر اين حالت فاصله

  

  

   )مماس(  .ي مشترك دارندخط و دايره يك نقطه  .2

  ي مركز دايره تا خط برابر شعاع دايره است و برعكسدر اين حالت فاصله

  .ي تماس بر خط مماس بر آن دايره عمود است شعاع دايره در نقطه:نتيجه

  

  

  .ي مشترك ندارندخط و دايره هيچ نقطه  .3 

مركز دايره تا خط از شعاع دايره بيشتر است و ي در اين حالت فاصله

  برعكس

براي تعيين وضعيت نسبي يك خط و يك دايره با معادلات معلوم ، دو روش 

  .وجود دارد

. ي دايره جايگزين مي كنيم نوشته و در معادلهxي خط را بر حسب يك متغير مانند معادله:روش اول 

ي در انتها يا ريشه هاي بدست آمده را در معادله. ي دوم بدست آمده را حل مي كنيمي درجهسپس معادله

  .خط جايگزين كرده تا مختصات نقاط تقاطع خط و دايره بدست آيد

  .خط و دايره استتقاطع ي دوم تشكيل شده برابر تعداد نقاط ي درجهتوجه كنيد كه تعداد ريشه هاي معادله

ايره را به صورت استاندارد نوشته و مختصات مركز و طول شعاع آن را تعيين مي ي د معادله:روش دوم 

ي شعاع ، با توجه به اين فاصله و اندازه. مركز را تا خط داده شده بدست مي آوريم يسپس فاصله. كنيم

  .وضعيت خط و دايره مشخص مي شود

O 

H 

A 

B 

d 

ROH < 

O 

H 

d 

ROH = 

O 
H 

d 

ROH > 
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  )22ي صفحه ( 

),(اگر : توجه βαOي ي مركز دايره تا خط به معادلهفاصله.  مختصات مركز دايره باشد

0=++ cbyaxبدين شكل بدست مي آيد .  

22 ba

cba
d

+

++= || βα
  

+=4يوضعيت خط به معادله :مثال yx033222يدايره   و =−−−+ yxyx را تعيين كنيد       .

  :حل 

      : روش اول 

xyyx −=→=+ 44  

0343240332 2222 =−−−−−+→=−−−+ )()( xxxxyxyx  

0172033122816 222 =+−→=−+−−+−+→ xxxxxxx  

.   ي برخورد دارندخط و دايره دو نقطه → =−=∆ 4112449 ))((
  

  :روش دوم 









=−−−+−=
→=−−−+

2

5
3432

2

1
2

3
1

0332
22

22

)()()(

),(

R

O
yxyx  

+=4ي مركز دايره تا خط اكنون فاصله yxرا تعيين مي كنيم .  

4

23

22

3

2
2

3

11

4
2

3
111

2222
===

+

−+
=

+

++=
)()(

|)()(|||

ba

cba
d

βα
  

dRو چون   .ي تقاطع دارندقطهن پس خط و دايره، دو <

  :تمرين براي حل 

  .وضعيت هر يك از خطوط و دايره هاي زير را نسبت به هم مشخص كنيد : 17

074422 =+−−+ yxyx   043   و =+ yx) الف  

222 =+ yx   2   و=+ yx)  ب  

22222 =−−+ yxyx   1   و=+ yx)  ج  
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  ي روي آني خط مماس بر دايره از يك نقطهروش تعيين معادله

  ي به معادلهي خط مماس بر دايرهبراي تعيين معادله

 222 Ryx =−+− )()( βα  

),(يدر نقطه oo yxM  دايره از فرمول زير استفاده روي واقع بر

و ي استاندارد دايره بديهي است كه اين فرمول از معادله .مي كنيم

  .1بدست مي آيدي تماس شعاع گذرا از نقطهشيب 

2Ryyxx =−−+−− ))(())(( ββαα oo  

)(يي زير از نقطهي خط مماس بر دايره به معادله معادله:مثال   6,1Aرا بنويسيد .  

98622 =+−+ yxyx  

  .ابتدا مختصات مركز و شعاع دايره را تعيين مي كنيم: حل 

16998986 2222 ++=++++−→=+−+ 1696 yyxxyxyx  

3443 =++−→ 22 )()( yx  

),(   مركز دايره                     R=34ي شعاع دايره  اندازه 43 −→ O  

  .دق مي كند، پس نقطه روي دايره استاز طرفي چون مختصات نقطه در دايره ص

342593441363443
16 =+→=++− →=++− 2222 )()()()( ),(Ayx  

  .ي خط مماس را مي توان به يكي از روش هاي زير به دست آورد معادله،با اين وضعيت

نه مي كنيم تا را تعيين و عكس و قري)  مركز دايره (O وAاز نقاط )  قطر (شيب خط گذرا  :روش اول 

  .ي خط مماس را مي نويسيم سپس معادله.)چرا؟( شيب خط مماس بدست آيد

3

5

3

5

63

14 =
−
−=

−
−−=AOm  

  ي خط مماسمعادله

oo yxxmy +−= )(  

                                                 
1
 .پس شيب هاي آنها عكس و قرينه ي يكديگرند. ي تماس بر خط مماس عمود استشعاع دايره در نقطه . 

),( oo yxM 
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  )24ي صفحه ( 

2353
5

23

5

3
1

5

18

5

3
16

5

3 =+→+−=→++−=→+−−= yxxyxyxy ))((  

  .ات استباين فرمول به همان روش قبل قابل اث. مي توان از فرمول زير نيز استفاده كرد :روش دوم 

2Ryyxx =−−+−− ))(())(( ββαα oo  

34441336 =+++−−→ ))(())(( yx  

23533420593 =+→=++−→ yxyx  

  :تمرين براي حل 

),(نقاط  :18 11 −−Aو ),( 11Bو ),( 31C رئوس مثلث ABC هستند .  

  . يدي محيطي مثلث را بنويسي دايرهمعادله: الف

  .مماس بر اين دايره را در رأس  به دست آوريدخط ي معادله: ب 

),(ياز نقطه  :19 32A32222 روي دايره =−−+ yxyxي معادله.  مماسي بر آن رسم كرده ايم

  .اين خط مماس را به دست آوريد

***  

  ي تماس دايره و نقطهي بيرون ي پاره خط محصور بين يك نقطهروش تعيين اندازه

ي اندازه.  بيرون دايره دو خط مماس بر دايره رسم مي شود          ياز يك نقطه  

ي پاره خط هايي از اين دو خط مماس محصور بـين ايـن نقطـه و نقطـه                 

  .اين اندازه به شكل زير بدست مي آيد. تماس با يكديگر برابر است

  

222 RyxMT −−+−= )()( βα oo  

  

  

)(يمماسي كه از نقطهي خط  اندازه:20تمرين  2,3Aي زير رسم مي شود را بيابيد بر دايره به معادله.  

211 22 =+++ )()( yx  

),( oo yxM 

T 
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 روش تعيين وتر مشترك دو  دايره ي متقاطع

ي اين خـط، معـادلات   براي تعيين معادله. وتر مشترك دو دايره خطي است كه از محل تقاطع دو دايره بگذرد     

  :در اين صورت داريم. 2در حالت گسترده را نظير به نظير از هم كم مي كنيمدو دايره 

022ل   ي اوي دايرهمعادله =++++ cbyaxyx  

022م ي دوي دايرهمعادله =′+′+′++ cybxayx  

  

  

  

02222 =′+′+′++−++++→ )()( cybxayxcbyaxyx  

0=′−+′−+′−⇒ )()()( ccybbxaa  

  .د آمدي وتر مشترك به شكل زير در خواهلذا معادله

0=′−+′−+′− )()()( ccybbxaa  

  .ي وتر مشترك دو دايره به معادلات زير را بدست آوريد معادله: مثال

146422 =−−+ yxyx   08622  و =+++ yxyx  

  :حل 

1414101406846 −=+→−=+++→






=−−+
=+++

yxyx
yxyx

yxyx
)()()(

1464

086
22

22

  

775            ي وتر مشترك معادله
2 −=+→÷ yx  

***  

  

  

                                                 
2
ي خط گذرا از نقاط تقاطع را مي دليل اين كار اين است كه پس از تشكيل دستگاه و تعيين نقاط تقاطع دو دايره، معادله.  

 .نويسيم

 وتر مشترك
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  )26ي صفحه ( 

  دايره نسبت به همروش تعيين وضع دو 

ي شعاع هاي آنهـا را   براي تعيين وضع نسبي دو دايره، اندازه      . دو دايره نسبت به هم حالت هاي متفاوتي دارند        

خط المركزين پاره خطي است كه مركز هاي دو دايره را به هم وصـل            . ي خط المركزين مقايسه كنيد    با اندازه 

  .مي كند

 و طول خط المركزين دو 2R و شعاع 2O به مركز 2Cي و دايره1R و شعاع 1Oبه مركز  1Cياگر دايره

21OOdدايره   21با فرض اينكه  .  باشد = RR مك جدول زير مي تـوان حالـت هـاي مختلـف دو              به ك  <

  .دايره را تعيين كرد

  رديف  حالت  رابطه  شكل نمونه

  

  
21 RRd +>  

دو دايره بيرون 

  )متخارج.(يكديگرند
1  

  

  
21 RRd   2  .دو دايره مماس بيروني اند  =+

  

  
2121 RRdRR   3  .دو دايره متقاطع اند  −>>+

  

  
21 RRd   4  .دو دايره مماس دروني اند  =−

  

  
21 RRd −<  

دو دايره درون 

  )متداخل.(يكديگرند
5  

  

  
0=d  6  .دو دايره هم مركزند  

 داده يبراي تشخيص وضعيت دو دايره، ابتدا مختصات مركز و شعاع هاي دو دايرهمجدداّ تأكيد مي شود كه 

در ادامه طول خط المركزين را تعيين و با مجموع اندازه هاي دو شعاع مقايسه مي . شده را بدست مي آوريم

  .كنيم

1O 
2O 
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  . را تعيين كنيدزير وضع نسبي دو دايره به معادلات : مثال







=++−
=+−++
421

0526
22

22

)()( yx

yxyx
  

  .ي شعاع هاي دو دايره را تعيين مي كنيم ابتدا مختصات مركز و اندازه:حل 

520436
2

1
13 11 =−+=−→=+−++ ROyxyx ,),(052622  

221 22 =−→=++− ROyx ,),()()( 421 22  

  .مقايسه مي كنيم)  موع يا تفاضلجم( ي شعاع ها ي خط المركزين را بدست آورده و با اندازهاكنون اندازه

59161231 22
21 =+=−−++== )()(OOd  

dRRو چون <+   . هستندخارج پس دو دايره مت21

),(يويسيد كه مركز آن نقطهي دايره اي را بنمعادله : مثال 11−O يبوده و بر دايره به معادله  

02222 =+−+ yxyx  

  .مماس بيروني باشد

  .ي خط المركزين را محاسبه مي كنيمي شعاع دايره را تعيين و سپس اندازهابتدا مختصات مركز و اندازه :حل 

  21212022 2222 =++++−→=+−+ yyxxyxyx  





=
−

→=++−→
2

11
211

2

222

R

O
yx

),(
)()(  

22441111ي خط المركزين           اندازه 22
21 =+=−−++== )()(OOd  

  يعني. اكنون چون دو دايره مماس بيروني هستند، پس طول خط المركزين برابر مجموع دو شعاع است

2222 2121 =→+=→+= RRRRd   

  .ي مورد نظر به دست مي آيدي دايرهو با داشتن مختصات مركز و طول شعاع، معادله

211 22 =−++ )()( yx  
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  :تمرين براي حل 

  . در هر مورد وضع نسبي دو دايره به معادلات داده شده را تعيين كنيد: 21

                   






=−+−
=−+−
1632

175
22

22

)()(

)()(

yx

yx
  الف (







=+−−+
=−−−+

0731410

0364

yxyx

yxyx
22

22

  ب( 







=+
=−+

1

2
22

22 1

yx

xyx
  پ( 







=++−+
=+

0122

9

yxyx

yx
22

22

  ت( 







=+−−+
=+

01948

4

yxyx

yx
22

22

  ث( 

),(يي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطهمعادله : 22 10O يبوده و بر دايره به معادله  

36422 =−−+ yxyx  

  .  مماس داخلي باشد

***  

  ي مماس مشترك دو دايرهروش تعيين اندازه

توجه به اينكه دايره ها در يك طرف يا با . مماس مشترك دو دايره خطي است كه بر هر دو دايره مماس است

  .خط مماس مشترك به دو نوع خارجي و داخلي تقسيم مي شوند. هر دو طرف خط قرار دارند

  

  

  

  
 مماس مشترك خارجي

A 

B 

 داخليمماس مشترك 

A 

B 
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  .تعداد مماس هاي مشترك دو دايره با توجه به وضعيت نسبي آنها مطابق جدول زير است

  خليتعداد مماس مشترك دا  تعداد مماس مشترك خارجي  وضع نسبي دو دايره

  2  2  متخارج

  1  2  مماس خارجي

  0  2  متقاطع

  0  1  مماس داخلي

  0  0  متداخل

  .ي تماس به صورت زير بدست مي آيدطول پاره خط محصور بين دو نقطه

22 )( 21 RRdAB    مماس مشترك خارجي =−−

22 )( 21 RRdBA    مماس مشترك داخلي′′=−+

در صـورت وجـود     را  زيـر   ي  ي مماس مشترك خارجي دو دايـره      هاندازه مماس مشترك داخلي و انداز       :مثال

  .تعيين كنيد







=++−
=+−++
421

0526
22

22

)()( yx

yxyx
   

  .به دست مي آوريمها ي شعاع  ابتدا وضعيت دو دايره را با تعيين مختصات مركز و اندازه:حل 

5
2

20436
13 11 =−+=−→=+−++ ROyxyx ,),(052622  

221 22 =−→=++− ROyx ,),()()( 421 22  

  .ين كرده و با مجموع اندازه هاي دو شعاع مقايسه مي كنيمي خط المركزين را تعياكنون اندازه

59161231 22
21 =+=−−++== )()(OOd  

21 RRd +>→  

 و دو خط مماس مشترك بيروني دارند ولذا دو دايره متخارج هستند و دو خط مماس مشترك دروني 

  .ي پاره خط هاي مماس مشترك به صورت زير استاندازه

2222 )()()( 25521 −−=−−= RRdABمماس مشترك خارجي   
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5425445416454525 +=+=+=−+−= )(   

2222 )()()( 25521 +−=+−=′′ RRdBAمماس مشترك داخلي   

5425445416454525 −=−=−=−−−= )(  

***  

  :تمرين براي حل 

تعيين در صورت وجود را زير ي ي مماس مشترك خارجي دو دايره  اندازه مماس مشترك داخلي و اندازه       :23

  .كنيد







=−+−
=−+−
1632

175
22

22

)()(

)()(

yx

yx
   

  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ، جابر عامري: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                             :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                             :سايت 
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   بيضي : موسدرس 

و در ادامه ويژگـي هـاي   تعريف مي كنيم  مقاطع مخروطي،  بيضي را به عنوان يكي از مهمترين       درسدر اين   

  .بررسي مي كنيمهندسي آن را به صورت 

FوFزمتماي ياگر دو سر اين تكه نخ را مطابق شكل در دو نقطه. را در نظر بگيريد lبه طوليك تكه نخ  ′ 

FFlكنيد و ثابت   ني اي به گونه اي      را مانند شكل داخل نخ كنيد و منح         مداد كيدر اين صورت    .  باشد <′

شكل حاصل منحني بسته . رسم كنيد كه در تمام زمان رسم، دو طرف نخ به صورت صاف و كشيده شده باشد

  . نام داردبيضي بود كه اي خواهد

  

  

  

اين نقطه ي دلخواه روي بيضي رسم شده را در نظر بگيريم، مجموع فاصله هاي واضح است كه اگر يك نقطه

FوFي ثابتاز دو نقطه lFPPFيعني.  برابر همان طول نخ است′ =′+  

   بيضيتعريف

 بيـضي مقدار ثابتي باشد، را ثابت  يدو نقطهها از  كه مجموع فاصله هاي آن      ، ي نقاطي از صفحه   مكان هندس 

  .مي نامند

 Fي ثابت را كانون هاي بيضي مـي نامنـد و آنهـا را بـا               دو نقطه 

Fو FFي وسط پاره خط   نقطههمچنين   .نمايش مي دهيم   ′  را  ′

 نمايش داده شـده  Oمي گويند كه در شكل مقابل با مركز بيضي   

  .است

lFPPFدر اين صورت. روي بيضي باشدنقطه  يك P اگربا توجه به اين تعريف واضح است كه =′+   

  .ي ديگر روي بيضي برقرار استنقطههر ويژگي براي اين با توجه به تمرين هاي زير، ثابت مي كنيم كه 

  .كمتر است l از تا كانون ها ثابت كنيد كه مجموع فاصله هاي هر نقطه درون بيضي :1تمرين

 P 

F ′ F 

P 

F ′ F O 



 جابر عامري : تهيه كننده ................................... ................................................. .............3هندسهي درسنامه

 

  )32ي صفحه ( 

FAيـا    (AFدر اين صورت امتـداد    .  درون بيضي باشد   Aيفرض كنيد كه نقطه    :اثبات   بيـضي را در    ) ′

 با توجه با نامساوي مثلث در       اكنون.  قطع مي كند   Bنقطه اي مانند  

  : مي توان نوشتABFمثلث

  

  

BFABFAFAAFBFABAF FA ++′<′+ →+< ′+
  

FBBFFAAFBFABFAFAAF
FB

′+<′+→++′<′+→
′
43421  

lFAAFlFBBF <′+ → =′+
  

  .تر استبيش l از تا كانون ها كنيد كه مجموع فاصله هاي هر نقطه بيرون بيضيثابت  :2تمرين

در ايـن  .  بيـرون بيـضي باشـد    Aي فرض كنيد كـه نقطـه      :اثبات  

FAيا ( AFي تقاطع  نقطه صورت نامگـذاري   Bبيـضي را    با  ) ′

 مي توان   ABFاكنون با توجه با نامساوي مثلث در مثلث       .مي كنيم 

  :نوشت

AFABFBFBBFAFABBF FB ++′<′+ →+< ′+
  

FAAFFBBFAFABFBFBBF
FA

′+<′+→++′<′+→
′
43421  

lFAAFlFBBF >′+ → =′+
  

 يـك عـدد حقيقـي       l ماننـد   خط ول يك پاره   و چون ط    طول تكه نخ اشاره شده در فوق باشد        l اگر :نتيجه  

  . لذا شايسته است تعريف بيضي را به شكل زير بيان كنيم.استمثبت 

ثابت يك عدد حقيقـي   ي  بيضي، مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه مجموع فاصله هاي آنها از دو نقطه              

 نمايش دهيم، خواهيم a2با بعد با آنها آشنا مي شويم به دلايلي كهاگر اين عدد حقيقي مثبت را       . مثبت باشد 

  :داشت

aFPPF 2=′+  

alپس همواره   . مي نامندثابت بيضي را a2عددبه همين دليل است كه  مي باشد =2

P 

F ′ F O 

A B 

P 

F ′ F O 

A 
B 
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  )33ي صفحه( 

  اجزاي بيضي

Fو F نقاط اگر.  بگيريد ربيضي مقابل را در نظ      كانون هاي بيضي    ′

 MFپاره خط هـاي در اين صورت    .  روي بيضي باشد   Mينقطهو  

FMو   . مي نامندMي نقطهشعاع هاي حامل را ′

 قطع مي ′A وAمده بيضي را در نقاط   آاي بيضي را به هم وصل كرده و امتداد دهيم، خط بدست             اگر كانونه 

AAپاره خط . كند رأس هاي قطـر   را ′A و A مي نامند و نقـاط    بيضي  ) قطر كانوني    ( قطر بزرگ  را   ′

  . مي گويندبزرگ

FFيعنـي دو كـانون بيـضي      اصـل    و اگر وسط پاره خـط      O را   ′

  . مي گويندمركز بيضيرا Oينقطه. بناميم

كانوني  يصلهفابيضي را كانونهاي پاره خط واصل ي اندازه

   . مي گويندبيضي

 قطع ′B وBياين خط عمود بيضي را در دو نقطه. ر از مركز بيضي بر قطر بزرگ خط عمودي رسم كنيم     اگ

BBپاره خط . دمي كن  بيضي ) كانوني  ناقطر  (  كوچكقطر  را  ′

 مـي   كوچـك رأس هاي قطـر      را   ′BوB و نقاط  مي نامند 

ي هاي   طبق تعريف بيضي واضح است كه مجموع فاصله        .گويند

هر رأس قطـر كوچـك بيـضي تـا كانونهـا برابـر ثابـت بيـضي                  

   يعني . مي باشدa2يعني

aFBFB aFBBF  و ′+′′=2 2=′+  

 نمـايش   c و b و a را به ترتيب با    OF و OB و OAي پاره خط هاي     ندازهاكار،  ي  در ادامه براي سادگي   

   است و c2ي كانوني بيضي برابرفاصلهمي دهيم، لذا 

cFO cOF و ′= cFF و= 2=′  

ي ابر فاصلهر، ب به آنمجاور قطر بزرگ بيضي تا كانون  رأسيثابت كنيد كه در هر بيضي فاصله  :3تمرين 

FAAF يعني. به آن استمجاوررأس ديگر تا كانون  ′′=  

M 

F ′ F A′ A 
O 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

cFF     ي كانونيفاصله 2=′ 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 
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  )34ي صفحه ( 

lFAAF تعريف بيضي واضح است كه با توجه به:اثبات   lFAFA و+′=    لذا ′+′′=

FAFAFAAF ′′+′=′+  

FAFFFAFFAFAF
FFFAFAFFAFFA ′′+′+′′=′++ → ′+′′=′′+=′ ,

  

FAAFFAAF ′′=→′′=→ 22  

 يعنـي . ي وسـط قطـر بـزرگ آن اسـت     مركز بيضي نقطه   يجه مي شود كه   ت با توجه به تمرين فوق ن      :نتيجه  

AOOA aOA مي باشد و چون=′   : پس=

aAO aOA و ′= aAA و= 2=′  

  . ي وسط قطر كوچك استمركز بيضي نقطهثابت كنيد كه   :4تمرين

ــات  ــه  :اثب ــه ب ــا توج ــر ب ــف قط ــضي كتعري ــك بي ــون وچ و چ

cFOOF FBFمثلثپس در  . =′=  عمـود  OBپاره خط ′

ــصف FFمنـ ــد ′ ــي باشـ ــذا. مـ FBBF لـ ــا =′  و از آنجـ

aFBBFكه FBBFپس =′= ′=  

FBOيا  (BOFياز طرف در مثلث قائم الزاويه   :مي توان نوشت) ′

222 OFOBBF +=  

aBFو چون bOB و= cOF و =   : پس =

(*)222 cba +=  

FFBدر مثلــثبطــور مــشابه اكنــون  .  نيــز خــواهيم داشــت′′

FBBF ــ=′ 22ذا  و ل cBOa ــا   =′+ ــسه ب ــا مقاي  و ب

bBO نتيجه مي شود كه (*)تساوي  =′  

ي وسط قطر كوچـك     و لذا نتيجه مي شود كه مركز بيضي نقطه        

BOOBيعني . آن است   : و همچنين مي باشد=′

bBO bOB و ′= bBB و= 2=′  

***  

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

B 

F ′ F 
A′ A 

B′ 

O 
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  )35ي صفحه( 

هر بيضي داراي دو قطـر مـي باشـد كـه يكـي از دو                 : 1تذكر

قطري . كانون گذشته و ديگري عمود بر آن در مركز بيضي است

يا قطـر كـانوني   ) اطول(كه از دو كانون  مي گذرد را قطر بزرگ      

 دهند و قطر ديگـر  را  قطـر            نمايش مي  a2مي نامند و آنرا با      

 نمـايش مـي     b2يا ناكانوني مي گويند و آنرا بـا       ) اقصر(كوچك  

  .دهند

  .ي زير برقرار استدر هر بيضي رابطهنتيجه مي شود كه .  نمايش دهيمc2ي بين دو كانون را بااگر فاصله

222 acb =+  

  :ي كانوني از قطر بزرگ كوچكتر است پسواضح است كه در هر بيضي فاصله  :2تذكر

122 <→<→<→′<′
a

c
acacAAFF  

نسبت 
a

c
  . نمايش مي دهندe مي نامند و آنرا با خروج از مركز بيضي را 

1<=
a

c
e  

 به صفر نزديكتر باشد، بيضي به دايره eاگر.ي كشيدگي بيضي استهدر واقع خروج از مركز بيضي نشان دهند

  .  به يك نزديك شود، بيضي كشيده تر استeشبيه تر است و اگر

  . آن استمركز تقارن و مركز بيضي محور هاي تقارنقطر هاي بيضي   :3تذكر

***  

ي كـانوني و مقـدار      ي  فاصـله   انـدازه . سانتي متر مي باشد     6 و   10يكي بيضي ي قطرهاي    اندازه  :5تمرين

  .خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد

  . سانتي متر مي باشد6 ي قطر كوچك برابر و اندازه10ي قطر بزرگ ح است كه اندازه واض:حل  

510210 =→=→=′ aaAA  

3626 =→=→=′ bbBB  

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

aAA           قطر بزرگ 2=′  

bBB         قطر كوچك 2=′  

cFF    ي كانونيفاصله 2=′ 
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  )36ي صفحه ( 

416925 22222 =→=→+=→+= ccccba  

8422ي كانوني     فاصله ===′ )(cFF  

 خروج از مركز بيضي   
5

4==
a

c
e  

  .و مركز بيضي روي مبدأ مختصات مي باشدبوده    واحد6 و8 ها طول قطردر يك بيضي   :6تمرين

  . خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد:الف 

  .را بنويسيدمعادلات دايره هاي محاطي و محيطي بيضي  :  ب

  : الف  :حل 

 42 =→=′ aaAAطول قطر بزرگ   

 362 =→==′ bbBBطول قطر كوچك    

7916 2222 =→+=→+= cccba  

 
4

7==
a

c
eخروج از مركز بيضي    

اي ي محاطي بيضي دايره ايرهد.  استaاست همركز بيضي و به شعاع اي ي محيطي بيضي دايره دايره: ب 

  :با اين تعريف داريم .  استbاست همركز بيضي و به شعاع 

1600 22 =−+− )()( yxي محيطيي دايره معادله  

900 22 =−+− )()( yxي محاطيي دايره معادله  

 مركز بيضي مقابل بر مبدأ مختـصات و          :7تمرين

كل بـر محورهـاي مختـصات       قطرهاي آن مانند ش ـ   

  وOي از هر دو نقطهFيو فاصله. منطبق هستند

A ياگــر خطــي كــه در نقطــه.  اســت4 برابــرF 

AAبر  Dي عمود كرده ايـم بيـضي را در نقطـه          ′

  . را به دست آوريدDقطع كرده باشد، مختصات

  

B 

B′ 

A′ A 

D 

F F ′ 

O 
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  )37ي صفحه( 

),(قرار دهيم،اگر  :حل  βαD4با توجه به داده هاي مسئله واضح است كه=α 0و>β پس  .مي باشد

),( β4D  

),(،ئله داريم از طرفي طبق مس    04F و ),( 04−′F 

16442و ===′ )(aAA 8 يعني=a   چون  و

aFDDF    لذا+′=2

  

16044044 2222 =−+++−+− )()()()( ββ  

16641664 222 =++→=++→ ββββ ||  

ββββββ −=+→=++ → =
16641664 22||

  

632256641664 22222 =→+−=+→−=+→ ββββββ )()(  

),(به صورتDيات نقطهدر نتيجه مختص 64Dمي باشد . 

 مركز بيضي بر    نمودار بيضي را طوري  رسم كنيد كه       ، در هر مورد     با توجه به اطلاعات داده شده       :8تمرين  

ركـز  ي خـروج از م  با توجـه بـه انـدازه   . طول ها باشد روي محور قطر بزرگ آن     مبدأ مختصات منطبق بوده و    

   .بيضي چه نتيجه اي مي گيريد

 و a=4 وc=1: الف 
4

1=e  

 و a=4 وc=3: ب 
4

3=e  

  :الف :حل 

15151
4

1

44

1

4

1 2
2224 =→= →=→= →=→= +== bbc

c

a

c
e cbaa

  

  

  

B 

B′ 

A′ A 

D 

F F ′ 

4 O 4 4 4 
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  )38ي صفحه ( 

  

  .بيضي به دايره شبيه است

  :ب 

773
4

3

44

3

4

3 2
2224 =→= →=→= →=→= +== bbc

c

a

c
e cbaa

  

  

  .بيضي كشيده تر است

  :تمرين براي حل 

مختـصات مركـز     واحـد و 4 و طـول قطـر كوچـك برابـر     6 در يك بيـضي طـول قطـر بـزرگ           :9 تمرين

),(بيضي   :در اين صورت.  باشد54

  . را رسم كنيدبا فرض اينكه قطر بزرگ بيضي موازي محور طول ها باشد، نمودار بيضي: الف 

  .ي كانوني و مقدار خروج از مركز بيضي را محاسبه كنيدفاصله: ب 

  .مختصات رئوس بيضي قطر بزرگ و رئوس قطر كوچك و كانون هاي بيضي را بنويسيد: ج 
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  )39ي صفحه( 

مختـصات مركـز     واحـد و 4 و طـول قطـر كوچـك برابـر     6 در يك بيضي طـول قطـر بـزرگ         :10تمرين

),(بيضي   :در اين صورت. باشد 54

  .با فرض اينكه قطر بزرگ بيضي موازي محور عرض ها باشد، نمودار بيضي را رسم كنيد: الف 

  .ي كانوني و مقدار خروج از مركز بيضي را محاسبه كنيدفاصله: ب 

  .مختصات رئوس بيضي قطر بزرگ و رئوس قطر كوچك و كانون هاي بيضي را بنويسيد: ج 

),( و2,7F)(نقاط :11تمرين 12 −′F مي باشد10 كانون هاي بيضي هستند كه طول قطر بزرگ آن .  

  .مختصات مركز بيضي را بنويسيد: الف 

  .طول قطر كوچك بيضي را به دست آوريد: ب 

  .نمودار بيضي را رسم كنيد: ج 

***  

  ويژگي خط مماس بر بيضي

 بـه  Aيسير از نقطـه  سال گذشته ديديم كه كوتـاه تـرين م ـ        

، به گونه   dاز خط M و با عبور  از نقطه اي مانند        Bينقطه

  . با هم برابر هستندβوαي ايجاد شدهاي است كه دو زاويه

  .كنون با توجه به اين موضوع، به تمرين زير پاسخ مي دهيما

ي ادو زاويـه  ثابت كنيد كـه     در اين صورت    . اگر خطي چنان رسم شود كه بر بيضي مماس شود           :12تمرين

  . بوجود مي آيد، مساوي اندي تماساين خط و شعاعهاي حامل نقطهكه 

تمـاس خـط و بيـضي باشـد،         ، نقطه    Mينقطهاگر   :اثبات  

ي ايـن نقطـه     چون اين نقطه روي بيضي قرار دارد، پس فاصله        

، تا كه بيرون بيضي هستندB وAي نقاطتا كانون ها از فاصله

 تنها نقطـه اي اسـت كـه    Mينقطهلذا . است كانون ها كمتر 

βαپس . له تا كانونها را داردكمترين فاص ∠=∠  

  

M 

A 

B 

F ′ F 

α 
β 

d 

d 

M 

α β 

A 
B 
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  : نتيجه 

ي داخلي بيضي تابيده ي نوري بر بدنهي بيضي آينه اي باشد و از يكي از كانون هاي بيضي اشعه اگر بدنه :1

   چرا؟. شود، انعكاس نور از كانون ديگر بيضي مي گذرد

 و نور حركت مستقيم الخط را دارد، لذا اگر پرتو نور بتواند از   ي نور از يكي از كانونها تابيده مي شود        چون اشعه 

  .ي كانون ديگر نسبت به خط مماس مي گذردي قرينهي بيضي رد شود از نقطهبدنه

ي بيـضي برخـورد كنـد، در        ي روي كانون هاي بيضي، توپي چنان زده شود كه به بدنـه            از يك نقطه   اگر    :2

  .برگشت از كانون ديگر مي گذرد

***  

  در مورد بيضي و ويژگي هاي آنحل چند تمرين 

F وF روي يك بيضي وB وAي دو نقطه :13 F به كانونAينقطهاگر .  كانون هاي بيضي اند′  و ′

BFFAو نزديكتر F به كانونBينقطه   . هر يك از حالت هاي زير را ثابت كنيد. باشد′=

FB وAFدر حالتي كه دو پاره خط: الف    .ند يكديگر را درون بيضي قطع نكنند، با هم موازي′

FB و AFدر حالتي كه دو پاره خط     : ب    قطـع كننـد،   Mو در نقطـه اي ماننـد    يكديگر را درون بيـضي       ′

FFMمثلث   . روي قطر كوچك بيضي استMمتساوي الساقين است و ′

  : حل 

  : الف 

FBAF

FABF

aFBBF

aFAAF

′=→








′=
=′+
=′+

2

2

  

FAFB در چهارضلعي  پس بدست آمده، اضلاع مقابـل دو      ′

 متـوازي الاضـلاع اسـت       ،چهارضـلعي لـذا ايـن     . بدو موازيند 

FBAFو ′||  

  

A 

F 

B 

F ′ 

O 
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  : ب 

FBAF

FABF

aFBBF

aFAAF

′=→








′=
=′+
=′+

2

2

  

  

  

  

  

  

FFMمثلثپس    از دو سر پاره     Mي حال چون نقطه   .رد، لذا متساوي الساقين است    ي مساوي دا   دو زاويه  ′

FFخط FF به يك فاصله است، پس روي عمود منصف     ′ مي دانـيم كـه   طبق تعريف  از طرفي.  قرار دارد′

FF عمود منصفقطر كوچك بيضي   . روي قطر كوچك بيضي قرار داردMيلذا نقطه. شد مي با′

  

قطر دايره اي مانند شكل مقابل، قطر بـزرگ بيـضي             :14

عمودي بر قطر بزرگ رسم كـرده ايـم      F و از كانون   .است

 يـد كـه   ثابـت كن  .  قطع كند  Mاي مانند تا دايره را در نقطه    

  .ي قطر كوچك بيضي است برابر نصف اندازهMFياندازه

  

aOAOMطبق مسئله: حل    : مي توان نوشتOMFيدر مثلث قائم الزاويهلذا .  مي باشد==

  

  

aOAOM ==  

cOF =  

222 MFOFOM +=  

bMFbMFcaMFMFca cba =→= →−=→+=→ += 22
222

222222  

yxFBFFAF

FFFF

BFFA

FBAF

∠=∠→′∆≅′∆ →








′=′
=′

′=
)()( 

 )ض ض ض(

A 

F 

B 

F ′ O 

x y 

M 

O F F ′ A A′ 

M B 

B′ 

O F F ′ A A′ 

M B 

B′ 
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F و F روي بيضي و كانون هاي     Mيدر شكل مقابل نقطه    : 15  مشخص  ′

 ممـاس    بـر بيـضي    Mي را به گونه اي رسم كنيد كه در نقطه         dخط. شده اند 

Fيباشد و سپس از نقطه      را در   d رسم كنيـد تـا خـط       MF خطي موازي با     ′

FMFNثابت كنيد.  قطع كندNنقطه اي مانند ′=′  

  .ابتدا مطابق مسئله ، شكل را تكميل مي كنيم: حل 

  

  

  

  

  

zyطبق ويژگي خط مماس بر بيضي داريم، MFFN و چون∠=∠ zxپس′||   لذا . ∠=∠

yx ــث ∠=∠ ــي مثل MFN يعن ــه′ ــوده و     دو زاوي ــساقين ب ــساوي ال ــه مت ــساوي دارد، در نتيج ي م

FMFN ′=′  

ي آن تـا مركـز بيـضي     واحد به گونه اي قرار دارد كه فاصله        10و    6 روي بيضي به اقطار      Mينقطه  :16

  . واحد است4برابر 

  

  

  

   

  

FOOFOMكهنشان دهيد : الف  ′==  

FMF نشان دهيد كه مثلث :ب   . قائم الزاويه است′

FMو MFيطول ها: ج    . را به دست آوريد′

M 

F F ′ 

M 

F F ′ 

N 

d 

x 

y 
z 

F ′ F 

B 

B′ 

A A′ 
O 

M 
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   . روي را به مركز و كانون هاي بيضي وصل مي كنيمMي نقطهابتدا: حل 

  

  

  

  

  

  : الف 

52
10 = →=′ =′ aaAA AA

  

32
6 = →=′ =′ bbBB BB

  

416925 2235222 =→=→+= →+= ==
ccccba

ba ,
  

FOOFOMFOOF OM ′== →=′=→ =4
4  

FF وسطOيبا توجه به اينكه مركز بيضي يعني نقطه :ب  ي وارد بر ضلع  ميانهOMپس.  است′

FF FOOFOMاز طرفي چون .مي باشد′ FMFمثلث پس ==′ ي زاويه بوده و زاويه قائم ال′

FFM   . قائمه است′

  : ج 

MFFMFMMFaFMMF a −=′→=′+ →=′+ =
10102

102
  

22290 FFFMMFFMF FFM ′=′+ →′∆ =′∠ o
:)(  

222810
810 )()(

, =−+ → =′−=′
MFMF

FFMFFM
  

64201006410 2222 =+−+→=−+ → = xxxxxxMF )(  

 →=+−→=+−→ =−=∆÷ 2872100222 01810036202 xxxx  










+=−−=′−=→−=−=

−=+−=′+=→+=+=

7575107575
2

7210

7575107575
2

7210

2

1

)(,

)(,

FMMFx

FMMFx
  

F ′ F 

B 

B′ 

A A′ 
O 

M 
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 در بيضي مقابـل، طـول قطـر بـزرگ دو             :17

-ي زاويـه  انـدازه . كوچك اسـت  برابر طول قطر    

FFBي   . را تعيين كنيد′

  

  :حل 

babaBBAA 22222 =→=→′=′ )(  

bccbcbbcba ba
334 222222222 =→=→+= →+= =

  

o603
3 =∠→====∆ x
b

b

b

c

OB

OF
xOBF tan:)(  

FFBاز طرفي چون مثلث BBمتساوي الساقين بوده و′ FFي بر قاعده′ ي  عمود است، پس نيمساز زاويه′

FFBرأس يعني   . درجه است120ي اين زاويه برابرلذا اندازه مي باشد و ′

AAدر بيضي مقابل    :18 BB و ′  dخـط . انـد   دو قطر  ′

 را رسم BFپاره خط. بر بيضي مماس است Bيدر نقطه

 رسم مي كنـيم     BF عمودي بر  Fيمي كنيم و در نقطه    

 عمـودي بـر     C قطع كنـد و از       Cي را در نقطه   dتا خط 

-تداد قطر بزرگ بيضي رسم مي كنيم تـا آن را در نقطـه       ام

 درجه باشد، مقدار 45برابر BCFيي زاويهاگر اندازه.  قطع كندDي
AF

AD
  . را به دست آوريد

- متـساوي الـساقين و زاويـه       CFBلـث   مث.  مـستطيل اسـت    OBCDواضح است كه چهارضـلعي       :حل  

OFOBآن متساوي الساقين بوده و در       OBF پس مثلث  . درجه است  45 برابر   OFBي .  مـي باشـد    =

cbلذا =  

222يو چون در هر بيضي رابطه cba    :  برقرار است پس=+

222 cca +=  

caca 22 22 =→=→  

d 

O 

B′ 

B 
o

45 

C 

A′ A F D 

x 

F ′ F 

B 

B′ 

A A′ 
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cccaOFOAAF −=−=−= 2  

cccabAFDFADAFDFAD cbDCDF
22 −=−−=−= →−= =→= )(

2
2

22

2

22 =
−

−=
−

−=
cc

cc

cc

cc

AF

AD )(
  

بـا  . محـيط مثلـث، داده شـده باشـد         و   AH و ارتفاع  BCي ضلع ، اندازه ABC فرض كنيد از مثلث     :19

  .ي رسم اين مثلث را توضيح دهيداستفاده از خواص بيضي شيوه

  

  

  

  

  

  

  

aBC فرض كنيم:حل  ahAHو= aBCپاره خط.  باشدp2 برابرABCو محيط مثلث=  را =

ap و قطرOدايره اي به مركز.  مي ناميمOرسم نموده و وسط آن را   را BC رسم مي كنيم و2−

N وNامتداد مي دهيم تا دايره را در نقاط  و N كه ازB وCسپس يك بيضي به كانون هاي.  قطع كند′

N NNبا توجه به بحث هاي گذشته بديهي است كه.  بگذرد را رسم مي كنيم′    قطر بزرگ بيضي است و′

 apNN −=′ 2  

  :پس . ي دلخواهي از بيضي باشد نقطهAاگر 

NNACAB ′=+  

paapBCACABapACAB 222 =+−=++→−=+→  

NNروي امتداد  Hياز نقطه حال   ahMHعمود ′ NN خطي موازي  M و از  رسم نموده  را   =  رسـم   ′

 جـواب  ABCمثلـث .  را رسم مي كنيمABC مي ناميم و مثلثAمحل تقاطع خط و بيضي را . مي كنيم 

  . مسئله است

O C B 

M 

N 

A 

N ′ H 
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   در حالت هاي مختلفبيضيي اثبات معادله

اما .  با توجه به حالت هاي مختلف آن معادله اي ارائه كنيمبيضيسمت در پي آن هستيم كه براي در اين ق

بديهي است كه با .  را بيان مي كنيم)دأ مختصاتمركز بيضي روي مب (براي سادگي فقط حالت هاي خاص

  .وردآ را بدست بيضيي اعمال انتقال مي توان حالت هاي كلي معادله

  افقي بيضي :حالت اول 

),(ينقطه yxM روي بيضي   

),(با كانون هاي ocFو),( ocF   ،را در نظر مي گيريم′−

  : خواهيم داشتبنابر تعريف بيضي

aFMMF 2=′+  

  :لذا 

aycxycx 22222 =++++− )()(  

2222 2 ycxaycx ++−=+−→ )()(  

222222 2 ))(())(( ycxaycx ++−=+−→  

2222222 44 ycxycxaaycx +++++−=+−→ )()()(  

22222 44 )()()( cxycxaacx ++++−=−→  

2222222 2442 ccxxycxaaccxx +++++−=+−→ )(  

cxycxaacx 2442 222 +++−=−→ )(  

cxaycxacxaycxa +=++→+=++→ ÷ 2224222 444 )()(  

22222 )())(( cxaycxa +=++→  

22222 )())(( cxaycxa +=++→  

22242222 22 xccxaayccxxa ++=+++→ )(  

O 

M 

F F ′ A A′ 
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22242222222 22 xccxaayacacxaxa ++=+++→  

224222222 xcayacaxa +=++→  

224222222 caayaxcxa −=+−→  

)()( 22222222 caayaxca −=+−→  

222222
222

bayaxbbca =+ → =−
  

1
2

2

2

2

22

22

22

22

22

2222

=+→=+ →÷

b

y

a

x

ba

ba

ba

ya

ba

xbba
  

   بيضي قائم:حالت دوم 

  :ي بيضي در حالت مي شود نتيجه اينكه معادله. حالت اول انجام مي شوداثبات اين حالت مشابه اثبات 

1
2

2

2

2
=+

a

y

b

x
  

  .بات اين حالت را پيگير باشنداز فراگيران محترم انتظار مي رود كه اث

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ، جابر عامري: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                             :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                             :سايت 
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   سهمي  : مچهاردرس 

مقاطع مخروطي آشنا اما همانطور كه در معرفي .  ايدختهدر سال هاي گذشته به عنوان يك تابع شنارا سهمي  

را سـهمي    درسدر اين   . معرفي شده است   يك مكان هندسي   مقاطع ، اين  يكي از   به عنوان    سهمي   ،شده ايد 

  .بررسي مي كنيمو تحليلي هندسي  آن را به صورت و در ادامه ويژگي هايتعريف مي كنيم شكلي دقيقتر به 

  تعريف سهمي 

از يـك  مكان هندسي نقاطي از صفحه اسـت كـه         سهمي،  

غير واقع بر   ابت  ثي  نقطهن صفحه و از يك      آ ثابت در    خط

  .ن صفحه، به يك فاصله باشندآآن خط در 

 F سـهمي مـي نامنـد و آن را بـا        كانوني ثابت را    نقطه

 سـهمي مـي     خط هادي نمايش مي دهند و خط ثابت را        

  . مي دهندان نش∆گويند و آن را با

  . نشان مي دهندp2 مي نامند و آن را با پارامتر سهميي كانون تا خط هادي را يك فاصله

pFH 2=  

نون بر خط هادي عمـود مـي        ي وسط پاره خطي كه از كا       نقطه

 مـي   رأس سـهمي   يك نقطه از سهمي است كـه آن را           ،شود

خطي كه از كانون مي گذرد و بر خط هادي عمود است را  .گويند

سهمي مي نامند و آنرا به اختـصار        ) محوركانوني( محور تقارن 

  .محور سهمي نيز مي گويند

آنها موازي با يكي از محـور       محور كانوني    كه    در اين درس فقط سهمي هايي را بررسي مي كنيم          :قرار داد   

  .هاي مختصات باشد

  

  

∆ 

F S H 

 رأس محور

 خط هادي

 كانون

F 

∆ 

H S 

M K 

MKMF = 
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  بررسي سهمي

در اينجا سهمي را در چهار حالت خاص يعني وقتي كـه محـور كـانوني آن مـوازي بـا يكـي از محـور هـاي                         

  .بررسي مي كنيم مختصات باشد،

  )سهمي افقي.( ها باشدطولبررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محور) 1

  )رو به راست ( سهمي افقي ) الف

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(:  ي استاندارد سهميمعادله αβ −=− xpy 42  

ي سهمي در حالت خـاص وقتـي كـه رأس سـهمي روي       معادله

pxy. مبدأ مختصات باشد 42 =  

),(: مختصات كانون βα pF +  

px: ي خط هاديمعادله −= α  

  β=y: ي محور تقارنمعادله

  

  )رو به چپ ( سهمي افقي ) ب

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(:  ي استاندارد سهميمعادله αβ −−=− xpy 42  

ر حالت خاص وقتي كه رأس سـهمي روي         ي سهمي د  معادله

pxy. مبدأ مختصات باشد 42 −=  

),(: مختصات كانون  βα pF −  

px: ي خط هاديمعادله += α  

  β=y: ي محور تقارنمعادله

  

∆ 
α 

β 
H 

S 
F 

p+α 

∆ 
α 

β H S F 

p−α 
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  )سهمي قائم.(اشد ها بعرضبررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محور) 2

  )رو به بالا ( سهمي قائم ) الف

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(: ي استاندارد سهميمعادله βα −=− ypx 42  

ي سهمي در حالت خاص وقتي كه رأس سـهمي روي           معادله

pyx. مبدأ مختصات باشد 42 =  

),(: ونمختصات كان pF +βα  

py: ي خط هاديمعادله −= β  

  α=x: ي محور تقارنمعادله

  

  )رو به پايين ( سهمي قائم ) ب

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(: ي استاندارد سهميمعادله βα −−=− ypx 42  

ي سهمي در حالت خاص وقتـي كـه رأس سـهمي            معادله

pyx. روي مبدأ مختصات باشد 42 −=  

),(: مختصات كانون pF −βα  

py: ي خط هاديمعادله += β  

  α=x: ي محور تقارنمعادله

......................................................................................................  

  . باشدx=3ي خط هادي آن رأس آن بوده و معادله1,3S)(ي سهمي را بنويسيد كهمعادله :مثال

در دسـتگاه   ي طـول رأس سـهمي بـا موقعيـت خـط هـادي               ي خط هادي و مقايـسه     با توجه به معادله    :حل  

   . استرو به چپمختصات، معلوم مي شود كه سهمي افقي 

  

∆ 

α 

β 

H 

S 

F 
p+β 

∆ 

α 

β 

H 
S 

F 
p−β 
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ي  از طرفي در اين سهمي ها معادلـه        β=3 و α=1 مختصات رأس سهمي مي باشد، پس      1,3S)(چون

pxخط هادي −= αمي باشد .  

2313
3

1 =→=+ →=+→




=
+= = ppp

x

px αα
α

  

  .ي سهمي به شكل زير به دست مي آيددر نهايت معادله

))(()()()( 123 −−=−→−−=− xyxpy 44 22 αβ  

)()( 183 −−=−→ xy 2  

  . كانون آن باشد3,7F)( خط هادي وy=5ي سهمي را بنويسيد كه معادله: 1تمرين

)( معادله ي سهمي را بنويسيد كه در آن: 2تمرين 11,−Sرأس و )( 13,−Fمختصات كانون آن باشد  .  

xyي سهمي به صورت معادله :3تمرين   . داده شده است2=6

  .نوع سهمي را تعيين كنيد: الف 

  .ي خط هادي را بنويسيدمعادلهو مختصات كانون و مختصات رأس : ب 

  .دنمودار سهمي را رسم كني: ج 

به مثال زير توجـه     . ي سهمي را به صورت متعارف نوشت       به روش مربع كامل كردن مي توان معادله        :توجه  

  .كنيد

09822ي سهمي به معادله:مثال =++− yxxداده شده است .  

  .نوع سهمي را بنويسيد) الف

  .ي پارامتر سهمي را بدست آوريداندازهمختصات رأس و ) ب

  :حل 

81 −−=+−→=++− yxxyxx 820982 22  

)()(        . استرو به پايينسهمي قائم  11 −−=−→ yx 82
  

),(مختصات رأس  11 −S   

284پارامتر سهمي  =→−=− pp   
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03222ي سهمي به معادله: 4تمرين =−−− xyyمختصات رأس، كانون و معادله.  داده شده است-

  .سپس نمودار سهمي را رسم كنيدي خط هادي را نوشته و 

  :حل 

41 +=+−→=−−− xyyxyy 220322 22  

)()(      . استرو به راست افقيسهمي  221 2 +=−→ xy    

),(مختصات رأس  12−S   

پارامتر سهمي 
2

1
24 =→= pp   

),(),(),(كانونمختصات  1
2

3
1

2

1
2 −→+−→+ FFpF βα  

ي خط هادي   معادله
2

5

2

1
2 −=−−=→−= xpx α  

0222ي سهمي به معادله   : 5تمرين =+−− bxayy   مقادير.  داده شده استb و a      را چنـان بيابيـد 

  . رأس آن باشد2,1S)(كه 

  . كافي است كه معادله را به صورت استاندارد بنويسيم:حل 

22
2

abxaayybxayy a +−=+− →=+−− +
22022 22  

)()(
2

2
2

2 ab
xay

−−=−→  

),(لذا رأس سهمي به صورت      . استروبه راست   سهمي افقي    a
ab

S
2

2−
در نتيجـه خـواهيم     .  مـي باشـد    

  :داشت







=→=−→

=−
=

52
2

1

2
2

1
2 b

b
ab

a
  

***  

  

∆ 

2− 

1 
H 

S F 

51/− 
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  ي سهمي در حالت هاي مختلفاثبات معادله

اما . هاي مختلف آن معادله اي ارائه كنيمدر اين قسمت در پي آن هستيم كه براي سهمي با توجه به حالت 

بديهي است كه با اعمال انتقال مي توان حالت هاي . براي سادگي فقط حالت هاي خاص را بيان مي كنيم

  .وردآي سهمي را بدست كلي معادله

منطبق بر مبدأ مختصات باشد را   كه رأس آنافقيي خط هادي يك سهمي ي سهمي و معادله معادله :1

  . آوريدبدست

   :حل 

  )رو به راست ( سهمي افقي : حالت اول 

شرايط اين با در اين صورت  . يك عدد مثبت باشدpفرض كنيد كه

),(سهمي مختصات كانون 0pFخط هادياز طرفي  .مي باشد 

ي آن به است و معادله محور عرض ها ي موازسهمي

pxشكل ),(اگر حال .واهد بود خ=− yxPي دلخواهي از  نقطه

  : سهمي باشد، طبق تعريف سهمي خواهيم داشت

PBPF =  

2222 0 )()()()( yypxypx −++=−+−→  

2222 0 )()()()( yypxypx −++=−+−→  

22222 22 ppxxyppxx ++=++−→  

pxypxypx 422 22 =→=+−→  

  ) به چپرو(سهمي افقي  : موحالت د

شرايط  اين در اين صورت با .  يك عدد مثبت باشدaفرض كنيد كه

),(مختصات كانون سهمي 0pF از طرفي خط هادي . مي باشد−

pxي آن به شكلسهمي موازي محور عرض ها است و معادله = 

),( ypB − ),( yxP 

),( 0pF 

∆ 

S H 

),( ypB ),( yxP 

),( 0pF − 

∆ 

S H 
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),(حال اگر. خواهد بود yxPي دلخواهي از سهمي باشد، طبق تعريف سهمي خواهيم داشت  نقطه:  

PBPF =  

2222 0 )()()()( yypxypx −+−=−++→  

2222 0 )()()()( yypxypx −++=−++→  

22222 22 ppxxyppxx +−=+++→  

pxypxypx 422 22 −=→−=+→  

مبدأ مختصات باشد را ي خط هادي يك سهمي قائم كه رأس آن منطبق بر ي سهمي و معادله معادله :2

  .بدست آوريد

  .حل اين تمرين به دانش آموزان محترم واگذار مي شود

***  

  :تمرين براي حل 

)(در يك سهمي  :6 ,12S  رأس ومختصات)( ,52Fمي باشد مختصات كانون .  

  .نوع سهمي را تعيين كنيد: الف 

  .ي سهمي را بنويسيدمعادله: ب 

  .ي خط هادي را بنويسيدمعادله: ج 

)( در يك سهمي :7 6,4S  9ي خط هادي آن معادلهرأس ومختصات=yي باشد م.  

  .نوع سهمي را تعيين كنيد: الف 

  .مختصات كانون سهمي را بنويسيد: ب 

  .ي سهمي را بنويسيدمعادله: ج 

05222ي سهمي به معادله   : 8 =−−− yxx   ي خـط هـادي     مختصات كانون و معادله   .  داده شده است

  .آن را تعيين نموده و سپس نمودار سهمي را رسم كنيد
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022ي سهمي به معادله    :9 =++− 98xyx   ي خـط هـادي   مختصات كانون و معادله  .  داده شده است

  .آن را تعيين نموده و سپس نمودار سهمي را رسم كنيد

yxyيسهمي به معادله:  10 422   . داده شده است=−

  .مختصات رأس و كانون بيضي را بدست آوريد: الف 

  .مختصات نقاط برخورد نمودار سهمي با محور هاي مختصات را تعيين كنيد:  ب 

  .نمودار سهمي را رسم كنيد: ج 

cbxaxyي مختصات رأس و كانون سهمي به معادله        :11 ++= را بـه دسـت     ) a≠0كـه در آن    ( 2

  .آوريد

442يسهمي به معادله  :12 −= xyواحد دايره اي 3به مركز كانون سهمي و به شعاع .   داده شده است 

  .مختصات نقاط برخورد دايره و سهمي را بيابيد. رسم مي كنيم

***  
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  ي ها و كاربردهاي آن ويژگي بازتابندگي سهم

ي سـهمي بتابـد بازتـاب آن      يكي از ويژگي هاي سهمي اين است كه هر شعاع نوري كه از كانون آن به بدنه                

ي سهمي سهمي بازخواهد گشت و بر عكس هر شعاع نوري كه موازي با محور سهمي به بدنهبا محور موازي 

  . بازتاب آن از كانون سهمي خواهد گذشت،بتابد

را ي خط مماس بر منحنـي        معادله ويژگيدر  ن امر را    دليل اي  

 Pيدر نقطه بر سهمي dيعني اگر خط. مشاهده كرديد قبلاً  

  . برابر خواهند شدβوαمماس شود، زاويه هاي

  

  

  

  

  

  

  .استفاده مي شود بسياري از وسايل از جمله چراغ جلوي اتومبيل ها ويژگي براي ساختاين از 

تر يـا پـايين تـر،    ي بالام، اما كبا قرار گرفتن لامپ چراغ اتومبيل در راستاي عمودي يكسان با كانون سهمي         

لاحاً اما رو به بالا يا پايين خارج مي شوند كـه اصـط           ) نه موازي با محور   ( شعاع هاي نور كماكان موازي با هم      

  .نور بالا يا پايين ايجاد مي كنند

  

اگر لامپ در راستاي افقي كانون قرار گيرد و كمي جلوتر يا كمي عقب تر  قرار گيرد، شعاع هاي نور بـا هـم                         

  .يا از هم فاصله مي گيرند يا در يك نقطه همديگر را قطع مي كنندموازي خارج نمي شوند و 

d 

P 

α β 

A 
B 

β 

α 

F 

P 

d 
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 سـاخت آينـه     .نيز مشابه چراغ اتومبيل مي باشد     ) ديش ماهواره ( ره اي   ي امواج ماهوا  فن آوري ساخت گيرنده   

  .هاي محدب يا مقعر نيز به كمك اين فن آوري انجام مي شود

***  

  ي ديگر پيرامون سهميحل چند مسئله

  .  داده شده اند∆ و خط هاديF سهمي با كانون :13

  .ثابت كنيد هر نقطه روي سهمي مركز دايره است كه از كانون گذشته و بر خط هادي مماس مي باشد: الف 

  .ثابت كنيد مركز هر دايره كه از كانون بگذرد و بر خط هادي مماس باشد، روي سهمي است: ب 

  : حل 

 و  Aبه مركز   حال اگر   . ي دلخواهي روي سهمي باشد     نقطه Aفرض كنيم 

نقطـه از   ، ايـن      بنابـه تعريـف سـهمي     .  دايره اي رسم مي كنيم     AFشعاع

ي رسـم شـده بـر       پـس دايـره   . كانون و خط هادي آن به يك فاصله اسـت         

  . مماس است∆خط

طوري شده اسـت     rشعاع اي به     دايره Bبه مركز همچنين فرض كنيد كه     

rBFBHكه  Bينقطـه لـذا  .  از كانون و خط هادي سهمي به يك فاصـله اسـت         Bيپس نقطه . ==

  .روي سهمي است

   .سهمي بيان كرد با توجه به تمرين فوق مي توان تعريف زير را نيز براي :توجه 

ي ثابت روي آن صفحه گذشته و بر سهمي مكان هندسي مركز دايره هايي از صفحه است كه از يك نقطه          

  .يك خط ثابت از آن صفحه مماس باشند

∆ 

A 
H 

F 
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 ∆ و خط هـادي    F و كانون  A سهمي با رأس   مقابل  در شكل   :14

  روي سهمي وصل كـرده      Mي دلخواه  به نقطه  Fاز. رسم شده است  

 MT، خـط Mي قطع كند و از نقطهN را در ∆و امتداد داده ايم تا    

  :ثابت كنيد.  عمود كرده ايم∆را بر

TH

NT

FA

FN 2=  

  : يعني .ي آنها از كانون و خط هادي سهمي برابر استپس فاصله.  روي سهمي هستندMو A نقاط:حل 

AFAH MFMT  و = =  

  :ي تالس مي توان نوشت با توجه به قضيهي توان نوشتاز طرفي م

FN

NM

FA

MF

FN

NM

FH

MT
FHTMFNH

FAFHMFMT = →=→∆ ==
2

2,||:  

)(1
2 MF

NM

FA

FN =→  

)(||: 2
MF

NM

TH

TN
FHTMFNH =→∆  

  : مي توان نتيجه گرفت كه ) 2(و ) 1(حال از روابط 

TH

TN

FA

FN

TH

TN

FA

FN 2

2
2 =→= ×

  

  .وصل مي كنيم Tيكانون سهمي را به نقطه: روش ديگر اثبات

MFMTبنابر تعريف سهمي    متساوي الساقين   MFT و لذا مثلث   =

  :از اينجا نتيجه مي شود كه . است

MFTMTF ∠=∠  
MTFHاز طرفي ي بنا به قضيه پس.  خط مورب مي باشدFTو ||

  ازيخطوط مو

TFHMTF ∠=∠  
   NFHي نيمساز زاويهTFاز اين دو نتيجه معلوم مي شود كه

  : داريمFHNي نيمساز در مثلث اكنون بنابر قضيه. مي باشد

TH

NT

FA

NF

TH

NT

FA

NF

TH

NT

FH

NF

TH

FH

NT

NF FAFH 2

2
22 =→= →=→= ÷=

  

H 

T 

N 

M 

F A 

∆ 

H 

T 

N 

M 

F A 

∆ 
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ابراتي بـا ابعـاد     يك دانش آموز با ديـدن دو ديـش مخ ـ           :15

ي كانوني متفاوت آنها به اين فكر       ي فاصله متفاوت و مشاهده  

ي كانوني  فاصله،افتاد كه چگونه مي توان با داشتن يك ديش       

لي فرموبه كمك دوستش تلاش كردند،او . آن را به دست آورد

-قطر دهانهابتدا : ند كه بعد از مدتي به اين نتيجه رسيد. پيدا كنندي كانوني يك ديش  ي فاصله براي محاسبه 

مـي  ديـش تقـسيم    ) عمق( يدي گو حاصل ضرب را بر اندازه    سپس   و   منيكمي  ي ديش را در خودش ضرب       

درسـتي   دليلشما . ي كانوني ديش استحاصل فاصله. منماييمي  تقسيم 16عدد حاصل را بر     در آخر    و   مكني

ي رأس  فاصـله  ( .ل سـهمي توضـيح دهيـد       شده در شكل مقابل و فرمو      ماين دستور را با توجه به سهمي رس       

  ).نمايش داده ايمpي آن را با كه قبلا اندازهي كانوني مي نامندسهمي تا كانون آن را فاصله

 با توجه به شكل، معلوم است كه سـهمي داده شـده، يـك سـهمي قـائم اسـت و رأس آن روي مبـدأ                           :حل  

pyxسهمي به صورت  ي  پس معادله  .مختصات قرار دارد   42 ),(حال اگـر  .  مي باشد= oo yx  نقطـه اي 

  .ي كانوني را به شكل زير به دست آوردروي سهمي باشد به راحتي مي توان فاصله

oo pyx 42 =  

o

o

y

x
p

4

2
=→  

  .داريمبنا به روش مسئله .  باشدoy و عمق ديشox2ي ديشبا توجه به روش ارائه شده، اگر دهانه

p
y

x

y

xy

xx

===

×

o

o

o

oo

oo

416

4

16

22
22

  

  .كه اين نتيجه با اثبات فوق مطابقت دارد

ي فاصله.  سانتي متر باشد8 و عمق آن 96ي امواج تلويزيوني اكنون بر اين اساس اگر قطر يك ديش گيرنده

  .كنيدكانوني آن را حساب 

  

  

),( aF 0 

o
y 

o
x− 

),( oo yxA o
x 
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2xy سهمي  :16 baxyd و دو خط موازي    = baxydو 1:=+  را كه با سهمي متقاطع      2:=+′

  .اند در نظر بگيريد

  

  

  

  

  

 سـهمي   2d و 1d طـول نقـاط برخـورد خـط          ي دومي تشكيل دهيد كه ريشه هاي آن       ي درجه معادله: الف  

2xy   . باشد=

مختصات . وسط پاره خط باشد Mي و سهمي باشند و نقطه    1d نقاط برخورد خط   B و Aفرض كنيد   :  ب  

  . دست آوريد را بهMينقطه

ي نقطـه  ( Nي انجام دهيد و مختصات نقطـه      1d به جاي  2dرا با جايگذاري خط   ) ب( و) الف( مراحل: پ  

  .را به دست آوريد)  و سهمي2dوسط پاره خط حاصل از نقاط تقاطع خط

  ها چه وضعي دارد؟y نسبت به محورMNخط: ت 

با استفاده از نتايج قسمت هاي قبل روشي براي رسم محور تقارن يك سهمي با داشتن نمـودار آن ارائـه         : ث  

  .دهيد و با اين روش محور تقارن سهمي مقابل را رسم كنيد

  :حل 

  :الف 
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 بصورتMNي خطاي مساوي اند و معادله داراي طول هN وMزيرا. موازي اند:  ت 
2

a
x   . است=

d وdابتدا دو خط موازي مانند: ث   قطع ′A و′B وAو B را چنان رسم مي كنيم كه سهمي را در نقاط′

BA و ABسپس وسط هاي پاره خط هاي     . كند  Lاز رأس سهمي خط   .  مي ناميم  N و M را به ترتيب   ′′

  . پاسخ مسئله استLخط.  رسم مي كنيمMNرا موازي خط
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