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   حدهاي نامتناهي : لوادرس 

 aينقطـه  تـابع در همـسايگي     اگـر م كه   يديد. در سال گذشته با مفهوم حد تابع در يك نقطه، آشنا شده ايد            

، در صورتي كـه مقـدار تـابع    منزديك كني aي كافي به  را از دو طرف به اندازه      x مقادير  و 1 باشد تعريف شده 

)(xfبه عدد معلوم lگويند، تابع در.  نزديك شودaحد دارد و مي نويسند :  

lxf
ax

=
→

)(lim  

  . مي شويمتوابع در همسايگي محذوف يك نقطه آشناديگر رفتار برخي با در اين درس 

  دهاي نامتناهيح

نمودار زير ، نمودار تابع 
x

xf
  . مي باشد)(=1
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 .اين همسايگي مي تواند، محذوف باشد.  1
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  )2ي صفحه ( 

با مقادير بزرگتر از صفر به صفر نزديك شود، مقادير  xچه هر. مشاهده مي كنيددر اين نمودار همانطور كه 

)(xf به عبارتي ديگر مي توان. افزايش مي يابد بدون هيچ محدوديتي)(xfي كه را از هر عدد مثبت 

به صفر ي كافي با مقادير بزرگتر از صفر را به اندازه x كه در نظر بگيريم بزرگتر كرد به شرطي كهدلخواهي

  .در  اين صورت مي نويسيم. نزديك كرد

+∞=
+→

)(lim xf
x o

  

عدد خاصي به چون مقدار تابع . د كه اين نماد نشان مي دهد كه حد فوق موجود نيستيتوجه داشته باش

زديك نمي شود و مثبت بي نهايت فقط يك نماد است كه نمايش مي دهد مقدار تابع از هر عدد مثبتي مي ن

  .تواند بزرگتر باشد

 با مقادير كمتر از صفر به صفر نزديك شود، مقادير xهر چه. همچنين در اين نمودار مشاهده مي كنيد

)(xf به عبارتي ديگر مي توان.  مي يابدكاهش بدون هيچ محدوديتي)(xfكه نفي را از هر عدد م 

به صفر  از صفر كمتري كافي با مقادير  را به اندازهx كرد به شرطي كهكوچكتردلخواهي كه در نظر بگيريم 

  .در  اين صورت مي نويسيم. نزديك كرد

−∞=
−→

)(lim xf
x o

  

چون مقدار تابع به عدد خاصي .  كه اين نماد نشان مي دهد كه حد فوق موجود نيستباز تأكيد مي شود

نفي مي مي دهد مقدار تابع از هر عدد م بي نهايت فقط يك نماد است كه نمايش منفينزديك نمي شود و 

  . باشدتواند كوچكتر

هاي فوق براي نمودار تابعتوصيف درك با 
x

xf
 مي توان حدهاي يك طرفه نامتناهي را بدين شكل )(=1

  .تعريف كرد

  تعريف حدهاي يك طرفه نامتناهي

  در اين صورت.  تعريف شده باشدaست نقطه اي مانند در يك همسايگي راfفرض كنيم كه تابع 

 +∞=
+→

)(lim xf
ax
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  )3ي صفحه( 

بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به كه هر قدر را به دلخواه  xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  .زديك كرده باشيمن aي كافي بهدازه را از سمت راست به انxشرطي كه

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در يك همسايگي چپ نقطه اي مانندfهمچنين فرض كنيم كه تابع

 +∞=
−→

)(lim xf
ax

  

 را به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي به را از سمت چپ به اندازهxشرطي كه

=∞−ي به طور مشابه مي توان حد هاي يك طرفه
+→

)(lim xf
ax

=∞− و 
−→

)(lim xf
ax

را تعريف 

  .در تمرين زير جاي خالي مربوط به اين دو حد را تكميل كنيد. كرد

  . جاي خالي را كامل كنيد :1تمرين

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در يك همسايگي راست نقطه اي مانندfفرض كنيم كه تابع : الف 

 −∞=
+→

)(lim xf
ax

  

 به كرد كوچكتر......  را به دلخواه  هر قدر كه بخواهيم از هر عدد xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي به به اندازه........ را از سمت xشرطي كه

  در اين صورت.  تعريف شده باشدaنقطه اي مانند... ...... در يك همسايگي fفرض كنيم كه تابع : ب 

 −∞=
−→

)(lim xf
ax

  

 كوچكتر كرد به منفي را به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهبه اندازه.... .... را از سمت xشرطي كه
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  )4ي صفحه ( 

 اري نامتناهي، در شكل هاي زير اين حالت ها هطرفيك  و درك تعاريف مربوط به حدهاي هلاحظپس از م

  .مشاهده مي كنيد

  

1 نمودار تابع  :2تمرين 
2

−= xxf log)(بحث كنيد زيردر مورد حد.  را رسم كنيد .  

=
+→

)(lim xf
x 1

   

نمودار تابع   :3مرينت
x

xf
  .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد)(=−1

=
−→

)(lim xf
x o

=ب                                       (
+→

)(lim xf
x o

  الف (

مودار تابع  ن :4تمري
||

)(
x

xf
  .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد=1

=
−→

)(lim xf
x o

=ب                                       (
+→

)(lim xf
x o

  الف (

xxf نمودار تابع :5تمرين  tan)( ),(ي را در فاصله= π0سپس تساوي هاي زير را كامل . سم كنيد ر

  .كنيد

=
−→

)(lim
)(

xf
x

2

π
=ب                                       (

+→
)(lim

)(

xf
x

2

π
  الف (

***  
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  )5ي صفحه( 

  تعريف حدهاي نامتناهي

با توجه به نمودار تابع
||

)(
x

xf
=∞+مشاهده كرديد كه=1

+→
)(lim xf

x o

=∞+و
−→

)(lim xf
x o

  

ر ديامق، )از سمت راست و از سمت چپ( ي كافي به صفر به اندازهxلذا مي توان گفت كه با نزديك كردن

)(xfبنابراين.  را مي توان به دلخواه بزرگ كرد)(xfه  و در نتيج از هر عدد دلخواهي بزرگ تر مي شود

  .مقدار تابع يك عدد خاصي نمي شود و حد نامتناهي است و مي نويسيم

+∞=
→

)(lim xf
x o

  

  . را به صورت زير تعريف مي كنيمحدهاي نامتناهياكنون 

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در همسايگي محذوف fفرض كنيد تابع

 +∞=
→

)(lim xf
ax

  

 xرا به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به شرطي كهxf)(يعني اينكه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهبه اندازهراست و چپ سمت هر دو را از 

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در همسايگي محذوف fعفرض كنيد تابهمچنين 

 −∞=
→

)(lim xf
ax

  

 xرا به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد منفي كوچكتر كنيم به شرطي كهxf)(يعني اينكه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي به از هر دو سمت راست و چپ به اندازهرا

 نمودار تابع  :6تمرين
2

1

x
xf   .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد)(=

=
−→

)(lim xf
x o

=ب                                       (
+→

)(lim xf
x o

  الف (
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  )6ي صفحه ( 

   . توجه كنيدمثال زيربه . ماكنون مي خواهيم مروري كلي بر حد توابع در يك نقطه ، داشته باشي

  . در شكل زير را در نظر بگيريد و به موارد زير توجه كنيدf نمودار تابع: مثال
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1 :)(lim xf
x 5−→

1زيرا با اينكه  نيست،   موجود   
5

−=
+−→

)(lim
)(

xf
x

lim)(ولـي 
)(

xf
x −−→ 5

 وجـود    

  .ندارد

2 :)(lim xf
x 2−→

  . موجود نيست، زيرا حد راست و چپ هر دو موجود ولي مساوي نيستند

2
2

=
−−→

)(lim
)(

xf
x

0                   حد چپ
2

=
+−→

)(lim
)(

xf
x

   حد راست

3 :)(lim xf
x 0→

  .كران هستند حد راست و چپ هر دو بي.موجود نيست  

−∞=
−→

)(lim xf
x 0

=∞−            و               حد چپ
+→

)(lim xf
x 0

   حد راست

5 : )(lim xf
x 1→

1زيرا با اينكه .موجود نيست
1

−=
−→

)(lim xf
x

lim)(ولي xf
x +→1

  .وجود ندارد 

6 : )(lim xf
x 2→

  . تعريف نمي شود2همسايگي  زيرا تابع در .تعريف نمي شود 

7  :)(lim xf
x 4→

1با اينكه  زيرا .يستوجود نم 
4

=
+→

)(lim xf
x

lim)(ولي  xf
x −→4

  .وجود ندارد
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  )7ي صفحه( 

8  :)(lim xf
x 5→

2 زيرا . وجود ندارد
5

−=
+→

)(lim xf
x

=∞+ و 
−→

)(lim xf
x 5

  

9 : 2
7

=
→

)(lim xf
x

2زيرا  
77

==
−→+→

)(lim)(lim xfxf
xx

   

10 : )(lim xf
x 9→

2زيرا با اينكه. يستوجود نم
9

−=
−→

)(lim xf
x

lim)(ولي xf
x +→9

  .وجود ندارد 

  .ابع در نقاط داده شده را بررسي كنيدبا توجه شكل زير وجود حد ت  :7تمرين
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=
→

)(lim xf
x 4

) 5  =
−→

)(lim xf
x 5

)1  

=
→

)(lim xf
x 5

) 6  =
−→

)(lim xf
x 2

) 2  

=
→

)(lim xf
x 6

) 7  =
→

)(lim xf
x 0

) 3  

=
→

)(lim xf
x 7

) 8  =
→

)(lim xf
x 2

) 4  
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  )8ي صفحه ( 

  قضاياي حدهاي بي نهايت

  . ي مهم در مورد حدهاي بي نهايت ، بدون اثبات بيان مي كنيمدر اين قسمت، چند قضيه

  : يك عدد طبيعي باشد، آنگاه n اگر :1ي قضيه

+∞=
+→

n
x x

1

o

lim)الف  

=∞+.             ج باشد زوnدر صورتي كه
−→

n
x x

1

o

lim) ب  

=∞−.              فرد باشدnدر صورتي كه
−→

n
x x

1

o

lim) ج  

  : با توجه به قضيه ي فوق مي توان نوشت:مثال 

+∞=
+→

3

1

xx o

lim)الف  

=∞+   .           زوج باشدnدر صورتي كه
−→

4

1

xx o

lim) ب  

=∞−.              فرد باشدnدر صورتي كه
−→

3

1

xx o

lim) ج  

   : 2ي قضيه

=∞+اگر :  الف 
+→

)(lim xf
ax

=∞+و 
−→

)(lim xf
ax

=∞+آنگاه 
→

)(lim xf
ax

   و برعكس

=∞−اگر : ب 
+→

)(lim xf
ax

=∞−و 
−→

)(lim xf
ax

=∞−آنگاه 
→

)(lim xf
ax

   و برعكس

  :مثال 

+∞=
−

→










+∞=
−

+∞=
−

→
−→

+→
||

lim

||
lim

||
lim

1

2

1

2

1

2

1

1

1

x
x

x

x

x

x  
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  )9ي صفحه( 

=≠oاگر   :3ي قضيه
→

Lxf
ax

)(lim و o=
→

)(lim xg
ax

  : آنگاه 

=∞+ مثبت باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo>Lاگر: الف 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞− مثبت باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo<L اگر:ب 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞− منفي باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo>L اگر:ج 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞+ منفي باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo<Lاگر: د 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

→+كههاي  در حالتيعني  (  حد هاي يك طرفه نامتناهيبراي اين قضيه :تذكر  axو −→ ax  ( نيز

  .برقرار است

 حاصل:مثال 
2

2 4

1

x

x

x −
+

−→
limرا به دست آوريد .  

3121 چون :حل 
2

=+=+
−→

)(lim x
x

−=−=oو 
−→

444 2

2

)(lim x
x

  پس طبق قضيه 

+∞=
−
+

−→
2

2 4

1

x

x

x
lim  

=o وقتي مي نويسيم :توجه 
→

)(lim xg
ax

بلكه عدد .  ، يعني اين كه حاصل حد صفر مطلق نمي باشد

به همين دليل است كه گفته مي شود . ن را صفر حدي مي نامندسيار نزديك صفر مي باشد كه برخي آبسيار ب

 حد، بي نهايت مي شود و كه در حد توابع كسري وقتي صورت عددي غير صفر و مخرج صفر حدي باشد،

ي حد زير  بعضي براي محاسبهبراي مثال. علامت آن را با توجه به علامت صورت و مخرج تعيين مي كنند

  .دكننمي عمل شكل زير به 

+∞==
−

+=
−
+

+−−→ o

3

24

12

4

1
22

2 )(
lim

x

x

x
  

  .به نمونه هاي زير نيز توجه كنيد
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  )10ي صفحه ( 

−∞==
−

=
− −−→ − 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 2            +∞==
−

=
− ++→ + 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 1  

+∞=−=
−

−=
−

−
−−→ − 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim)4           −∞=−=
−

−=
−

−
++→ + 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 3  

−∞=−=
−

−=
−
−

++→ + 0

4

33

73

3

7

x

x

x 3

lim) 5  

)    مخرج صفر مطلق است(  نامعين
0

3

55

3

55

25

5

2

5
=

−
=

−
−=

−
−

+→ + ][][
lim

x

x

x
) 6  

  صفر حدي و صفر مطلق

  . ، لازم است تفاوت صفر حدي و صفر مطلق را بدانيمهاي نامتناهيدحبراي درك مفهوم 

  .همان عدد صفر است كه مبدأ اعداد حقيقي است: ق صفر مطل

  .عدد بسيار كوچك مثبت و نزديك صفر و يا عدد بسيار كوچك منفي و نزديك صفر است: صفر حدي 

  بر اين اساس 

براي مثال كسر . مي باشد) نامعين ( اين كسر تعريف نشده . اگر مخرج كسري صفر مطلق باشد : 1
0

5
معين  نا

  .است

. اين كسر يك عدد بسيار بزرگ مثبت و يا بسيار بزرگ منفي خواهد شد. مخرج كسري صفرحدي باشد اگر : 2

  : مانند 

+∞=−
−0

5
−=∞−د                (

+0

5
0−=∞−ج                 (

5
0+=∞+ب                (

5
  الف (

آن كسر تعريف نشده است ولي اگر صورت و مخرج آن صفر .اگر صورت و مخرج كسري صفر مطلق باشد : 3

  . حدي باشند، گويند حد مبهم است و قابل محاسبه مي باشد

  

 حاصل:مثال 
x

x

x sin
lim

1−
+→o

  .را به دست آوريد

 و مخرج كسر برابر صفر است و از آنجا -1اشد، صورت كسر برابر  در همسايگي راست صفر بx وقتي:حل 

  :نتيجه طبق قضيه، خواهيم داشتدر .  مقداري مثبت استxsinكه در همسايگي راست صفر 

−∞=−
+→ x

x

x sin
lim

1

o

  

عه
طال
 م
ي
را
ط ب

فق
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  )11ي صفحه( 

حاصل :مثال 
122

2

1 ++
+

−−→ xx

xx

x )(
limرا به دست آوريد.  

(ورت مبهم  از آنجا كه حد فوق به ص:حل 
o

o
 پس مي توان صورت و مخرج x≠−1در مي آيد و چون ) 

  :يعني.  تقسيم كردx+1بركسر را 

+∞=
+

=
+

+=
++

+
−−→−−→−−→ 11

1

12 1
2

1
2

2

1 x

x

x

xx

xx

xx

xxx )()()(
lim

)(

)(
limlim  

  .مقدار حد زير را در صورت وجود، بدست آوريد :16تمرين 

2−
+

−→ x

x

x

1

2

][
lim)       ب               

][

][
lim

xx

x

x −+→

1-

2

  الف(

  .مقدار حد زير را در صورت وجود، بدست آوريد :17تمرين

4

1

4 −
−

→ x

x

x

][)(
lim  

  . حد هاي زير را محاسبه كنيد:تمرين براي حل

2

1

+
−

+−→ x

x

x 2)(
lim) 18  

2

2

−
−

−→ x

x

x

][
lim

2

)  19  

2

2

1 1

1

)(
lim

−
−

+→ x

x

x
)  20  

Lxf اگر  :4ي قضيه
ax

=
→

)(lim و +∞=
→

)(lim xg
ax

=∞−يا (  
→

)(lim xg
ax

 (  

=o آنگاه
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

→+يعني در حالت هاي كه(  اين قضيه براي حد هاي يك طرفه نامتناهي :تذكر  axو −→ ax (  نيز

  .برقرار است
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  )12ي صفحه ( 

حاصل  :مثال 
x

x

x
tan

lim
1

2

+

→π
  . را به دست آوريد

 مي دانيم كه تابع تانژانت در همسايگي:حل 
2

π
  . رفتار بي كران دارد

o=+→













+=+

−∞=

+→+→

+→

x

x

x

x

x
x

x

tan
lim

)(lim

tanlim

)(
)(

)(
1

1
2

1
2

2

2

π
π

π

π  

o=+→













+=+

+∞=

−→−→

−→

x

x

x

x

x
x

x

tan
lim

)(lim

tanlim

)(
)(

)(
1

1
2

1
2

2

2

π
π

π

π  

+=oلذا 

→ x

x

x
tan

lim
1

2

π
  

مخرج كسر بينهايت شود، آن كـسر بـسيار بـسيار    در حالت كسري، اگر صورت كسر عدد غير صفر و       :توجه

  :مانند حالت هاي زير. مي باشد) صفر حدي( كوچك

0
2 =
∞−

−
0   و  

2 =
∞+

−
0   و   

2 =
∞−

0   و   
2 =
∞+

  

  

=∞+اگر   :5ي  قضيه
→

)(lim xf
ax

=≠o و
→

Lxg
ax

)(lim آنگاه  

+=∞+ :الف 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞+ آنگاه o>L اگر :ب 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞− آنگاه o<Lاگر : ج 
→

))()((lim xgxf
ax

  

→+يعني در حالت هاي كه( اين قضيه براي حد هاي يك طرفه نامتناهي :تذكر  axو −→ ax  ( نيز

  .برقرار است

عه
طال
 م
ي
را
ط ب

فق
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  )13ي صفحه( 

توابع   :1مثال 
2

1

x
xf =+1  و)(= xxg   . را در نظر بگيريد )(

lim)(حاصل : الف  xf
x o→

lim)( و  xg
x o→

  . را به دست آوريد

lim))()(( حاصل:ب  xgxf
x

+
→o

  .را محاسبه كنيد

lim))()((حاصل: پ  xgxf
x

×
→o

  .را محاسبه كنيد

  :حل 

11 =→+=
→

)(lim)( xgxxg
x o

=→=∞+           و
→

)(lim)( xf
x

xf
x o2

1
  

+∞=+=+
→→→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx ooo

  

+∞=×=×
→→→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx ooo

  

  .محاسبه كنيدحد هاي زير را    :2مثال 

2

2

x

xx

x

sin
lim

+
+→o

lim)(                               ب      (
2

1
12

x
x

x
++

→o
  الف (

  :حل 

+∞=++=++

∞+

→→→ 4342143421 ooo
)(lim)(lim)(lim

2

1

2

1
12

1
12

x
x

x
x

xxx
   

+∞=+=+=+
+→

∞+

+→+→+→+→ 4342143421 ooooo

1

2

2

2

2

22

2 1

x

x

xx

x

x

x

x

xx

xxxxx

sin
limlim

sin
limlim

sin
lim  

=∞− اگر  :6يقضيه
→

)(lim xf
ax

=≠o و
→

Lxg
ax

)(lim آنگاه  

+=∞− :الف 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞− آنگاه o>Lاگر : ب 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞+ آنگاه o<Lاگر : ج 
→

))()((lim xgxf
ax
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  )14ي صفحه ( 

  .وريدزير را به دست آحدود  :تمرين براي حل 

44

1
2

2 ++
+

+−→ xx

x

x )(
lim )23                         )(lim

1

1

1 −
+

−→ x

x

x
 )22  

2

22

x

x

x

cos
lim

−
−→o

 )25                     )(lim
2

2

x

xx

x

+
+→o

 )24  

xxf نشان دهيد كه تابع : 26تمرين tan)( ي در نقطه=
2

π=xداراي حد نيست .  

  : حل

  

  

  

  

−∞=×==

∞−

+→+→+→+→
44 344 214434421

x
x

x

x
x

xxxx
cos

limsinlim
cos

sin
limtanlim

)()()()(

1

1

2222

ππππ
  

+∞=×==

∞+

−→−→−→−→
44 344214434421

x
x

x

x
x

xxxx
cos

limsinlim
cos

sin
limtanlim

)()()()(

1

1

2222

ππππ
  

توجه كنيد كه با توجه به نمودار تانژانت در همسايگي
2

π
  . اين نتايج نيز مورد تأييد هستند

  

  

  

  

cos 

sin 

٠ 
0

22

0
22

>→<→→

<→>→→

−

+

xxx

xxx

cos)(

cos)(

ππ

ππ

 

مربع دو 

 لاوربع 
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  )15ي صفحه( 

  :تمرين براي حل 

  . با استفاده از قضاياي حدهاي نامتناهي درستي حد هاي زير را نشان دهيد :27

+∞=
−→ 42 2

1

)(
lim

xx
+=∞+                            ب( 

→ 2

23

x

x

x o
lim) الف  

−∞=
−
+

−→ 62

2

3 x

x

x
lim)                                 د+∞=

+
−

−→
||lim

x

x

x 2

5

2
  ج (

  . حد هاي زير را حساب كنيد :28

12

12
2

2

3 −+
−+

−→ xx

xx

x
lim)           ب                             

4

2
2

2 −+→ x

x

x
lim) الف  

xx cos
lim

−−→ 1

2

o

                                      د ( 
xx cos

lim
−+→ 1

2

o

  ج  (

***  

  مجانب قائم

axخط يك عدد حقيقي باشد، aفرض كنيد كه  گويند، هرگاه حداقل xf)( را مجانب قائم نمودار تابع=

  .يكي از شرايط زير برقرار باشد

−∞=
+→

)(lim xf
ax

=∞+ج                     (
+→

)(lim xf
ax

  الف (

−∞=
−→

)(lim xf
ax

=∞+د                        (
−→

)(lim xf
ax

  ب( 

axدر هر يك از شكل هاي زير خط   . يك مجانب قائم منحني داده شده است=
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  )16ي صفحه ( 

  

براي مثال خط 
2

π=xمجانب قائم نمودار تابع xxf tan)(   . است=

 چـون   براي مثـال  .  عدد حقيقي محدود باشد، آن تابع داراي مجانب قائم نيست           اگر برد تابعي بين دو     : توجه

xxfبرد تابع sin)( ],[ به صورت=    .پس اين تابع هيچگاه مجانب قائم ندارد.  مي باشد−11

شه هـاي مخـرج   ي مجانب قائم در توابع كسري، مخرج كسر را مساوي صفر قرار مي دهيم، ري             براي محاسبه 

  . 2 هستند، به شرط اينكه اين ريشه ها ، صورت را صفر نكنندfمجانب قائم تابع

  .مجانب هاي قائم تابع زير را به دست آوريدمجانب يا  :مثال 

8

22
3

2

−
+−=

x

xx
xf )(  

   :حل 

2083 =→=− xx  

  .م است مجانب قائx=2خطلذا 

  .مجانب هاي قائم تابع زير را به دست آوريد مجانب يا :مثال 

32

2
2

2

−+
−+=

xx

xx
xf )(  

  :حل 

130130322 =−=→=−+→=−+ xxxxxx ,))((  

                                                 

2
حالت در صورتي كه صورت كسر توسط اين ريشه صفر شود،   . 

0

0
 f اتفاق مي افتد كه بعد از رفع ابهام، اگر حاصل حد تابع

axدر axشود، باز هم خط −∞ يا +∞ برابر =  . استf مجانب قائم نمودار تابع=



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2حساباني درسنامه

  )17ي صفحه( 

 و به   ي صورت نيز مي باشد    مجانب قائم نيست، چون ريشه     x=1 مجانب قائم است ولي خط     x=−3 خط

  .ي كران نمي شودازاي آن حد تابع ب

4

3

3

2

13

12

32

2

112

2

11
=

+
+=

−+
−+=

−+
−+=

→→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
xf

xxxx
lim

))((

))((
limlim)(lim  

  . مجانب هاي قائم تابع زير را در صورت وجود تعيين كنيد:مثال 

||

||
)(

xx

xx
xf

−
+=

2

2

  

  :حل









−=
=
=

→=→=−
1

1

0

0 22

x

x

x

xxxx ||||  

}{ 10,1,−−= RD f  

  . مجانب قائم هستندx=−1 وx=1 ي صورت است لذا فقط دو خط ريشهx=0و چون

  .مجانب هاي قائم تابع زير را در صورت وجود تعيين كنيد :مثال 

1−= xxf log)(  

  :حل

1−= xxf log)(  

),( +∞=→>→>− 1101 fDxx  

101 =→=− xx  

  

  :تمرين براي حل 

  . زير را تعيين كنيدهاي  مجانب يا مجانب هاي قائم تابع :29

6

23
2

2

−−
+−=

xx

xx
xg                      ب ()(

9

5

3

1
2 −

+
−
+=

xx

x
xf   الف ()(

1 



 جابر عامري : تهيه كننده ................................... ............................................... .............2حساباني درسنامه

 

  )18ي صفحه ( 

xx

xx
xk

−
+=

2

2
                                    د     ()(

x

x
xh

−
−=

3

12
  ج ()(

 مجانب قائم تابع     x=3 و x=−1كدام يك از خطوط زير      :30
32

34
2

2

−−
+−=

xx

xx
xf  مـي باشـند؟     )(

  چرا؟

},{ينمودار تابعي را رسم كنيد كه دامنه  :31 11−−Rآن بوده و داراي دو مجانب قائم مي باشد .  

},{ي نمودار تابعي را رسم كنيد كه دامنه :32 32−−R قائم مي باشد آن بوده و داراي يك مجانب.  

],[}{ينمودار تابعي را رسم كنيد كه دامنه  :33 122   . آن بوده و داراي مجانب قائم مي باشد−−

ي نمودار تابع با ضابطه: 34
xx

x
xf

+
+=

3

1
   در نزديكي مجانب قائم آن به چه صورتي است؟)(

ي نمودار تابع با ضابطه :35
||

)(
xx

xf
−

= 1
   در مجاورت مجانب قائم خود چگونه است؟

 كدام شكل زير وضعيت نمودار تابع :36
122 +−

=
xx

x
xf   نمايش مي دهد؟ x=1 را در همسايگي)(

  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ،  جابر عامري: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                                :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                                :سايت 
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   نهايتي دربحد : موددرس 

، را بررسـي    ميـل كنـد   ) بي انتها ( به سمت بي نهايت      xمتغيراين درس مي خواهيم رفتار تابع را وقتي كه          در  

  .  گويند با حد در بينهايت سروكار داريمدر اين حالت. كنيم

   در بي نهايتحد

نمودار زير ، نمودار تابع 
x

xf
  . مي باشد)(=1

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

  

سمت راست بزرگ و بزرگتر از به سمت بي نهايت  xچه هر. مشاهده مي كنيددر اين نمودار همانطور كه 

ي كافي بزرگ اختيار شود مي  به اندازهxوقتي به عبارتي .به صفر نزديك مي شوند xf)(، مقاديرشود

  . در  اين صورت مي نويسيم.ي دلخواه به صفر نزديك كردبه اندازه را xf)(توان

o=
+∞→

)(lim xf
x
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  )20ي صفحه ( 

 شود، كوچك به سمت بي نهايت از سمت چپ xهر چه. همچنين به كمك همين نمودار مشاهده مي كنيد

 اختيار شود مي كوچكي كافي  به اندازهxبه عبارتي وقتي. به صفر نزديك مي شوندنيز  xf)(مقادير

  .در اين صورت مي نويسيم. ي دلخواه به صفر نزديك كرد را به اندازهxf)(توان

o=
−∞→

)(lim xf
x

  

  :ته مي شود كه و به طور خلاصه نوش

o=
∞±→

)(lim xf
x

  

  . زير توجه كنيدتعاريفاكنون به 

),(در بازه اي مانندxf)(اگر تابع :الف +∞aد، گوييم حدتعريف شده باش)(xfوقتيx به سمت بي 

lxf است و مي نويسيمlنهايت ميل مي كند برابر
x

=
+∞→

)(limهرگاه بتوان با اختيارx هاي به قدركافي 

  . را به هر اندازه كوچك كردlازxf)(يبزرگ، فاصله

),(در بازه اي مانندxf)( اگر تابع:ب a−∞تعريف شده باشد، گوييم حد)(xfوقتيx به سمت بي 

lxf است و مي نويسيمlنهايت ميل مي كند برابر
x

=
−∞→

)(limهرگاه بتوان با اختيارx هاي به قدركافي 

  . را به هر اندازه كوچك كردlازxf)(ي، فاصلهبزرگ

  . حدهاي زير را به دست آوريدg وf با استفاده از نمودار هاي  :1تمرين 
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  . هاي زير را بيان مي كنيمقضيه پيرامون اين موضوعحال پس از آشنايي با مفهوم حد در بي نهايت، 

   عددي طبيعي باشد، آنگاهn عددي حقيقي وa اگر :1قضيه 

o=
∞±→ nx x

a
lim  

  :مثال 

o=
∞±→ 2

2

xx
lim )الف  

o=−
∞±→ 32

5

xx
lim )ب  

1Lxfاعداد حقيقي و 2Lو 1Lاگر  :2قضيه
x

=
∞+→

)(lim2وLxg
x

=
∞+→

)(lim آنگاه:  

21 LLxgxfxgf
xxx

+=+=+
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim )الف  

21 LLxgxfxgf
xxx

−=−=−
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim )ب  

21 LLxgxfxgf
xxx

×=×=×
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim )ج  

o≠==

∞+→

∞+→

∞+→
2

2

1 L
L

L

xg

xf

x
g

f

x

x

x
;

)(lim

)(lim

)(lim )د  

  . ميل مي كند، نيز برقرار است−∞ به سمت xي فوق وقتيقضيه: تذكر 

  :مثال 

33
5

3
5

3
33

=+=+=+
∞+→∞+→∞+→

o
xx xxx

limlim)(lim )الف  

2

1

4

2

4
5

3
2

4
5

3
2

22
=

+
+=

+

+
=

+

+

∞−→∞−→

∞−→∞−→

∞−→ o

o

xx

xx

x

x

x

x

x

limlim

limlim

lim )ب  
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  حدهاي نامتناهي در بي نهايت

 به عدد xf)(، مقدار هاي ميل كند−∞ يا+∞ به سمتxي حد توابع ممكن است وقتيدر محاسبه

  .دلخواه منفي كوچكتر شوند شوند يا از هر عدد ترخاصي نزديك نشوند و از هر عدد دلخواه مثبت بزرگ

  .شكل هاي زير توجه كنيد و تساوي هاي زير را كامل كنيد به 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

  

=
∞−→

)(lim xf
x

=                  ب                   (
∞+→

)(lim xf
x

  الف(

  .اكنون به تعاريف زير توجه كنيد

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :الف  +∞aبا بزرگ شدن مقادير، اگر  تعريف شده باشدx مقادير 

)(xfمي نويسندهر عدد دلخواه مثبت بزرگتر شوند،  از .  

+∞=
∞+→

)(lim xf
x

  

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :ب  +∞aتعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfمي نويسند شوند، ه منفي كوچكتر از هر عدد دلخوا.  

−∞=
∞+→

)(lim xf
x
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),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :ج  a−∞تعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfمي نويسندر شوند، هر عدد دلخواه مثبت بزرگت از .  

+∞=
∞−→

)(lim xf
x

  

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :د  a−∞تعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfويسند هر عدد دلخواه منفي كوچكتر شوند، مي ن از.  

−∞=
∞−→

)(lim xf
x

  

  .به مثال هاي زير توجه نماييد

  .1حد توابع زير را بدست آوريد :مثال 

+∞=−∞−=−
−∞→

32 )()(lim 32x
x

) 4  −∞=+∞−=−
+∞→

32 )()(lim 32x
x

) 1  

−∞=±∞−=−
±∞→

23 )()(lim 23x
x

) 5  +∞=−∞=
−∞→

43 )()(lim 43x
x

) 2  

  +∞=−∞−=−
−∞→

355 )()(lim 3x
x

) 3  

  

 هاي زير را بيان مي قضيهبي نهايت، پيرامون اين موضوع  نامتناهي در مفهوم حدحال پس از آشنايي با 

  .كنيم

  در اين صورت عددي طبيعي باشد، n عددي حقيقي وaفرض كنيد كه  :1قضيه 

=∞+زوج باشد، آنگاه  nاگر: الف 
∞±→

n

x
xlim  

=∞+ فرد باشد، آنگاه n اگر:ب 
∞+→

n

x
xlim  و −∞=

∞−→
n

x
xlim  

  : مثلاً 

+∞=
∞+→

5x
x

lim    و   +∞=
∞−→

4x
x

lim   و   −∞=
∞−→

3x
x

lim  

                                                 
1
 .ي نوشتن از نظر رياضي ايراد دارد، ولي براي تعيين علامت حاصل لازم استتوجه داشته باشيد، اين نحوه.  
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Lxfو) ناصفر( عددي حقيقي Lاگر  :2قضيه 
x

=
+∞→

)(lim و+∞=
+∞→

)(lim xg
x

  :آنگاه  

  .مثبت باشد Lاگر: الف 

+∞=×=×
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

  . منفي باشدLاگر: ب 

−∞=×=×
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

=∞− اين قضيه براي :تذكر 
+∞→

)(lim xg
x

  . به طور مشابه برقرار است

Lxfو) ناصفر( عددي حقيقي L اگر :3قضيه 
x

=
−∞→

)(lim و+∞=
−∞→

)(lim xg
x

  : آنگاه 

  . مثبت باشدLاگر: الف 

+∞=×=×
−∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

  . منفي باشدLاگر: ب 

−∞=×=×
−∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

=∞−اين قضيه براي :تذكر 
−∞→

)(lim xg
x

  . به طور مشابه برقرار است

  .ي فوق را مي توان به شكل جدول زير تعميم دادو به طور كلي قضيه

nزوج   nفرد     

+∞=
+∞→

n

x
axlim  +∞=

+∞→
n

x
axlim  

+∞=
−∞→

n

x
axlim  −∞=

−∞→
n

x
axlim  

aبت مث  

−∞=
+∞→

n

x
axlim  −∞=

+∞→
n

x
axlim  

−∞=
−∞→

n

x
axlim  +∞=

−∞→
n

x
axlim  

aمنفي   

  .را مي توان عنوان كردزير اكنون با توجه به اين قضيه، مثال 
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  .ع زير را بدست آوريدحد تواب :مثال 

−∞=−
−∞→

)(lim 62x
x

) 4  −∞=−
+∞→

)(lim 32x
x

) 1  

−∞=−
±∞→

)(lim 23x
x

) 5  +∞=
−∞→

)(lim 43x
x

) 2  

−∞=
−∞→

)(lim 3x
x

5) 6  +∞=−
−∞→

)(lim 3x
x

5) 3  

 زير توجه مثالبه . به كردرا نيز محاسدر بي نهايت حد توابع چند جمله اي مي توان  به كمك قضاياي قبل

  .كنيد

)(lim)(lim
432

42 752
3752

xxx
xxxx

xx
+−+=+−+

−∞→−∞→
43  

+∞=+++×+∞=+−+×=
−∞→−∞→

)()()(limlim 0003
752

3
432

4

xxx
x

xx
  

  .ي زير توجه كنيدبه قضيه. ر تابع چند جمله اي را به دست آوردهبا اين روش مي توان حد 

  حد هر چند جمله اي به صورت  :4قضيه 

oaxaxaxaxaxf n
n

n
n

n
n +++++= −

−
−

− 1
2

2
1

1 ...)(  

  :يعني . جمله اي از آن است كه داراي بزرگترين درجه استحد برابر ±∞ در

n
n

x

n
n

n
n

xx
xaaxaxaxaxf

∞±→
−

−
∞±→∞±→

=++++= lim)...(lim)(lim o1
1

1  

  . كنيدهبه استدلال زير توج

)...(lim)(lim oaxaxaxaxaxf n
n

n
n

n
n

xx
+++++= −

−
−

−
±∞→±∞→

1
1

2
2

1
1  

)...(lim
nn

nn
n

n

x x

a

x

a

x

a

x

a
ax o+++++= −

−−
±∞→ 1

1
2
21  

n
n

x
n

n

x

nn
nn

n
x

n

x

xaax

x

a

x

a

x

a

x

a
ax

±∞→±∞→

−
−−

±∞→±∞→

=+++++×=

+++++×=

lim)(lim

)...(limlim

00...00

1
1

2
21 o
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چند جمله اي ، با حد  با توجه به روش فاكتورگيري نتيجه مي شود، كه حد تابع  در حد توابع چند جمله اي،  لذا  

بعد در يك چند جمله اي ، جملـه اي كـه            از اين به    . جمله اي از آن كه داراي بيشترين توان باشد، برابر است          

  .نام گذاري مي كنيم ي ارشدجملهداراي بيشترين توان باشد، را 

  . حد هاي زير را حساب كنيد:مثال 

−∞=−=−+−
+∞→+∞→

)(lim)(lim 747 5235 xxx
xx

) 1  

−∞=−=−−
+∞→+∞→

)(lim)(lim 22 xxx
xx

4743) 2  

+∞=−=−−+
−∞→−∞→

)(lim)(lim 33 2 xxxx
xx

253) 3  

  . كنيدهسباحم زير را ود حد :2تمرين

)(lim 43 xx
x

52 −−
+∞→

lim)(                        ب(  12 −+−
−∞→

xx
x

  الف (3

، مانند توابع چند جمله اي ، ابتدا جملات ارشد را از صورت و              2كسريوابع  حد ت ي   محاسبه به طور مشابه براي   

  .ساده كردن، حد را محاسبه مي كنيم به استدلال زير توجه كنيدب نموده و پس از مخرج انتخا

در محاسبه ي حد توابع كسري نظير 
)(

)(
)(

xq

xp
xf   . به شكل زير عمل مي كنيمx→∞± وقتي كه =

mn

xm

x

n

x

x

x

xx
x

b

a

xb

xa

xq

xp

xq

xp
xf −

±∞→
±∞→

±∞→

±∞→

±∞→
±∞→±∞→

==== lim
lim

lim

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim  

   . مخرج فرض شده استارشدي  جملهmbx صورت وارشدي  جملهnaxكه در آن

  . حد هاي زير را حساب كنيد:مثال 

+∞=−∞−=
−

=
−

=
−

−+
−∞→−∞→−∞→

)(limlimlim
3

1

3335

7
22

x

x

x

x

xx

xxx

33 2
) 1  

                                                 
 . تابعي كه صورت و مخرج آن چند جمله اي باشند. 2
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2

5

2

5

2

5

132

754
22

−=−=−=
++

+−
+∞→+∞→+∞→ xxx x

x

xx

xx
limlimlim

22

) 2  

0
3

2

3

2

3

2

135

2
44

=
−∞−

=
−

=
−

=
+−

−
−∞→−∞→−∞→ )(

limlimlim
xx

x

xx

x

xxx

33 2
) 3  

−∞=+∞−=
−

=
−

=
−

++
+∞→+∞→+∞→

)(limlimlim
3

4

3

4

3

4

3

174
22

x

x

x

xx

xx

xxx

33

) 4  

  .ي حد توابع كسري سه حالت وجود داردنتيجه مي شود كه در محاسبه

در اين صـورت جـواب مثبـت بـي          . ي ارشد مخرج ، بيشتر باشد     شد صورت از توان جمله    ي ار توان جمله ) الف

    فوق4 و 1مانند مثال هاي . نهايت يا منفي بي نهايت مي شود

در اين صورت جواب صفر حدي مي       . ي ارشد مخرج ، كمتر باشد     ي ارشد صورت از توان جمله     توان جمله ) ب

    فوق3مانند مثال . شود

در اين صورت جواب عددي غير صفر بـوده و برابـر نـسبت    . ي ارشد صورت و مخرج برابر باشد  توان جمله ) ج

   فوق2مانند مثال . ضريب هاي جملات ارشد مي شود

  . حد هاي زير را محاسبه كنيد :3تمرين

126

13
3 +−

−+−
∞±→ xx

xx

x

3

lim) ج  
135

25
4 +−

−+
+∞→ xx

xx

x

23

lim) الف  

124

12
3 −+

+−
∞−→ xx

xx

x

2

lim) د  
32

173
2 +−

+−
∞±→ xx

xx

x

3

lim) ب  

با توجه به روش فاكتورگيري هم ارزي هاي زير حاصل  ،)اصم (2ي ي حد تابع راديكالي با فرجهبراي محاسبه

هـم ارز   توجه داشته باشيد كـه دو تـابع را          .  مي نامند  هم ارزي هاي نيوتن   اين هم ارزي ها را      . مي شود 

  .گويند هرگاه حد برابر داشته باشند

)(limlim
a

b
xacbxax

xx 2

2 +≡++
+∞→+∞→

  

)(limlim
a

b
xacbxax

xx 2

2 +−≡++
−∞→−∞→
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  .  مثبت فرض شده است و اگر منفي باشد، تابع داراي حد نيستaدر اين دو هم ارزي عدد

  .هاي زير را حساب كنيد حد:مثال   

+∞=+∞==−+=+−
+∞→+∞→+∞→

)(lim)
)(

(limlim 22
42

7
474 xxxx

xxx
12) 1  

+∞=−∞−=−=−+−=+−
−∞→−∞→−∞→

)(lim)
)(

(limlim 33
92

1
99 xxxx

xxx
12) 2  

+∞=−∞−=−=+−=+
−∞→−∞→−∞→

)(lim)
)(

(limlim 33
92

0
979 xxx

xxx

2) 3  

+∞==−+=+−
+∞→+∞→+∞→

xxxx
xxx

lim)
)(

(limlim
12

1
112) 4  

=.  حد ندارد
−

+−=++−
+∞→+∞→

)
)(

(limlim
42

5
4354 xxx

xx

2) 5  

  : تمرين براي حل 

  .حد هاي زير را محاسبه كنيد : 4

x

xxx

x 65

9

−
−+

−∞→

22
lim)  4- 5  1)4 +−−

−∞→
xxx

x
95(lim) 4- 1  

59

754

+−

−+
−∞→ 2

2

6 xx

xxx

x
lim )4- 6  

135

23
4 +−

−+
+∞→ xx

xx

x

23

lim) 4- 2  

25

174

2

2

−++

−+−
+∞→ xxx

xxx

x
lim )4- 7  

12

1
23 +−

+
−∞→ tt

t

t

2

lim )4- 3  

146

13-

2

2

−+

++
+∞→ xx

xx

x
lim) 4 - 8  )(lim 513 +−−+

+∞→
xxx

x

2 )4- 4  

   .حد هاي زير را حساب كنيد : 5

53

82 3

+
−

−∞→ x

xx

x
lim) الف  
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)(lim 7252 22 ++−+−
+∞→

xxxx
x

  ب (

1

3

++

++
+∞→ 2

2

xx

xx

x
lim) ج  

نيد كه حد تابع  را به قسمي تعيين كkمقدار  :6
1

12

24

34

++
−+=

xkx

xx
xf  4 برابرx→∞+ وقتي كه )(

  .باشد

1.  را چنان بيابيدm وnمقدار   :7
232

52

=
−−

−
+∞→ xx

mx
nx

lim   

51412.  را چنان بيابيدk مقدار  :8 2 =+++−
−∞→

][lim kxxx
x

  )k=−24جواب (

2342. را چنان بيابيدm وn مقدار  :9 =−−++
+∞→

][lim xxnmx
x

        

  )m=−1 وn=4جواب (

53اگر: 10
1

322
2

23

=+
+

++−
−∞→ bx

xxa

x

)(
limمقدار aو bرا به دست آوريد .  

0 اگر :11
3

=
+∞→ nx ax

x
limآنگاه حداقل مقدار nرا تعيين كنيد .)( Nn∈  

***  
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  مجانب افقي تابع 

Lyخط xfy)( را مجانب نمودار=   . حداقل يكي از دو شرط زير برقرار باشدهرگاه ، مي ناميم=

 Lxf
x

=
∞−→

)(lim)                            بLxf
x

=
∞+→

)(lim)  الف  

  چرا؟.  مجانب افقي نمودار ها استy=1 ، در هر يك از شكل هاي زير خطبه عنوان مثال

  

  .ير داراي مجانب افقي است؟ آن را مشخص كنيد كدام يك از نمودار توابع ز :12تمرين
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   : توجه

  .  نيستافقيي تابعي بين دو عدد حقيقي محدود باشد، آن تابع داراي مجانب اگر دامنه  :1

  .ي آن ، مجانب افقي خودش مي باشددر صورت محدود نبودن دامنهثابت طبق تعريف ، تابع  : 2

) مثبت يا منفي يا هر دو (  كافي است كه حد تابع را در بي نهايت ي مجانب افقي يك تابع،براي محاسبه

Lyي شود، معادلهL محاسبه كنيم و در صورتي كه اين حد عدد حقيقي   .مجانب افقي تابع است =

 مجانب هاي افقي و قائم تابع :مثال
1

12

+
−=

x

x
xf   .وريد را به دست آ)(

   چون:حل 

−∞=
+
−=

+−→+−→ 1

12

11 x

x
xf

xx )()(
lim)(lim  

  و 

+∞=
+
−=

−−→−−→ 1

12

11 x

x
xf

xx )()(
lim)(lim  

  . مي باشد نمودار تابعمجانب قائم.) ي مخرج تابع استكه همان ريشه ( x=−1پس خط 

  :از طرفي چون 

2
1

12 =
+
−=

∞±→∞±→ x

x
xf

xx
lim)(lim  

  . نمودار تابع استمجانب افقي y=2پس خط 

  . مجانب هاي افقي توابع زير را در صورت وجود به دست آوريد :13تمرين

52

1

2 ++

+=
xx

x
xf )() 3  

21

11

xx
xf

−
+=)()1  

142 2 −+= xxxf )() 4  
3

3

33

1

x

x
xf

+
−=)() 2  

  :1حل 

111101 222 <<−→<→−>−→>− xxxx  

}{),( 011 −−=→ fD  

  .دمجانب افقي ندارتابع  ميل كند، پس ±∞ نمي تواند به سمتxي تابع محدود است، پسدامنه
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  :2حل 

}{ 1−−= RD f  

3

1

333

1
3

3

3

3

−=−=
+
−=

±∞→±∞→±∞→ x

x

x

x
xf

xxx
limlim)(lim  

در نتيجه خط
3

1−=yمجانب افقي است .  
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  . مجانب هاي افقي هستندy=−1 و y=1پس خط هاي 
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 مجانـب  y=0 مجانب افقي دارد و خط  −∞ي مجانب افقي ندارد ولي در شاخه      +∞يپس تابع در شاخه   

  .افقي آن است

  .مخرج بيشتر باشد، تابع مجانب افقي ندارد در توابع كسري اگر درجه صورت از :توجه 
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  )33ي صفحه( 

ي مجانب هاي افقي تابع  معادله: 14تمرين
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  . مجانب افقي هستندy=−1 وy=1 لذا دو خط 

مجانب هاي قائم و افقي تابع معادلات  : 15تمرين
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 مجانب x=−2 وx=2خطوط. ي صورت نيستند لذا تابع چهار مجانب دارد ريشهx=−2 وx=2چون

  . مجانب افقي هستندy=−3 وy=3قائم و خطوط
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  )34ي صفحه ( 

 يك مجانب افقي نمودار تابع x→∞+ وقتيy=2 را طوري بيابيد كه خطm وn مقدار:16تمرين

  .زير باشد

5484 2 +−++= xxnmxxf )(  

  :حل

)(lim)]([lim)(lim 122
8

48
4 −++=−+++==

+∞→+∞→+∞→
xnmxxnmxxfy

xxx
  

14212

202
2122

=→=−
−=→=+

→≡−++=
+∞→ nn

mm
nxm

x
)]()[(lim  

***  

  :تمرين براي حل 

  .در صورت وجود به دست آوريد زير را  هاي تابعقائمافقي و  مجانب هاي  :17
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  .موارد زير را پاسخ دهيد. ن در داده شده استآ كه نمودار fبراي تابع  :18
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  )35ي صفحه( 

  .حدهاي زير را در صورت وجود به دست آوريد: الف 

)(lim
)(

xf
x −−→ 2

lim)(    الف- 5 ( xf
x +→ 3

   الف- 1 (

)(lim xf
x 2−→

lim)(   الف - 6 ( xf
x −→ 3

   الف-2 (

)(lim xf
x +∞→

lim)(   الف- 7(  xf
x 3→

   الف- 3 (

)(lim xf
x ∞−→

lim)(   الف- 8( 
)(

xf
x +−→ 2

   الف- 4 (

  .مجانب هاي افقي و قائم تابع را بنويسيد: ب 

  .ر مورد، نمودار تابعي را رسم كنيد براي ه :19

  .ع داراي دو مجانب افقي استتابنمودار : الف 

  .ئم و يك مجانب افقي استاتابع داراي دو مجانب ق: ب 

  .نمودار تابع مجانب افقي را قطع كند: ج 

  .نمودار تابع مجانب قائم را قطع كند: د 

  . داشته باشدي شرايط زير را نمودار تابعي را رسم كنيد كه همه :20
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  . بنويسيد كه مجانب قائم خود را قطع كنديتابع  ضابطه :22








≥

<=
0

0
1

xx

x
xxf )(  

***  



 جابر عامري : تهيه كننده ................. ................................................................. .............2حساباني درسنامه

 

  )36ي صفحه ( 

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ،  ر عامريجاب: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                                :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                                :سايت 


