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    مجموع جملات دنباله هاي حسابي و هندسي :درس اول  

در اين درس مي خواهيم . اله هاي حسابي و هندسي آشنا شده ايدبدر سال گذشته با مفهوم دنباله و به ويژه دن

  .ي مجموع تعداد متناهي از جملات دنباله هاي حسابي و هندسي ارائه كنيمالگوهايي براي محاسبه

   ي حسابي جملات دنبالهمجموع : قسمت اول 

در شكل زير چه تعداد محسن در كلاس درس پرسيد ، به نظر شما 

  دكمه وجود دارد؟

 چون دكمه ها به صورت منظمي آرايش داده شده :علي جواب داد

با شمارش تعداد دكمه هاي ( تعداد آنها را اند، به راحتي مي توان 

  .به دست آورد) هر رديف 

  .شكيل دادزير را تجدول سپس او 

  1تعداد دكمه هاي رديف   1

  2تعداد دكمه هاي رديف   2

  3تعداد دكمه هاي رديف   3

......  .....  

  10تعداد دكمه هاي رديف   10

  : پس تعداد كل دكمه ها مي شود 

55104321 =+++++ ...  

اگر بخواهيم تعداد دكمه ها را بدون ا  ام،اين درست: محسن گفت 

  ست آوريم، بايد چه كنيم؟شمارش آنها به د

مي توان تجسم كرد كه دكمه . اين كه خيلي ساده است: حميد گفت

  .ها را به صورت زير آرايش داده شده اند

را تعيين كنيم، تعداد دكمه هاي قرمز اگر بخواهيم در اين شكل  

  . و سپس نصف كنيم آوريمابتدا بايد تعداد كل دكمه ها را به دست
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 2ي صفحه

  

  

  .جالبه ، اين فكر شما مرا به ياد  گاوس انداخت ، او روش زير را بكار مي بردخيلي : علي گفت 

10987654321 +++++++++=S  

12345678910 +++++++++=S  
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 n همين شكل مي توانم مجموعبه. قابل تعميم است خيلي راحت ،آفرين، به نظرم اين روش: محسن گفت 

  .نگاه كنيد. عدد طبيعي متوالي ابتدا از يك را محاسبه كنم

nnnS +−+−++++= )()(.... 12321  

12321 ++++−+−+= ...)()( nnnS  
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  .ن بحث را به صورت زير بنويسيماجازه دهيد، نتيجه ي اي: علي گفت 

   عدد طبيعي متوالي ابتدا از يكnحاصل جمع: نتيجه 

2

1
321

)(
...

+=++++ nn
n  

  ي زير را ببينيد، بچه ها مسئله: حميد گفت 

  چند وتر از وصل اين نقطه ها تشكيل مي شود؟. ي متمايز قرار دارد نقطه20 روي محيط دايره اي:مثال

55
2

1110

2
 تعداد دكمه هاي قرمز ==×=

 تعداد كل دكمه ها
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  . حل كرديمبه صورت زير اين مسئله را پارسال به كمك مفهوم تركيبيات 
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   ؟با اين روش هم مي توانيمبه نظر شما 

ي اول را به  نقطه ، اگر نقطه20 اين بينبله خيلي راحت، از:  محسن گفت

.) شوندكه در اين جا وتر ناميده مي (  پاره خط 19نقاط ديگر وصل كنيم، 

به غير از ( ي دوم به نقاط ديگر با وصل كردن نقطه. به دست مي آيند

ي سوم را همچنين اگر نقطه.  پاره خط به دست مي آيند18) نقطه ي اول

 پاره خط حاصل مي 17وصل كنيم، ) به جز نقاط اول و دوم (به نقاط ديگر 

 به نوزدهمي نقطه معلوم است كه با وصل كردن ي اين روندبا ادامه. شود

تعداد كل وترها برابر تعداد كل اين پاره . يك پاره خط تشكيل مي شود)  ام18به جز نقاط اول تا ( نقاط ديگر 

  :پس داريم. خط ها است

190191
2

19
12171819 =+=+++++ )(...  

  . حل كنيمرامعلم تمرين هاي گفت آفرين، بياييم، بطور مرتب از اين بحث ها داشته باشيم، فعلاً كافيه، : علي 

  :تمرين براي حل 

  . را به دست آوريد100 حاصل جمع اعداد طبيعي از يك تا  :1

  .صورت تواندار بنويسيد حاصل ضرب زير را به  :2

1532 3333 ××××= ...A  

  . حاصل عبارت زير را تعيين كنيد :3

222222 12979899100 −++−+−= ...B  

***  
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 4ي صفحه

  ي حسابييادآوري دنباله

 ي حـسابي  دنبالـه ي بعدي به دست آيد را       با اضافه شدن مقداري ثابت به هر جمله، جمله        هر دنباله كه در آن      

  . نمايش مي دهندd مي نامند و آن را با)اختلاف مشترك (اين مقدار ثابت را قدرنسبت دنباله. مي نامند

ي بعدي به دست  به هر جمله ، جمله4عدد ي حسابي است، زيرا با اضافه كردن ي زير يك دنبالهدنباله: مثال 

  . مي آيد

  5 و 9 و 13 و 17و .... 

4=d                                51 قدر نسبت == taلجمله ي او   

  ي حسابيي عمومي دنبالهجمله

ي جملـه ي حـسابي باشـند، در ايـن صـورت           ي جمله در دنباله    شماره n قدرنسبت و  dي اول و   جمله aاگر

  :عمومي اين دنباله به صورت زير 

dnatn )( 1−+=  

  ي حسابي مجموع جملات دنباله

ي حسابي باشد، مجموع جملات را مي توان به  تعداد جملات دنبالهn قدرنسبت وdل وي او جملهaاگر

  .صورت زير تعيين كرد
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  .ي حسابي زير را تعيين كنيدي اول دنباله مجموع نه جمله :4تمرين

...,,,, 141185  

  : حل
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 5ي صفحه

  .ي حسابي زير را به دست آوريدي اول دنباله مجموع صد جمله :5 تمرين

  3 و 7 و 11 و 15و ... 

  . اثباتي كه براي اثبات فرمول فوق مي توان ارائه كرد، بر اساس روش گاوس مي باشد:براي مطالعه 
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د، مجموع ني حسابي كه باشهدنباليك  تعداد جملات nي آخر و جملهbل وي او جملهaاگر :نتيجه 

  .را مي توان به صورت زير تعيين كرداين دنباله جملات 

)( ba
n

Sn +=
2

  

ل ي او مي باشد، مجموع شش جمله20ي ششم  و جمله5ل ي اوي حسابي جمله در يك دنباله: 6تمرين

  .اين دنباله را بنويسيد

  :حل

75253205
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  ي زير برابر صفر است؟ مجموع چند جمله از دنباله :7 تمرين

.....,,, 81012  

  . مي باشدa=12 وd=−2ي حسابي است و در آن اين دنباله يك دنباله: حل 
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***  

  : تمرين براي حل 

  . را تعيين كنيد101 كمتر از 3عداد طبيعي فرد و مضرب  تعداد و مجموع ا :8

212531                      ثابت كنيد كه :9 nn =−++++ )(...  

و.                  .... ي مقابل را به دست آوريدل از دنبالهي او جمله25 مجموع  :10
3

12
 و 33 و

3

6
  

  . باشد9سه رقمي را بيابيد كه رقم يكان آنها طبيعي ي اعداد  مجموع همه :11

  . را به دست آوريد7 تعداد و مجموع اعداد طبيعي سه رقمي مضرب  :12

  . بيشتر شود60ي زير را جمع كنيم تا حاصل جمع از از دنبالهي اوليه  حداقل چند جمله :13

  3و  9 و 15 و 21و ..... 

***  

  ي كاربرديحل چند مسئله

...)(حاصل عبارتزيربه كمك شكل   :14 12531 −++++ nرا به دست آوريد .  

  

. ي اين شكل معلوم است كه مجموع هر تعداد عدد فرد متوالي ابتدا از يك ، مربع كامل استبا مشاهده: حل 

  :مثلاً . حاصل جمع برابر توان دوم تعداد اعداد فرد مي باشد
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 7ي صفحه

 93531 2 ==++ )(  

212531لذا nn =−++++ ي  كه اين نتيجه را پيش از اين به كمك مجموع جملات دنباله...)(

  .حسابي نيز به دست آورديم

ت لا و مجموع جم135ي حسابي ، مجموع جملات شماره هاي فرد ي اول يك دنباله جمله20در   :15

  .اله را مشخص كنيدبول و قدرنسبت دني اجمله.  مي باشد150شماره هاي زوج 

   :حل 

15013520321 +=++++ aaaa    مجموع كل جملات دنباله...

28519210285192
2

20 =+→=+ )()( dadaمجموع كل جملات دنباله   

)()( 157384571922
5 =+→=+→÷ dada  

------  

13519531 =++++ aaaa   1 مجموع جملات شماره هاي فرد...

)()())((( 227182135182513521102
2

10 5 =+→=+→=−+→ ÷ dadada

------  

2

3

54364

57384

27182

57384

227182

5738421

=→




−=−−
=+

→





=+
=+

×−
→





=+
=+

 →

d
da

da

da

da

da

da

)(
)(),(

  

02727227
2

3
18227182 2

3

=→=+→=+ →=+
=

aaada
d

)(  

***  

                                                 
ي فرد را جدا كنيم،  اگر جملات با شماره  باشد،d و قدر نسبت آنaي اول آني حسابي كه جملهدر يك دنباله: توجه  .  1

ي زوج را همچنين اگر جملات با شماره. مي باشدd2 و قدرنسبت آنaي اولي حسابي جديدي بدست مي آيد كه جملهدنباله

daي اولي حسابي جديدي بدست مي آيد كه جملهجدا كنيم، دنباله   .مي باشدd2 و قدرنسبت آن+
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 8ي صفحه

.  متر از هم قرار دارند3ي  در يك مسابقه تعداد بسياري توپ روي يك خط مستقيم و هر يك به فاصله:16

دونده اي بايد از كنار سبد شروع كرده توپ اول را بردارد .)شكل زير(  متر است3ي توپ اول تا سبد نيز فاصله

 كند و به سبد بيندازد، سپس به طرف توپ بعدي بدود و آن را بردارد و به داخل سبد و آن را تا سبد حمل

 متر دويده باشد، حساب كنيد او جمعاً چند توپ در 918اگر اين دونده در پايان . بيندازد و اين كار را ادامه دهد

  سبد انداخته است؟

  

633بايد مسافت دونده براي برداشتن توپ اول و قرار دادن آن در سبد  :حل  براي  . متر را طي كند+=

بنابراين مسافت هاي طي شده در اين مراحل، . طي كند...  متر و 18متر براي توپ سوم 12توپ دوم نيز بايد 

انداخته شده در  تعداد توپ هاي nاگر.  مي دهد6 و قدرنسبت 6ي اول ي حسابي با جملهتشكيل يك دنباله

  : ي حسابي داريمسبد باشد، از فرمول مجموع جملات دنباله
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 9ي صفحه

  ي هندسي  مجموع جملات دنباله : دومقسمت 

در ابتدا اما . ي هندسي بيان كنيمي مجموع جملات دنبالهدر اين قسمت مي خواهيم، فرمولي براي محاسبه

  .ي هندسي را يادآوري مي كنيمتعريف دنباله

  ي هندسي يادآوري دنباله

ي بعـدي بـه دسـت آيـد را          ي آن در مقداري ثابت و غير صفر ، جملـه          هر دنباله كه در آن با ضرب هر جمله        

 rرا بـا  مي نامنـد و آن  )خارج قسمت مشترك   (اين مقدار ثابت را قدرنسبت دنباله     . ي هندسي مي نامند   دنباله

  . نمايش مي دهندqيا

ي بعدي به دست مي      جمله -2ي هندسي است، زيرا از ضرب هر جمله در عدد           ي زير يك دنباله   دنباله: مثال  

  .آيد

  3 و -6 و 12 و -24و .... 

2−=r                       31 قدر نسبت == taل جملهي او  

  ي هندسيي عمومي دنبالهجمله

ي هندسي باشند، در ايـن صـورت مـي تـوان            ي جمله در دنباله    شماره n قدرنسبت و  rي اول و   جمله aاگر

  :نوشت 

1−= n
n art  

  ي هندسيروش تعيين مجموع جملات يك دنباله

ي هندسي باشد، مجموع جملات را مي توان به  تعداد جملات دنبالهn قدر نسبت وrل وي او جملهaاگر

 )r≠1( .صورت زير تعيين كرد

r

ra
S

n

n −
−=

1

1 )(
  

  .ي هندسي زير را تعيين كنيدل دنبالهي او مجموع پنج جمله: 17تمرين

...,,, 1862  

  :حل

5=n  3و=r2 و=a  
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  .صورت زير استبيان مي شود، به از فرمول فوق ي كه براي  اثبات :براي مطالعه

در اين صورت اين دنبالـه را نيـز مـي    ي هندسي باشند،  جملات يك دنباله  1t و 2t و 3t و 4tو....  و ntاگر  

  :توان به شكل زير نوشت

1−nar3و....  وar2 وarو arو a  

  لذا.  قرار مي دهيمSمجموع جملات دنباله را برابر

132 −+++++= nararararaS ...  

  .ضرب مي كنيم.)  تعريف غير صفر استكه طبق ( rدو طرف اين تساوي را در

narararararrS +++++= ...432  

  .كم مي كنيماز هم حال جملات دو تساوي فوق را نظير به نظير 
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چنـين  . در اين صورت تمام جملات آن مساوي خواهند بود.  باشد r=1ي هندسي   در يك دنباله   اگر   :توجه

  .، چنين دنباله اي به صورت زير است باشد aبرابري اول دنباله هاگر جمل

a و....  وaو aو a  

  .ل زير است دنباله به شكاز اين جمله nمجموع اين صورت،در 

naaaaaS
n

=++++= 44 344 21
تا

...  

  :تمرين براي حل 

  . مي شود484ي زير برابر ي اول از دنبالهتعيين كنيد كه حاصل جمع چند جمله  :18

  4 و 12 و 36و .....
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  . را به دست آوريدx=2ازاي هبزير را  عبارت حاصل  :19

)...)(...( 832832 11 xxxxxxxxA ++−+−+++++=  

***  

  ي كاربرديئلهحل چند مس

 براي محافظت از تابش هاي مضر مواد راديواكتيو لايه هايي محافظتي ساخته شده اسـت كـه           :20تمرين  

 درصـد  97چند لايه بايد اسـتفاده كنـيم تـا شـدت تـابش      . شدت تابش ها پس از عبور از آنها نصف مي شود   

  كاهش بيابد؟

  :حل

n  ..........  3  2  1  ي محافظتي لايه)n(  

n)(
2

1
  ..........  

8

1
  

4

1
  

2

1
  )na(شدت تابش    

ي هندسي نزولي است و در آن         يك دنباله  ،اين دنباله 
2

1=a   و 
2

1=r   ي حـداقل تعـداد لايـه    و  . مي باشـد

  .مي خواهيم تعداد اين جملات را تعيين كنيم.  برابر مجموع تعدادي از جملات آن مي باشدمحافظتي

100

3

2

1

100

97

2

1
1

100

97

2

1
1

2

1
1

2

1

970 ≤→≥−→≥
−

−
→≥ nn

n

nS )()(
))((

/  

     6
3

100
2

100

3

2

1 ≥→≥→≤→ nn
n

  

يزه اي بدهـد و از او خواسـت    مي گويند، يك روز حاكم شهري خواست به مخترع شطرنج جـا            :21تمرين  

ل يـك   ي او  خانه دارد و مخترع شطرنج گفت در خانـه         64شطرنج   .خودش جايزه اي براي خودش تعيين كند      

 گندم و به همين ترتيب در هر خانه دو 4ي سوم  گندم بگذاريد و در خانه2م ي دودانه گندم بگذاريد و در خانه

  . اگر هر دانه گندم يك گرم باشد. اً كل گندم ها را به من بدهيدي قبل گندم بگذاريد و نهايتبرابر خانه

  .ي شطرنج چند گرم خواهد شدجايزه: الف 

  . ميليارد تن گندم خواهد شد1000نشان دهيد كه اين جايزه بيش از : ب 
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 12ي صفحه

  . ابتدا جدول زير را تشكيل مي دهيم:حل 

  )n(خانه   1  2  3  4  ..........  64

632  ..........  8  4  2  1  
تعداد گندم خانه 

)na(  

  .ي زير را خواهيم داشت لذا دنباله
  o2 و 12 و 22 و 32و....  و 632

  .ي آن به شكل زير است جمله64مجموع .  مي باشد2 و قدر نسبت آن  استي هندسيدنبالهدنباله يك ين ا

12 −= n
naي عمومي   جمله  

grS 12
12

12

21

211 64
6464

64 −=
−
−=

−
−= )(

   جمله64 مجموع 

grt . گرم است610حال مي دانيم كه يك تن برابر 6101 =  

1869.  هزار ميليارد تن به شكل زير نوشته مي شود پس 1010101000 =××  

189299976364
64 10101001282212 ==>==>−= )()(S  

18
64 10>⇒ S  

سـپس نيمـي از     . ابتدا نيمي از مساحت آن را رنگ مي كنـيم         . طول ضلع مربعي يك متر است       :22تمرين  

ي رحله نيمي از مساحت باقي مانـده از مرحلـه         به همين ترتيب در هر م     . مساحت باقي مانده را رنگ مي كنيم      

   درصد سطح مربع رنگ مي شود؟99حساب كنيد كه پس از چند مرحله حداقل . قبل را رنگ مي زنيم

  .ي بدست آمده توجه كنيد به شكل زير و دنباله:حل 
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 13ي صفحه

n  ..........  3  2  1   مرحله)n(  

n)(
2

1
  ..........  

8

1
  

4

1
  

2

1
  )na(مساحت رنگ شده   

ي هندسي نزولي است و در آن اين دنباله يك دنباله
2

1=a و 
2

1=qمي باشد .  
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99≥nS  
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1
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n ))((

  

  . باشدعدد طبيعي يك nو  نامساوي يك حقيقييعدد aاگر  :23تمرين 

1321حاصل عبارت : الف  −+++++ naaaa   . را به دست آوريد...

  :ثابت كنيد كه : ب 

 )....)(( 111 24321 +++++++−=− −−−− aaaaaaaa nnnnn  

1321گر داشته باشيما: حل  −+++++= naaaaS ...  

  : لذا.  مي باشدaل يك و قدرنسبتي اوي هندسي به جمله جمع جملات يك دنبالهSمي توان گفت كه

111

111

11
1

11

132

1321 132

−=+++++−→

−=+++++− →
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−+++++= −

nn

nnaaaaS
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n

aaaaaa

aaaaaa

aSa
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a
S

n

)...)((

)...)((

)(
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37 عبارت :24تمرين xx   . را تجزيه كنيد−

  :حل 

))(()( 111 2334337 +++−=−=−= xxxxxxxxxA  

***  
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 14ي صفحه

  :تمرين براي حل 

12به صورت ي عمومي يك دنباله جمله :25 −= n
ntچند جمله از اين دنباله را با  حساب كنيد كه. است 

  . شود255نيم تا مجموع آنها برابر هم جمع ك

.  مي باشد153ل آن ي اوه و مجموع شش جمل136ي اول ي هندسي، مجموع سه جملهدر يك دنباله  :26

  .قدر نسبت اين دنباله را تعيين كنيد

  .ي زير را حل كنيد معادله:27

1
31

12
1132

−
++=+++++

x

x
xxxxx ...  

15عبارت   :28 −x را تجزيه كنيد.  

***  

  ي هندسي نزوليروش تعيين حد مجموع جملات يك دنباله

10(عددي بين صفر و يك ي هندسي اگر قدر مطلق قدر نسبت يك دنباله << || r ( باشد، در اين صورت

چون جملات چنين دنباله . كوچكتر مي شوند، لذا اين دنباله را نزولي مي نامند جملات اين دنباله كوچك و

ي هايي به طور مرتب كوچك مي شوند، مي توان جملات آخر را خيلي ناچيز در نظر گرفت و در محاسبه

بنابراين حد مجموع نامتناهي از جملات دنباله هاي هندسي نزولي را به . ت برابر صفر قرار دادمجموع جملا

  .صورت زير مي توان تعيين كرد

r

a
S

−
=
1

  

  .كدام يك از دنباله هاي هندسي زير نزولي است : 29تمرين 

...,,,,
8

1

4

1

2

1
,,,,...                             ب (1   الف( 8421

  .حاصل تساوي زير را بدست آوريد  :30تمرين 

...++++
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 15ي صفحه

   :حل 

  روش اول

...... +++++=→++++= ×
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  روش دوم
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  .حاصل عبارت زير را به دست آوريد : 31تمرين
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  :حل 
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  .ي هندسي نزولي را جداگانه تعيين و سپس جمع كنيملذا كافي است حد مجموع دو دنباله
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 16ي صفحه

  معادلات  و توابع درجه ي دوم   : دومدرس 

ي  و آشنا و سـپس بـا معرفـي نقطـه    2ي  و تابع درجه   در اين درس ابتدا با بحث هاي تكميلي پيرامون معادله         

  . ي دوم، مي توان بسياري از مسائل رياضيات را بررسي و حل كردماكزيمم و مينيمم و مفهوم صفر تابع درجه

   2ي ي درجه معادلهيادآوري: قسمت اول 

 روش هـاي  حتماً به ياد داريد كه براي حـل ايـن معادلـه     .  آشنا شده ايد   2ي  ي درجه در سال گذشته با معادله    

بهتر است قبل از ورود بـه بحـث         . را به خاطر داريد   ) كلي(روش تجزيه و روش كلاسيك      . متفاوتي وجود دارد  

  .اين دو روش را در قالب مثال يادآوري كنيم

  .ي زير را حل كنيد معادله:لمثا

0352 2 =−+ xx  

  :حل به روش تجزيه 

031206212
2

1
0352 2 =+−→=+−→=−+ ))(())(( xxxxxx  







−=→=+

=→=−→
303
2

1
012

xx

xx  

  a=2 و b=5 و c=−3: حل به روش كلاسيك 

49242532454.     ي حقيقي دارد معادله دوريشه 22 =+=−−=−=∆ ))(()(acb  

2

1

4

2

4

75

22

495

21 ==+−=+−=∆+−=
)(

)(

a

b
x  

3
4

12

4

75

22

495

22 −=−=−−=−−=∆−−=
)(

)(

a

b
x  

02 هر معادله به صورت:يادآوري  =++ cbxax0 كه در آن≠a م استدرجهي معادله ، يكي دو .

  . مي نامنداين روش را روش كلي يا روش كلاسيك. ي دوم به صورت زير استي درجهيك روش حل معادله

  .ي دوم به اين روش به ترتيب زير عمل مي كنيمي درجهبراي حل معادله
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 17ي صفحه

 2xضريب. (مشخص مي كنيمرا  aو bو c يعني معادلهضرايببا نوشتن معادله به صورت استاندارد ، ) 1

  .) مي گيريمc و عدد ثابت راb راx، ضريبaرا

acbمبين معادله يعني )  2 42   .مكنيمي  محاسبه را ∆=−

  .را به كمك حالت هاي زير تعيين مي كنيم تعداد و مقدار ريشه ها ∆با توجه به علامت ) 3

  .مقدار اين ريشه ها را از تساوي هاي زير محاسبه مي كنيم.  باشد، معادله داراي دو ريشه است∆<0اگر

a

b
x

2

             و            2=−−∆
a

b
x

2

∆+−=1  

مقدار اين ريشه را از تساوي زير . است)  1ي مضاعفريشه(  معادله داراي فقط يك ريشه  باشد،∆=0اگر

  .محاسبه مي كنيم

a

b
x

2

−=  

  . ي حقيقي نيست باشد، معادله داراي ريشه∆>0اگر

  . هاي  زير را حل كنيد معادله :1تمرين

04129 2 =++ uu)       0522         ج =++ rr)                10133ب 2 += kk) الف  

074يي معادله يك ريشهx=−1 اگر  :2تمرين 2 =−− mxxي ديگر را تعيين كنيد باشد، ريشه.  

  .اشند ب-3 و 2ي دومي تشكيل دهيد كه ريشه هاي آن ي درجه معادله :3تمرين

 طول يك نوع كاشي، يك سانتي متر بلندتر از چهار            :4تمرين 

 متر 8/52براي پوشاندن ديواري به مساحت . برابر عرض آن است

طول هر كاشي چند   . مربع تعداد دو هزار كاشي مصرف شده است       

  سانتي متر است؟

 مي پس طول آن.  در نظر بگيريمx اگر عرض كاشي را:حل 

14شود +xدر نتيجه مساحت هر كاشي برابر ،   

                                                 
  ريشه ي مكرر مرتبه ي دوم.  1

 

x 

14 +x 
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 18ي صفحه

xxxx +=+ 2414 )(  

  .مساحت كل كاشي هاي استفاده شده ، بر حسب سانتي متر مربع  مي شود

)( xxS += 242000  

52800010000852همچنين با توجه به صورت مسئله مساحت كاشـي هـاي اسـتفاده شـده برابـر                   =×/ 

  لذا. سانتي متر مربع است

52800042000 2 =+ )( xx  







−=

=
 →=−+→=+ → =∆÷

4

33
8

026442644
4225222000

x

x
xxxx  

كه جواب   
4

33−=x       سـانتي متـر مـي       8چون عرض كاشي برابـر      .  بنا به ماهيت مسئله قابل قبول نيست 

33184باشد، لذا طول كاشي برابر    . است سانتي متر)(+=

***  

.  در اطراف يك استخر بتوني، يك آبراه به پنهاي يكسان مطابق شكل مقابل ساخته شـده اسـت      :5تمرين  

  .مشخصات يك استخر به صورت زير يادداشت شده است

  طول استخر= متر 10عرض استخر                      =  متر 3

  طول آبراه= راه               ؟ پهناي آب= مساحت آبراه                  ؟ متر = متر 14

آيا با ديگر اطلاعات موجود، مي توانيـد  . بر اثر ريخته شدن جوهر روي كاغذ، پنهاي آبراه قابل مشاهده نيست        

  پنهاي آبراه را تعيين كنيد؟ چطور؟

  

  

  

  

  

 

 استخر

 آبراه
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 19ي صفحه

   :  مطابق شكل زير مي توان نوشت.  مي گيريمxآبراه را) عرض(  پنهاي:حل 

  

  

  

  

071327310214321024 2222 =++→=++→=++ ÷ xxxxxxxx )()(  









−=−−=

=+−=
 → =+=∆

7
4

1513
2

1

4

1513

2

122556169

x

x
  

  . قابل قبول نيستx=−7جواب 

***  

   2ي ي درجهمجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله : مودقسمت 

 ، تنها مجموع و حاصل ضرب ريشه هـاي آن           2ي  ي درجه گاهي به جاي تعيين مقدار ريشه هاي يك معادله        

02 بـه شـكل      2ي  ي درجه مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي هر معادله       . يت دارد اهم =++ cbxax  از 

  .رابطه هاي زير به دست مي آيد

حاصل ضرب ريشه ها   
a

c
xxP =×= مجموع ريشه ها                       21

a

b
xxS

−=+= 21   

  .ي زير را به دست آوريدحاصل ضرب ريشه هاي معادله بدون حل معادله ، مجموع و  :6تمرين

0153 2 =−+ xx   

074يي معادله يك ريشهx=−1 اگر  :7تمرين  2 =−− mxxو مقداري ديگر  باشد، ريشهm  را

  .تعيين كنيد

  :حل 

4

7

4

7
1 2221 =→−=×−→=×= xx

a

c
xxP )(  

x 
x 

x 
x x 

x 

x 
x 

10 

3 
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 20ي صفحه

3
44

3

44

7
121 =→=→−−=+−→−=+= m

mm

a

b
xxS

)(
  

 را مي توان به صورت زيـر        2ي  ي درجه  روابط به مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله         :براي مطالعه   

  .اثبات كرد

a

b

a

b

a

b

a

b
xxS −=−=∆−−+∆+−=+=

222

2
21  

2

22

221
a

b

a

bb

a

b

a

b
xxP

4422

)()())(( ∆−−=∆−−∆+−=∆−−×∆+−=×=

a

c

a

ac

a

acbb

a

b ==−−=∆−=
22

22

2

2 44

444

)(
  

  

2باشند، مقدار عبارتم زير ي دوي درجهمعادله ريشه هاي 1xو2xاگر :8تمرين
2

2
1 xx   .را تعيين كنيد +

0352 =++− xx  

  :تمرين براي حل 

 بحث   زير يشه هاي معادله   در مورد وجود و علامت ري      ∆وP و S با استفاده از    فقط  بدون حل معادله و    : 9

   .كنيد

0575
2 =−− xx  

312ي درجه را چنان بيابيد كه مجموع ريشه هاي معادلهm مقدار: 10 2 =−+ xmx   . باشد5 برابر )(

-0942م  دوي  ي درجه  ريشه هاي معادله   1x و 2xاگر : 11 2 =++ xx   باشند، مقدار عبارت هاي زيـر 

  .را تعيين كنيد

3
2

3
1 xx +. 5  

21

2
2

2
1

3 xx

xx +
. 3  

21

11

xx
+. 1  

4
2

4
1 xx +. 6  3

212
3

1 xxxx +.4  2
2

2
1 xx +. 2  

***  
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 21ي صفحه

   2ي ي درجه معادلهتشكيل : مسوقسمت 

.  مي توان آن معادله را تعيين كرد2ي ي درجهبا معلوم بودن مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي يك معادله

  :مي توان معادله را به صورت زير نوشت.  ريشه هاي اين معادله باشندحاصل ضربP مجموع وSاگر

02 =+− PxSx  

  . باشد-7 و حاصل ضربشان -5/1ي دومي بنويسيد كه مجموع ريشه هاي آن ي درجه معادله :12تمرين  

  . اثبات اين معادله به صورت زير است:براي مطالعه 

000 222 =+−−→=++→=++ ÷
a

c
x

a

b
x

a

c
x

a

b
xcbxax a )(  

02 =+−→ PxSx  

  :تمرين براي حل 

32ي دومي بنويسيد كه ي درجهمعادله  :13 32و+   . ريشه هاي آن باشند−

ي دومي بنويسيد كه ي درجهمعادله   :14
23

23

−
+

و
23

23

+
−

  . ريشه هاي آن باشند

تر مربع  سانتي م65 سانتي متر و مساحت آن 33مستطيلي را به دست آوريد كه محيط آن ابعاد ي  اندازه :15

  .باشد

مـسئله چنـد جـواب      .(برابر ديگري باشـد    كه يكي از ريشه هاي آن دو      بنويسيد  ي دومي   ي درجه معادله  :16

  )دارد؟

  )سهمي (2ياد آوري تابع درجه  : چهارمقسمت 

cbxaxy داراي معادله اي به صورت       2ي  در سال گذشته به ياد داريد كه هر تابع درجه          ++= كـه   ( 2

اين منحني . نمودار چنين توابعي يك منحني رو به بالا يا رو به پايين مي باشد         . مي باشد .)  است a≠0ر آن د

نمودار هر سهمي داراي بالاترين يا پايين ترين نقطـه   .را  سهمي مي نامند  

  . مي باشد كه آن را رأس سهمي مي نامند

و ) داراي مـي نـيمم    (شـد نمـودار سـهمي رو بـه بـالا             با a<0اگـر : الف  
0>a 

0<a 
min 

 

max 
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 22ي صفحه

  .است)داراي ماكزيمم( باشد، نمودار سهمي رو به پايين a>0اگر

ي آن بصورتنمودار سهمي داراي يك محور تقارن است كه معادله: ب 
a

b
x

2

 همواره موازي  و مي باشد=−

  . ها استyمحور

  

  

 بصورت  نيزي محور تقارن سهميهمچنين معادله
a

b
x

2

  .  مي باشد=−

براي رسم نمودار سهمي كافي است كه علاوه بر رأس سهمي دو نقطه را چنان انتخاب كنيم كه طـول يكـي         

  .بيشتر و طول ديگري كمتر از طول رأس سهمي باشد

342ي نمودار سهمي به معادله:مثال  −+−= xxyرا رسم كنيد  .  

  . ابتدا طول رأس سهمي را تعيين مي كنيم:حل 

2
12

4

2
=

−
−=−=

)(a

b
x  

  .ل جدول زير را تكميل مي كنيماح

3  2  1  x  

0  1  0  y  

  

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

 محورتقارن
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  . نمودار معادلات زير را رسم كنيد:17تمرين

322 −−= xxy) الف  

13 2 +−−= )(xy) ب  

184 ++−= xxy   ج (2

322ي ماكزيمم يا مينيمم تابع با ضابطه:18تمرين ++−= xxxf  را در صورت وجود به دست )(

  .آوريد

  .ي ماكزيمم استي داراي نقطهلذا سهم. پس سهمي رو به پايين است.  منفي استa=−1 چون :حل 

1
12

2

2
=

−
−=−=

)(a

b
x  

  . مي باشدx=1همچنين بيشترين مقدار تابع به ازاي 

431211 2 =++−= )()()(f  

),(ي در اين تمرين نقطه:تذكر    . مي باشد4 رأس سهمي و مقدار ماكزيمم  نمودار سهمي برابر 41

   :اي حل برتمرين

112ي طول رأس سهمي به معادلهx=2 را چنان بيابيد كهm مقدار :19 +−+= xmmxy )( 

  .باشد

5123  كمترين مقدار تابع :20
2 +−= xxxf   . را تعيين كنيد)(

14  بيشترين مقدار تابع :21
2 ++−= xxxf   . كنيد را محاسبه)(

15053اگر  :22 =+ yxمقدار yو xرا طوري بيابيد كه حاصل ضرب آنها ماكزيمم شود .  

  : تمرين كاربردي چندحل 

. ايجـاد كنـيم  مستطيل شكل قرار است در كنار يك رودخانه ، محوطه اي   :23

ي اگـر تنهـا هزينـه   . ع محوطه نرده كـشي شـود  براي اين كار لازم است سه ضل  

ممكـن ايـن    بيـشترين مـساحت     .  متر نرده را در اختيار داشته باشـيم        120نصب  
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  . محوطه را تعيين كنيد

  :حل 

xyxy 21201202 −=→=+  

xyS    مساحت مستطيل=

221202120 xxxSxxxS −=→−= )()()(  

02 است و در آن  مي دو تابع به دست آمده ، يك تابع درجه        <−=aپـس تـابع داراي بيـشترين    .  مي باشد

  .بيشترين مقدار را به روش زير تعيين مي كنيم .مقدار است

22 1800180036003023012030

30
22

120

2

mS

a

b
x

=−=−=

=
−

−=−=

)()()(

)(   

  . نيز مي توان به شكل زير به دست آوردxمقدار مساحت را پس از تعيين مقدار: توجه 

60302120 =−= )(y  

218006030 mxyS === ))((  

***  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

x x 

y 
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  )سهمي (2صفرهاي تابع درجه : م پنجقسمت 

 ، يك سهمي است و 2ي همانطور كه مي دانيم ، نمودار هر تابع درجه

cbxaxxfداراي معادله اي به صورت  ++=   .است)(2

طع كند و يا  بنابراين ممكن است محور طول ها را در يك يا دو نقطه ق     

ي تقاطع نمودار سهمي    طول نقطه . اينكه محور طولها را هيچ قطع نكند      

بديهي است كـه در ايـن نقطـه    . با محور طول ها را صفر تابع مي نامند  

   2. استxf)(=0يي معادله همان ريشهfبنابر اين، صفر تابع. برابر صفر است) عرض نقطه(مقدار تابع 

  :بر اساس مفهوم فوق مي توان نتيجه گرفت كه  :نتيجه 

02يبنابراين معادله . نمودار سهمي محور طولها را در دو نقطه قطع مي كند          : الف   =++ cbxax   داراي  

  .ي متمايز استدو ريشه

  

  

  

02يبنـابراين معادلـه   . نمودار سهمي بر محور طولها ممـاس اسـت        : ب   =++ cbxax    ي   داراي ريـشه

  .مضاعف است

  

  

  

02يبنابراين معادله .نمودار سهمي محور طولها را قطع نمي كند: ج  =++ cbxaxي   داراي ريشه

  .حقيقي نيست

  

  

  

                                                 
  .اين مفهوم براي توابع ديگر نيز قابل تعميم است .  2

1x 2x 

f 

021 == )()( xfxf 
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  :حل چند تمرين 

cbxaxxf ، نمودار تابع     زير نمودار   : 24 ++=  xf)(=0يلهتعداد ريشه هاي معاد   .  مي باشد  )(2

  . را تعيين كنيدc وb وaو علامت 

  

  

  

  

  

  

  

ي  داراي دو ريشهxf)(=0ي لذا معادله. ي مجزا قطع كرده است نمودار محور طول ها را در دو نقطه:حل 

  .متمايز است

  a>0نمودار سهمي رو به پايين است، لذا 

لذا مجمـوع ريـشه هـا       . ي منفي از ريشه ي مثبت بيشتر است       دو ريشه مختلف العلامه اند و قدر مطلق ريشه        

   :پس. منفي است

0000
0 < →>→<−→< < b

a

b

a

b
S a

   

   :پس. لذا حاصل ضرب آنها منفي است. چون دو ريشه مختلف العلامه اند

000
0 > →<→< < c

a

c
P a

  

  : توجه 

در اين روش طول رأس سـهمي را در نظـر مـي    .  را نيز تعيين كردbبه روش ديگري مي توان علامت     : الف  

  :لذا . مثلاً در اين تمرين با توجه به نمودار معلوم است كه طول رأس سهمي منفي است. گيريم

00
2

0
2

0 < →>→<− < b
a

b

a

b a
  

 

y 

x 
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-هـا را در نقطـه  y تـابع محـور   با توجه به اينكه   .  كرد تعيين را     c علامت ي نيز مي توان   روش ديگر به  : ب  

),(ي c0               قطع مي كند، لذا مي توان به توجه به نقطه ي تقاطع نمودار با محور y    هـا ، علامـتc    را تعيـين

بـالاي  ) cمقـدار (از روي نمودار واضح است كه محل تقاطع نمودار با محور عرض هـا  در تمرين فوق ،     . كرد

  c<0پس.  ها استxمحور

***  

cbxaxxf، نمودار تابع زير نمودار  :25 ++=  و xf)(=0يتعداد ريشه هاي معادله.  مي باشد)(2

  . را تعيين كنيدc وb وaعلامت

  

  

  

  

  

  

  

ي  داراي دو ريشه xf)(=0يلذا معادله . ي مجزا قطع كرده است     نمودار محور طول ها را در دو نقطه        :حل  

  .متمايز است

  a<0نمودار سهمي رو به بالا است، لذا 

  پس. لذا مجموع آنها مثبت است. دو ريشه هم علامت و مثبت مي باشند

0000
0 < →<→>−→> > b

a

b

a

b
S a

   

  پس. چون دو ريشه مثبت هستند، لذا حاصل ضرب آنها نيز مثبت است

000
0 > →>→> > c

a

c
P a

  

***  

  

x

y
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cbxaxxf نمودار تابعزيردر شكل  : 26 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                                . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfسه نقطه از نمودار تابع : حل  ++=   .لذا داريم.  استم معلو)(2

0000
0

0 2
2

=→++= → ++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

3

3113
3

1

0

2
2

−=+ →

−=++→++=− →
−

=

++=

ba

cbacbaB

c

cbxaxxf )()()(

  

040416

0416440
0

4

40

2
2

=+→=+ →

=++→++= →

÷=

++=

baba

cbacbaC

c

cbxaxxf )()()(

  

  .حال دستگاه زير را حل مي كنيم

41
04

3
−==→





=+
−=+

ba
ba

ba
,  

  .ار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيمدر نهايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمود

  

 

y 

x 4 1 

3− 

∞+    ∞−  x  
+  -  +  y  

o 
o o 

4 
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cbxaxxf در شكل مقابل نمودار تابع :27 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                                . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfدو نقطه از نمودار تابع : حل  ++=   .لذا داريم.  معلوم است)(2

4004
4

0 2
2

−=→++=− →
−

++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

22424

024220
0

2

4

2
2

=+→=+ →

=++→++= →

−=

++=

baba

cbacbaB

c

cbxaxxf )()()(

  

  :پس.  ماگزيمم تابع نيز مي باشدBينقطه

04
2

2
0

2 2 =+→−= →
−=

ba
a

b
B a

b
xo

  

  . دستگاه زير را حل مي كنيمحال

41
04

22
=−=→





=+
=+

ba
ba

ba
,  

  .در نهايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمودار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيم

  

x

y

 

2 

4− 

∞+  ∞−  x  
-  -  y  o 

2 
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cbxaxxf در شكل مقابل نمودار تابع :28 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                            . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfدو نقطه از نمودار تابع : حل  ++=   .لذا داريم.  معلوم است)(2

2002
2

0 2
2

−=→++=− →
−

++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

  :پس.  ماگزيمم تابع نيز مي باشدAينقطه

0
2

0
2

0 2 =→−= →
−

−=
b

a

b
A a

b
xo

  

1

3113
3

1

2

2
2

−=− →

−=+−→+−+−=− →
−
−

−=

++=

ba

cbacbaB

c

cbxaxxf )()()(

  

  .حال دستگاه زير را حل مي كنيم

1
0

1
−=→





=
−=−

a
b

ba
  

x

y

 

2− 

1− 

3− 
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چون محـور   . (در نهايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمودار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيم                  

  .)كند پس تابع ريشه نداردطولها را قطع نمي 

∞+  ∞−  x  
-  -  y  

***  

  .ي سهمي مربوط به نمودار زير را بنويسيد معادله: 29

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

  

cbxaxxfمي به صورت    هي س معادله :روش اول   : حل   ++=  aبراي تعيـين مقـدار    . مي باشد  )(2

  . به شكل زير عمل مي كنيمc وbو

),(ينمودار تابع محور عرض ها را در نقطه   :لذا. قطع مي كند 30

330030 =→=++→= ccf )(  

cbxaxxf صفر هاي تابعx=6 وx=2نقاط ++=   : لذا. مي باشند)(2

324032402 −=+→=++→= babaf )(   

12120363606 −=+→=++→= babaf )(  

  اكنون از حل دستگاه 





−=+
−=+

1212

324

ba

ba
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خواهيم داشت،   
4

1=a   2 و−=b    32ي سهمي به شكل    و در نهايت معادله
4

1 2 +−= xxxf  مي  )(

  .شود

cbxaxxfي سهمي به صورت      معادله  :دومروش   ++=  b وaبراي تعيـين مقـدار   . مي باشد )(2

  . به شكل زير عمل مي كنيمcو

),(يقطهنمودار تابع محور عرض ها را در ن   :لذا.  قطع مي كند30

330030 =→=++→= ccf )(  

cbxaxxf صفر هاي تابعx=6 وx=2نقاط ++=   :لذا.  مي باشند)(2

4

1
12

3
12862 =→=→=→=×= a

aa

c
P  

2848862 4

1

−=→=− →=−→=+=
=

bb
a

b
S

a
  

32ي سهمي به شكلدر نهايت معادله
4

1 2 +−= xxxf   . مي شود)(

cbxaxxf صفر هاي تابعx=4 وx=2 چون نقاط:روش سوم  ++=   :پس .  مي باشند)(2

))(()( 62 −−= xxaxf  

),(ينمودار تابع محور عرض ها را در نقطه   :لذا.  قطع مي كند30

4

1
3602030 =→=−−→= aaf ))(()(  

  .ي سهمي به شكل زير مي شوددر نهايت معادله

32
4

1
62

4

1 2 +−=−−=→ xxxxxf ))(()(  

***  

cbxaxyيمحل تقاطع نمودار سهمي به معادله : 1توجه  ++= را نشان  c با محور عرضها مقدار2

  . استc=0گذرد ، لذا در هر سهمي كه نمودار آن از مبدأ مختصات مي . مي دهد
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ها متقارن باشد، محور تقارن آن يعني خط y اگر نمودار سهمي نسبت به محور :2توجه
a

b
x

2

 روي =−

  . استb=0 مي باشد و در نتيجهx=0پس. ها منطبق استyمحور

   :تمرين براي حل 

cbxaxy. (جدول زير را با توجه به نمودار هاي داده شده كامل كنيد : 30 ++= 2(   

  

  

  

  

  

  

  د  ج  ب  الف  

          ∆علامت 

          aعلامت 

          bعلامت 

          cعلامت 

          تعداد صفر هاي تابع
  

))((ي يك سهمي به صورت معادله :31 21 −−= xxayاست، مقدار a را چنان تعيين كنيد كه اين 

  .  قطع كند4سهمي محور عرض ها را در نقطه اي به عرض

***  

  

  

  

  

  

  

  

  

 )د( )ج( )ب( )الف(



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 1حسابانآموزش 

 34ي صفحه

   تعيين صفرهاي تابعاستفاده از تقسيم براي: قسمت ششم 

axاگر xpy)( صفر تابع    = ax بـر    xp)( لذا عبارت  ap)(=0نتيجه مي شود  .  باشد =  بخـش   −

در مورد وجود يا عدم وجود       با معلوم بودن يك صفر تابع مي توان به كمك تقسيم          با اين مفهوم و     . پذير است 

  .ديگر را نيز تعيين كرد صفرممكن است  هاي ديگر قضاوت كرد و صفر

4423 يكي از صفرهاي تابع      x=2 اگر  :32تمرين   +−−= xxxxp سـاير صـفرهاي    .  باشـد  )(

  .تابع را در صورت وجود بيابيد

  .لذا داريم.  تقسيم مي كنيمx−2  را برxp)(عبارت : حل 

  

))(()( 22 2 −+−=→ xxxxp  

022 20 =−+− → = ))(()( xxxxP
  





=−=→=−+
=→=−

→
1202

202
2 xxxx

xx

,
  

  

652)عامـل ( يـك فـاكتور    x−2 نشان دهيد كه عبارت     :33تمرين 23 −−+= xxxxf . اسـت )(

  .ا حل كنيدرxf)(=0يسپس معادله

652كافي است كه نشان دهيم كه عبارت : حل  23 −−+= xxxxf   . بخش پذير استx−2 بر)(

  

  

  

  

  

  

  

 

 652 23 −−+ xxx 
2−x 

2
3

x
x

x =  

x
x

x
4

4 2
=  

3
3 =
x

x
 

23 2xx +− − 

654 2 −− xx 
xx 84 2

+− − 

63 −x 

63 +− −x 

0 

342 ++ xx 
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











−=→=+
−=→=+

→=++→=++

=→=−
→

=++−→=−−+→=

++−=−−+

303

101
031034

202

034206520

342652

2

223

223

xx

xx
xxxx

xx

xxxxxxxf

xxxxxx
xf

))((

))(()(

))((
)(
44 344 21

  

022ي  را چنان بيابيد كه يك جواب معادلهaمقدار  :34تمرين 23 =++− axxx باشد2 برابر  .

  .پس جواب هاي ديگر معادله را به دست آوريدس

  : حل 

102202288022
223 −=→=+→=++− →=++− = aaaaxxx x )(  

  

  

  

  

  

  

  

12012022 223 ±==→=−−→=+−− xxxxxxx ,))((  

  :تمرين براي حل 

223عصفرهاي تاب را چنان بيابيد كه يكي k مقدار :35 −−+= xkxxxf سپس .  باشد -2 برابر )(

  .ست آوريد را به دتابع هاي ديگر صفر

xxxfنقاط تقاطع نمودار تابع  :36 43   .به دست آوريدبا محور طول ها را در صورت وجود )(=−

***  

  

 22 23 +−− xxx 
2−x 

2
3

x
x

x =  

1−=−
x

x
  

 

23 2xx +− − 

2+− x 

2−+ +x 

0 

12 −x 
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  حل معادلات به كمك تغيير متغير: قسمت هفتم 

در اين روش متغير جديد را طوري . گاهي لازم مي شود براي حل يك معادله از روش تغيير متغير استفاده كرد

با حل اين معادله مي توان ريـشه هـاي          . ه را مي دانيم   ده دست آم  ي ب معادلهروش حل   مي گيريم كه    در نظر   

  .ي اوليه را نيز به دست آوردمعادله

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 

0103 24 =−− xx  

tx كافي است قرار دهيم،: حل    :لذا خواهيم داشت . 2=

01032 =−− tt  







−=→−=
±=→=→=→=+−

22مغ

555
025

2

2

xt

xxt
tt ))((  

  : تمرين براي حل 

  .معادله هاي زير را حل كنيد  :37

1244 222 =−−− )()( xx )4       03613 24 =+− xx) 1  

0322124 =+− )( xx )5   0211 222 =−−+− )()( xx) 2  

  062
3

72
3

2
2

2
=+−−− )()(

xx
 )3  

01133ي  معادله :38 222 =+−− xx   . را حل كنيد)(

0724ي  معادله: 39 222 =−+− xx   . را حل كنيد)(

23 معادله اي با ضرايب صحيح بيابيد كه :40 +=xيك جواب آن باشد .  

1610 صفر هاي تابع :41 24 +−= xxxf   . را به دست آوريد)(

***  
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  حل معادلات به روش هندسي: م تشهقسمت 

در ادامه مي خواهيم با روش ديگري از . تاكنون با حل انواعي از معادلات با روش هاي جبري آشنا شده ايم

در اين روش كه به روش هندسي . حل معادلات آشنا شويم كه از برخي لحاظ بر روش جبري ارجحيت دارد

ي در برخي از موارد حل موسوم است، مقدار تقريبي ريشه ها و تعداد آنها آسان تر مشخص مي شوند و حت

  .جبري معادلات امكان پذير نيست ولي حل با روش هندسي امكان پذير است

)()(براي حل معادلات به روش هندسي ابتدا با انتقال جملات به دو طرف، معادله را به شكل xgxf = 

xfy)(سپس نمودار دو تابع . تبديل مي كنيم xgy)( و=  را رسم نموده و نقاط تلاقي آنها را تعيين =

  . ي داده شده استي معادلهبديهي است كه طول نقاط تلاقي دو نمودار ريشه. مي كنيم

  

  

  

  

  

در . ي مضاعف معادله استريشه . طول نقطه يا نقطه هايي كه در آنها نمودار دو تابع مماس باشند:توجه 

  .  است) 1x(ي مضاعف و يك ريشه) 2xو 3x(ي معمولي ورد نظر داراي دو ريشهي منمودار فوق معادله

 تعداد و علامت و مقدار تقريبي ريشه هاي هر يك از معادلات زير را در صورت وجود، به روش  :42تمرين

  .هندسي بدست آوريد

0
2 =−xx ||) 5  2+= xx) 3  2−= xx) 1  

  2=+ xx) 4  011 =−−+ xx) 2  

  :حل 

xxfنمودارهاي دو تابع  : 1 =−2 و )(= xxg در  را رسم مي كنيم و طول نقاط تقاطع آنها را )(

  .تعيين مي كنيمصورت وجود 

f 

g 

3x 2x 1x 
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-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  

),(دو نمودار رسم شده همديگر را در نقطه ي    لذا معادلـه ي داده شـده داراي يـك ريـشه     .  قطع كرده اند24

  . مي باشدx=4برابر

11ابتدا معادله را به شكل : 2 +=− xxنمودار هاي دو تابع نمودار دو تابع سپس .  تبديل مي كنيم

xxf −= =+1 و )(1 xxg  تعيين  در صورت وجود را رسم مي كنيم و طول نقاط تقاطع آنها را)(

  .مي كنيم

-2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  

),(يدو نمودار رسم شده همديگر را در نقطه        ي داده شـده داراي يـك ريـشه         ادلـه لـذا مع  .  قطع كرده انـد    10

  . مي باشدx=0برابر
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xxfنمودار دو تابع   : 3 =+2 و )(= xxg در صورت   را رسم مي كنيم و طول نقاط تقاطع آنها را            )(

  .تعيين مي كنيموجود 

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

=+2ي لذا معادله. رندي تقاطع نداچون دو نمودار نقطه xxريشه ندارد .  

***  

ــه صــورت  : 4 ــه را ب ــدا معادل xxابت −= ــابع 2 ــسيم و ســپس نمــودار دو ت xxg مــي نوي −= 2)( 

xxfو   . را رسم مي كنيم)(=

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

x

y

  
),(ير نقطه دو نمودار رسم شده همديگر را د       ي داده شـده داراي يـك ريـشه         لـذا معادلـه   .  قطع كرده انـد    11

  . مي باشدx=1برابر



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 1حسابانآموزش 

 40ي صفحه

2xxابتدا معادله را به صورت     : 5 2xxg مي نويسيم و سپس نمودار دو تابع       ||= )(|| و )(= xxf  را  =

  . مي كنيمرسم

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

x

y

  
),(يدو نمودار همديگر را در سه نقطه       ),(و11 ),(و00 لـذا معادلـه داراي سـه ريـشه بـه           . قطع مي كننـد   −01

  .ي باشدم x=−1 و x=0 وx=1شكل

012يبه روش هندسي نشان دهيد كه معادلـه        : 43تمرين
2 =+− xx     ي مـضاعف    داراي يـك ريـشه

  .است

12معادله را به صورت   ابتدا  : حل  
2 −= xx       2 نوشته و نمـودار دو تـابعxxf 12و)(= −= xxg  را  )(

  .رسم مي كنيم

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

),(يچون دو نمودار فقط در نقطه      برابـر  ) ي مـضاعف ريشه( پس معادله داراي يك ريشه .  مماس شده اند   11

1=xمي باشد .  

***  
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  :تمرين براي حل 

  .ي زير را به روش هندسي حل كنيدمعادله  :44

|| xxx =− 22  

21ياي معادلهتعداد ريشه ه  :45 xx =−   .تعيين كنيد ||

***  

      جابر عامري: تهيه كننده 

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ :كانال تلگرام 
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    گنگو گويا معادلات  : ومسدرس 

روش هايي براي حل معادلات شامل عبارت هاي گويا و همچنين معادلات شامل عبارت هـاي                در اين درس    

  .گنگ را بيان مي كنيم و مثال هاي كاربردي آنها را حل مي نماييم

  معادلات شامل عبارت هاي گويا: قسمت اول  

ي شامل عبارت گويا يا به اختصار  مخرج كسر باشد، را  يك معادلههر معادله كه در آن متغير معادله در

  :مانند معادلات زير . ي گويا مي نامندمعادله

2

4

2

45
2 −

−=
−

−
x

x

xxx
ب                           (

22

32

1

5

22

32
2 +

−=
−

−
−
+

x

x

xx

x
  الف (

 و در تمـام كـسرها   1هبراي حل چنين معادلاتي، ابتدا كوچكترين مضرب مشترك مخرج هـا را محاسـبه كـرد          

در نهايت جوابي از معادله را مي پذيريم كه بـه           . ي بدست آمده را حل مي كنيم      سپس معادله . ضرب مي كنيم  

  .2ازاي آن مخرج هيچ كسري صفر نشود

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 

2

4

2

45
2 −

−=
−

−
x

x

xxx
  

  .مابتدا كوچكترين مضرب مشترك مخرج ها را تعيين مي كني: حل









− →
−=

−=−=
=

)()( 2

2

222 xx

xC

xxxxB

xA
ممك

  





=
=

→=−−→

=+−→−=−−→−=−−→

−
−=

−
−→

−
−=

−
−

−×−×−×

2ققغ

7
027

0149441054425

2

4

2

45

2

4

2

45

22

222

2

x

x
xx

xxxxxxxx

x

x

xxxx

x

xxx

xxxxxx

))((

)()(

)(

)()()(

  

                                                 
كار ابتدا مخرج ها را تجزيه كرده و سپس حاصل ضرب عوامل مشترك و غير مشترك با توان بيشتر را تعيين مي  براي اين.  1

  .كنيم

 . كنيم استفادهسطين وطرفين و از خاصيت ضرب  بهتر است،. ي گويا به صورت تساوي دو كسر بيان شده باشداگر معادله.  2
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  . هر يك از معادلات زير را حل كنيد:تمرين براي حل 

32

3

12

1
22 +−

=
+− xxxx

) 4  
22

32

1

5

22

32
2 +

−=
−

−
−
+

x

x

xx

x
) 1  

2

11

2

22

2

2

−
−=+−

−
+−

n

n

n

n

nn

nn
) 5  

4

8

22

2
2 −

=
−

+
+
−

xx

x

x

x
) 2  

xx

x

xx

x

−
−=

+
+

− 22

2

1

2

1

2
) 6  

xx

x

x 3

2

2

3
2 −

+=) 3  

  :ي كاربردي  مسئلهچند حل 

 مستطيل طلايي ، مستطيلي است كه نسبت مجموع طول و عرض آن بـه                :7

به عبارت ديگر اگر طول     . طول مستطيل برابر با نسبت طول به عرض آن باشد         

  : باشند، مي توان نوشتy وxو عرض مستطيل به ترتيب

y

x

x

yx =+
  

  . مي گويندنسبت طلايينسبت طول به عرض اين مستطيل را 

براي .  همان نسبت طلايي استx در نظر بگيريم، واضح است كه مقدار يكحال اگر عرض مستطيل را برابر

  .كنيمي زير را حل  كافي است كه معادلهxمحاسبه ي مقدار










−=

+=
 →=−−→+=→=+ =∆

2

51
2

51

011
1

1

2

1522

x

x
xxxx

x

x

x
  

عدد . واضح است كه جواب منفي قابل قابل قبول است  
2

51+
 است بـه عـدد   618/1 كه مقدار تقريبي آن 

  .طلايي معروف است كه از دوران باستان مورد توجه بوده است

***  
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هـزار   120ه در مجمـوع قيمـت آنهـا     كدادن، خريدمدير مهد كودك چند اسباب بازي مشابه براي هديه           :8

 تومان به او تخفيف مي داد، او با همان پول چهار اسـباب              هزاراگر فروشنده براي هر اسباب بازي       . تومان شد 

  .قيمت هر اسباب بازي را قبل از تخفيف به دست آوريد. بازي بيشتر مي توانست بخرد

  :در اين صورت .  باشدn و تعداد كل اسباب بازي هاxفرض كنيد كه قيمت هر اسباب بازي: حل 

x
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 →
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x
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x

))(()(
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  . قابل قبول نيستx=−5000ي بنابر ماهيت مسئله ريشه

ا ام.  روز تمام مي كنند18ي را در نشاكار ي شاليكاري دو كارگر كه با هم كار مي كنند، كار در يك مزرعه :9

15ل اگر هر كدام به تنهايي كار مي كردند، كارگر اوهر كدام . م اين كار را تمام مي كرد روز زودتر از كارگر دو

  .از اين دو كارگر به تنهايي كار را در چند روز تمام مي كنند

 روز تمـام مـي   x+15مام مي كند، پس كارگر دوم همين كـار را در      روز كار را ت    x اگر كارگر اول در    :حل  

  لذا. كند

18

1

15

11 =
+

+
xx

  









−=−=

=+=
 →=−−→

+=++→+=++ →

=+=−−=∆

=+×

9
2

3921

30
2

3921

027021

15182701815181518

2

1
1521108044127014

2
212

21518

x

x
xx

xxxxxxxxxx

))(()(

)( )()(

  

  . قابل قبول نيستx=−9ي بنابر ماهيت مسئله ريشه
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 درصـد نگهـداري     7 آب نمك با غلظت      ي ماهي هاي تزئيني، ماهي هاي شور در محلول         در يك مغازه    :10

چگونه مـي  .  درصدي ساخته شده است4 كيلو گرم آب نمك 200به علت تازه كار بودن كارگرها ،     . مي شوند 

  .توان اين محلول را به غلظت مورد نظر رساند

رصد  د7كافي موجود باشد و بتوانيم با اضافه كردن نمك كافي ، محلول را با فضاي  فرض مي كنيم به :حل 

  .ابتدا محاسبه مي كنيم كه در محلول فعلي چند كيلو گرم نمك وجود دارد. نمك بسازيم

8200 كيلو   
100

4 =×  

 كيلـوگرم مـي شـود و وزن كـل      x+8 كيلوگرم نمك به ايـن محلـول بيفـزاييم، ميـزان نمـك آب                xاگر

  : درصدي نمك بايد داشته باشيم7 كيلوگرم مي شود، پس براي داشتن محلول x+200محلول

100

7

200

8 =
+

+
x

x
  

 كيلو گرم   
93

600
6009371400100800

100

7

200

8 =→=→+=+→=
+

+
xxxx

x

x
  

يك كشتي از شـهر اول   .  كيلومتر است  144ي بين دو شهر كه در كنار رودخانه اي واقع شده اند              فاصله  :11

 17مـدت زمـان سـفر در مجمـوع     . ز دو ساعت توقف، همين مسير را بر مي گردد      پس ا . به شهر دوم مي رود    

 كيلـومتر در سـاعت بيـشتر از    8در صورتي كه سرعت حركت كـشتي در مـسير جريـان آب          . ساعت مي باشد  

  .سرعت آن در خلاف جريان آب باشد، سرعت حركت كشتي را در جهت حركت آب تعيين كنيد

عت حركـت  رس ـدر ايـن صـورت   .  باشـد v كشتي در جهت آب برابر فرض مي كنيم كه سرعت حركت      :حل  

همچنين چون .  مي شودv−8كشتي در برگشت
vv

t
144144

1
1  و==

8

144144

2
2 −

==
vv

tو   

 1521721 =−=+ tt  
  لذا

)()()(
815144814415

8

144144 8 −=+− →=
−

+ −× vvvv
vv

vv
  

0115240815120151441152144 22 =+−→−=+−→ vvvvvv  









=−=

=+=
 →=+−→ =∆÷

23
10

104136

24
10

104136

03841365
1081623

/v

v
vv  

23ي بنابر ماهيت مسئله ريشه /=xقابل قبول نيست .  
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  معادلات راديكالي : مودقسمت 

ي شامل عبارت اصم يا باشد، را  يك معادله) ي دومبا فرجه( هر معادله كه در آن متغير معادله در زير راديكال 

  :مانند معادلات زير . مي نامندراديكالي 

432 += xx)                           321ب −=++ xx) الف  

ي  مي رسانيم تـا يـك معادلـه        2ي مناسب طرفين معادله را به توان        براي حل چنين معادلاتي، در يك مرحله      

  در نهايت جوابي از معادله را مي پذيريم كه . يمسپس اين معادله را حل مي كن. بدون راديكال به دست آيد

  .                               به ازاء آن عبارت زير راديكال منفي نباشد: الف 

  .معادله به ازاي آن برقرار باشد: ب 

  .ي زير را حل كنيدمعادله: مثال 

321 −=++ xx  

  : حل





=
=

→=−−→=+−→

+−=+→

−=+→−=+→−=++

2ققغ

7
0270149

1682

4242321

2

2

22

x

x
xxxx

xxx

xxxxxx

))((

)()(

  

وقتي فرزندم به دنيا آمد، مـن       : گفت  . دانش آموزان كلاس سن دبير حسابان را از او پرسيدند          : 11 تمرين  

  حال شما سن من را حساب كنيد؟.  سال داشتم و اكنون سن او جذر سن من است30

  : مي توان نوشتلذا.  خواهد بودx−30 باشد، سن فرزند اوxاگر سن دبير حسابان: حل 

30−= xx  

0900619006030 222 =+−→+−=→−=→ xxxxxxx )(  





=
=

→=−−→
25

36
02536

x

x
xx ))((  

  )چرا؟. ( قابل قبول نيستx=25كه جواب 
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   :تمرين براي حل 

  . هر يك از معادلات زير را حل كنيد :12

432 += xx )4  42 −=+ xx )1  

580215 =−+ x )5  0315 =+−m )2  

1253 +−=− xx )6  3232 =+− xx )3  

  . معادله هاي زير را حل كنيد :13

xx −=−+   د (1352
4

442

2

3
2 −

−=+
+ x

x

xx
  الف (

0
2

3

1 =−
− uu

x  هـ (
x

x −=
+
−

1
1

1
  ب (

  3
2

2

2

1
2

=
−

+
− xx )(

  ج (

  . شود6 عددي پيدا كنيد كه حاصل جمع آن با جذرش برابر :14

  . بدون حل، توضيح دهيد كه چرا معادله هاي زير فاقد جواب حقيقي مي باشند :15

02 =+t) الف  

01322 =+−+− xx) ب  

021 =−+− xx) ج  

.                        را از تساوي مقابل حساب كنيدk مقدار: 16
m

k
v

2=  

مسئله چند . اي آن باشد يكي از ريشه ه  1اي شامل مجموع دو عبارت راديكالي بنويسيد كه عدد           معادله  :17

  جواب دارد؟

***  

   باويدبير رياضي شهرستان هاي اهواز و   جابر عامري: تهيه كننده 
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    قدرمطلق و ويژگي هاي آن : مچهاردرس 

در اينجا ضمن يادآوري اين مفهـوم، ويژگـي هـاي قـدر             . در سال هاي قبل با مفهوم قدرمطلق آشنا شده ايد         

  .، حل معادلات و رسم توابع شامل قدرمطلق را نيز بررسي مي كنيممطلق

  قدرمطلق و ويژگي هاي آنتعريف : قسمت اول 

|| يك عدد حقيقي باشد، قدر مطلق آن را با نمادxاگر xنمايش مي دهند و به صورت زير تعريف مي كنند .  

xx باشد، x<0اگر ||=0 باشد، x=0اگر               ||= x             0راگ<x ،باشد xx −=||  

  :به عبارتي مي توان نوشت 





<−
≥

=
0

0

xx

xx
x ||  

222:          مثال  =−−=− 143143  و                      ||)( /|/| =  

  .زير را بدون قدر مطلق بنويسيدعبارت هاي   :1 تمرين

=
−
−

||
52

35
) 3  =− || 53) 1  

=
−
−

||
102

75
) 4  =− || 25) 2  

  ويژگي هاي قدرمطلق 

00يعني .  قدر مطلق صفر برابر صفر است :1 =↔= xx ||  

00و بطور كلي  =↔= uu ||  

  .ي زير را حل كنيد معادله :2 تمرين

052 =− || x  
  :حل 

2

5
052052 =→=−→=− xxx ||  

  . قدرمطلق هر عدد حقيقي همواره نامنفي است :2

0≥∈∀ ||; xRx  

axبراي مثال اگر داشته باشيم    a≤0 لذا مي توان نوشت كه ||=
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  . قدرمطلق هر عدد و قدرمطلق قرينه اش برابر است :3

|||| xx =−  

  : براي مثال 

333 ==−   الف (||||

|||| 2552   ب (−=−

||=5اگر : مثال  x 5 پس مي توان نوشت±=x  

  :و بطور كلي داريم 

vuvu ±=→= ||||  

  .ي زير را حل كنيد معادله :3 تمرين

|||| xx −=− 253  

  :حل 









=→=→+−=−→−−=−

=→=→−=−
→

−±=−

2

3
32253253

4

7
74253

253

xxxxxx

xxxx

xx

)(

)(

  

||توان نوشت     مي x براي هر عدد حقيقي :4 xx =2  

  

||و بطور كلي  uu =2  

555براي مثال   
2 =−=− ||)(  

  . عبارات زير را به ساده ترين صورت بنويسيد :4 تمرين

=− ++=ج                      (324 12
24 xx)                 ب=− 2

21   الف ()(

  . عبارت زير را بدون قدر مطلق بنويسيد :5 تمرين

|| 257 −  
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22 باشد، آنگاه حاصل عبارت x>0 اگر  :6تمرين 41 xx    كدام است؟++

−−1)                 پx−1)                بx+1) الف x1)            ت+− x  

||)(|| 11212141 22222 −=−=−+=++=++ xxxxxxxx  

11 +−=−−= xx )(  

  .حاصل ضرب قدرمطلق هاي آنها برابر است قدرمطلق حاصل ضرب هر دو عدد حقيقي با  :5

|||||| baab =  

  :اثبات 

||||)(|| bababaabab ==== 22222  

  .عبارت زير را بدون قدرمطلق بنويسيد  :7تمري

=−− |)(| 213   

  .  قدر مطلق معكوس يك عدد ناصفر با معكوس قدرمطلق آن عدد برابر است :6

) 0≠b (    
||

||
bb

11 =  

  :اثبات 

||
)()()()(||

bb
bbb

bb

1111

2

1212212 ====== −−−  

  . قدرمطلق خارج قسمت دو عدد با خارج قسمت قدرمطلق هاي آنها برابر است :7

)0≠b     (
||

||
||

b

a

b

a =  

  : اثبات 

لروش او  

||

||
)
||

(|||||||)(|||
b

a

b
a

b
a

b
a

b

a ==== 111
  

م روش دو  
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||

||
)(||

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a ====
2

2

2

2
2  

  : مي توان نوشتx براي هر عدد حقيقي :8

222 xxx == ||||  

  :اثبات 

0
2222 ≥==== xxxxxxxx |||))((|||||||  

222:                                          براي مثال 
555 )(|)(||)(| −=−=−  

. ويژگي هاي زير را نيز مي توان بيان كرددر اين صورت . اشديك عدد حقيقي نامنفي ب c فرض كنيم كه :9

  .ميكه در اينجا به طور شهودي بيان شده اند و فعلاً آنها را بدون اثبات مي پذير

cuccu ≤≤−→←≤||) الف  

cuccu <<−→←<||) ب  





−≤
≥

→←≥
cu

cu
cu   ج (||





−<
>

→←>
cu

cu
cu   د (||

  .ي زير را حل كنيدامعادله ن :8تمرين

532 >− || x   

||||:  داريم x براي هر عدد حقيقي :10 xxx ≤≤−  

  :اثبات 

||||||,|| xxxxxxxx ≤≤−→<−=→≥0  

||||||,||,|| xxxxxxxxxx ≤≤−→≤=−−=→<0  

  

c− c o 

c− c o 

c− c o 

c− c o 
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   ثابت كنيد كه x وy براي هر دو عدد حقيقي:11

||||||خاصيت نامساوي مثلثي      yxyx +≤+  

  : اثبات 

||||||

|)|||(|)||(|

|||||)|(||
||||

||||

yxyx

yxyxyx

yxyxyx
yyy

xxx

+≤+→
+≤+≤+−→

+≤+≤−+−→
≤≤−
≤≤−

  

  : ثابت كنيد كه a وb براي هر دو عدد :9تمرين

|||||| abab −≤−  

  :اثبات 

||||||||||||

|||||)(|||||

ababaabb

aabaabaabb

−≤−→+−≤→
+−≤+−=+−=

  

***  
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  هندسي قدرمطلقتعبير  :قسمت دوم 

  

  .تعبير هندسي قدرمطلق به را مي توان به صورت زير بيان كردبا توجه به تعريف بيان شده براي قدرمطلق ، 

 ABطول پاره خـط   .  باشند a و b دو نقطه روي محور اعداد حقيقي و به ترتيب متناظر با اعداد            AوB اگر

baبرابر قدر مطلق   . مي باشد−

  

BAABتوجه داشته باشيد كه چون    :  لذا =

|||| abba −=−  

  .يقي را قدرمطلق آن عدد مي نامندي هر عدد حقيقي تا مبدأ محور اعداد حقفاصله: نتيجه 

  

  .لذا همانطور كه قبل از اين نيز داشتيم

|||| xx =−  

را بـا اسـتفاده از قـدر مطلـق          » . اسـت  01/0 كمتر از    a و xي بين هر دو عدد    فاصله«  عبارت  :10تمرين

  .بنويسيد

||/010                                                :                حل  <− ax  

هر يك از عبارت هاي زير را با استفاده از قدرمطلق به صورت يك معادله يا نامعادله بنويسيد و   :11تمرين 

  .جواب را روي محور نمايش دهيد

  . است7 برابر3 وxي بينفاصله) الف

  . است4 برابر 6 وxي بينبرابر فاصله دو) ب

  . است3 كمتر يا مساوي5  وxي بيندو برابر فاصله) ج

  . است2  بزرگتر از -3  و xي بينفاصله) د

***  

  

  

A B 

a b 
|| baAB −= 

x− x o 

|| x || x− 
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  رسم نمودار توابع شامل قدر مطلق:  قسمت سوم 

در اين صورت ابتدا ريـشه هـاي   . ست يك عبارت شامل قدرمطلق را بدون ، قدرمطلق بيان كنيم      گاهي لازم ا  

  . عبارت هاي داخل قدرمطلق را تعيين مي كنيم و سپس از تعيين علامت اين عبارت ها كمك مي گيريم

بـدون اسـتفاده از      به كمك تعيين علامت عبارت هاي داخل قدرمطلق ، ضابطه ي توابع زير را                 :12تمرين

  .قدرمطلق بنويسيد

21 −+= ||)( xxf) ج  ||)( xxxf   الف (=

||||)( 21 ++−= xxxf) د  
||

)(
x

x
xf   ب (=

  :حل ج 

101 −=→=+ xx  

∞+    1−    ∞−  x  
  +  ٠  -    1+x  

  

1211

3211

−=−+=→−≥
−−=−−−=→−<

xxyx

xxyx
  





−≥−
−<−−

=∴
11

13

xx

xx
xf )(  

  :حل د 

202

101

−=→=+
=→=−

xx

xx
  

∞+    1    2−    ∞−  x  
  +  ٠  -    -    1−x  
  +    +  ٠  -    2+x  

12211

32112

12212

+=++−=→>
=+++−=→≤≤−

−−=−−+−=→−<

xxxyx

xxyx

xxxyx

  









>+
≤≤−

−<−−
=∴

112

123

212

xx

x

xx

xf )(  
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  . با تبديل تابع زير به يك تابع دو ضابطه اي، نمودار آن را رسم كنيد :13تمرين

12 +−= || xy  

  .را رسم كنيد  نمودار هر يك از توابع زير :14تمرين

|||| 21 −−+= xxy)                                        ب|||| 21 ++−= xxy) الف  

|)(| به شكل     قدرمطلقي ي مهمي از توابع   دسته: توجه   xfy براي رسم نمودار چنين تـوابعي      .  مي باشند  =

xfy)(ابتدا نمودار   ها قـرار مـي گيـرد،        xنموده و سپس قسمت هايي از نمودار كه زير محور            را رسم    =

  .نسبت به اين محور قرينه مي كنيم

|| نمودار تابع  :15 تمرين 1
2 −= xyرا رسم كنيد .  

1ابتدا نمودار تابع : حل
2 −= xy طولها را نسبت به اين محور  را رسم نموده و سپس قسمت زير محور

  .قرينه مي كنيم

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  

  .نمودار توابع زير را رسم كنيد   :16تمرين

|||| 2−= xy) ب                         || xxy 22   الف (=−

ه را به روش جبري حل       و سپس معادل    را به روش هندسي تعيين      زير يتعداد جواب هاي معادله    : 17تمرين

  ي مضاعف دارد؟ چرا؟ آيا اين معادله ريشه.كنيد

112 =− || x  
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  حل معادلات شامل قدرمطلقي: م چهارقسمت 

  . به معادلاتي كه شامل قدرمطلق هستند، معادلات قدرمطلقي مي گويند

|)(||)(|اين نوع معادلات اغلب به شكل    xgxf ي اين معادلات به كمـك   يافتن ريشهبراي.  مي باشند=

  . خواص قدرمطلق معادله را مانند الگوي زير ساده نموده و سپس حل مي كنيم

)()( xgxf )()(             و              =− xgxf =  

  .ي اصلي صدق كندتوجه كنيد، ريشه اي از معادلات فوق را مي پذيريم كه در معادله

  . معادلات زير را حل كنيد :18ينتمر

xx 321 +=− ||||                                    ب (|| xx =−   الف (13

   :بحل 









−=→+=+−

−=→+=−
→+=−

4

1
321

2

3
321

321
xxx

xxx
xx ||  

ريشه ي 
2

3−=xقابل قبول نيست .  

  .ادله را نيز حل نمودمي توان مع،  برسانيد2 اگر طرفين معادله را به توان :تذكر 

  .ي زير را حل كنيد معادله :19 تمرين

|||| xx =+ 6  

631ي  معادله :20 تمرين =++− |||| xxرا حل كنيد .  

  :حل 

101 =→=− xx  

303 −=→=+ xx  

∞+    1    3−  ∞−  x  

  +  0  -    -  1−x  

  +    +  0  -  3+x  

  معادله  )1(    )2(    )3(  

3− 1 

3−<x 13 ≤≤− x 1>x 
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 )1(ي معادله      

),()()(; 346316313 −−∞∈−=→=−−+−→=+−−−−< xxxxxx  

6463113 غير ممكن     =→=++−−≤≤− )()(; xxx2(ي       معادله(  

 ),()()(; +∞∈=→=++−> 126311 xxxx     3(ي   معادله(  

***  

  :تمرين براي حل 

  .حل كنيدابتدا به كمك ويژگي هاي قدر مطلق و سپس با توان رساندن طرفين ي زير را معادله :21

|||| 423 −=− xx  

  . حل كنيدبه روش هندسيي زير را ابتدا به كمك ويژگي هاي قدر مطلق و سپس  معادله:22

xx 341 −=− ||  

  .ي زير را حل كنيدعادله م:23

11 2 −−=− xxx ||  

  .زير را حل كنيد هاي  معادله:24

1
3

2 =
−
−

|| x

x
  الف (

12122 +=+− xxx) ب  

1035 =−+ |||| x) ج  

1212 =−− |||| x) د  

  . باشد7 برابر 1 و -3ي  نقاطي روي محور طولها بدست آوريد كه مجموع فواصل آنها از دو نقطه:25

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي   جابر عامري: تهيه كننده 

  @mathameri :ال تلگرام كان   ir.mathtower.www :سايت 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 1حسابانآموزش 

 58ي صفحه

    ي تحليلي آشنايي با هندسه : مپنجدرس 

در ايـن   . ي تحليلي شاخه اي از رياضيات است كه از تركيب هندسه و جبر مقدماتي بوجود آمده اسـت                 هندسه

 در اينجـا  .كننـد  دلات عددي و جبري بيان ميارشته اشكال هندسي و روابط جبري بين آنها را با مقادير و مع     

  .مي كنيمررسي لي را بي تحليمفاهيم مقدماتي هندسه

  )دستگاه مختصات دكارتي( دستگاه محور هاي مختصات : قسمت اول 

 كه در يك صفحه قرار دارند، يك دستگاه مختصات به وجود مي آورند، هرگاه اين ′oyy و ′oxxدو محور

) مبدأ مشترك (Oيدو محور بر هم عمود باشند و در نقطه

  .متقاطع باشند

را ) ′oyy(را محور طول ها و محور قائم ) ′oxx(محور افقي 

  .محور عرض ها مي نامند

 با دو عدد حقيقي M مانند بديهي است كه هر نقطه روي صفحه ،

)( روي محور طول ها را طول      Mيتصوير نقطه . مشخص مي شود   Mx   ي و تصوير نقطهM   روي محور 

)(عرض ها را عرض Myمي نامند .  

),( MM yxM              يا                
M

M

y

x
M  

  . مي نامندمختصات نقطه نقطه را طول و عرض

   دستگاه مختصات قائم صفحه را به چهار ناحيه:نتيجه 

علامت مختصات هر نقطه با توجـه بـه         .تبديل مي كند  ) ربع (

  .ربعي كه در آن قرار دارد، به صورت زير است

  :همچنين

  هر نقطه كه روي محور طول ها قرار دارد، عرض آن صفر است و برعكس: الف 

  ر نقطه كه روي محور عرض ها قرار دارد، طول آن صفر است و برعكسه: ب 

  . طول و عرض آن صفر است ي تقاطع دو محور كه مبدأ مختصات نام دارد،نقطه: ج 

  

0

0

>
>

y

x
 

0

0

>
<

y

x
 

0

0

<
>

y

x
 

0

0

<
<

y

x
 

M 

x 

y 

O Mx 

My 
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),(ي نقطه :1تمرين 312 +− mmPمقدار.  داده شده استm را چنان بيابيد كه :  

  . روي محور عرض ها قرار گيردPينقطه: ب             .   روي محور طولها قرار گيردPينقطه: الف 

),(ي نقطه :2تمرين 112 +− kkPم دستگاه مختصات قرار دارد در ناحيهحدود. ي دوkرا تعيين كنيد .  

  : توجه 

 نقاطي كه روي نيمساز ربع اول و سوم دستگاه تمام : 1

  .داراي طول و عرض مساوي هستندواقعند، مختصات 

تمام نقاطي كه روي نيمساز ربع دوم و چهارم دستگاه  : 2

  .داراي طول و عرض قرينه هستندواقعند، مختصات 

),(ي نقطه :3تمرين 462 +− mmPمقدار.  داده شده استm را چنان بيابيد كه :  

  . روي نيمساز ربع اول و سوم قرار گيردPينقطه: الف 

  . روي نيمساز ربع دوم و چهارم قرار گيردPينقطه: ب 

***  

   پاره خط در دستگاه محور هاي مختصات ي اندازه

ي در اين صورت اندازه دو نقطه روي صفحه باشند، A وBاگر

  . به صورت زير استABپاره خط ) طول( 

22 )()( ABAB yyxxAB −+−=  

  .استفاده مي شودي فيثاغورس رابطه براي اثبات درستي اين موضوع از :براي مطالعه 

222 BCACAB +=  

|||| ABAC xxxxAC −=−=  

|||| ABCB xyyyBC −=−=  

222 )()( ABAB yyxxAB −+−=  

22 )()( ABAB yyxxAB −+−=→  
  

A 

B 

C 

Ax BC xx = 

AC yy = 

By 

م م و چهارمنيمساز ربع دول و سونيمساز ربع او 

A B 

A 

B 
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  ي وسط پاره خط مختصات نقطه

- نقطه Mيباشند و نقطه   دو نقطه روي صفحه      A و Bاگر

در اين صورت مختصات .  باشدABپاره خط) مياني(ي وسط 

  .  به شكل زير استMينقطه

                            








+=

+=

2

2
BA

M

BA
M

yy
y

xx
x

  

  .  براي اثبات اين موضوع مي توان به شكل زير استدلال كرد:براي مطالعه 

 در نظـر گرفتـه   ABپـاره خـط  ) مياني(ي وسط  نقطهMيباشند و نقطه دو نقطه روي صفحه  A و Bاگر

در اين صورت مي توان گفـت كـه چـون           . شود

 از متـوازي    AB وسـط پـاره خـط      Mينقطه

 مـوازي   MH مي باشد و   ABCDالاضلاع  

 xهر سه بـر محـور     (دو قاعده رسم شده است      

ي خطـوط مـوازي     پـس بنـابر قـضيه     ). عمودند

  : مي توان نوشت ) تالس(

HCDH
HC

DH

MB

AM

HC

DH MBAM =→= →= =
1  

2
2 BA

MBAMMBAM
xx

xxxxxxxx
+=→+=→−=−→  

  .و به همين ترتيب ثابت مي شود

2
BA

M
yy

y
+=  

),(ي دو نقطه :4تمرين  73 −Aو ),( 41 −−Bداده شده اند  .  

  . را به دست آوريدAB وسط پاره خطMيتصات نقطهخم) ب     . را تعيين كنيدABطول پاره خط) الف

  : ين براي حل تمر

),( اگر :5 o1A و ),( 32−Bمساحت مربع را محاسبه كنيد.  دو رأس مقابل مربعي باشند.  

A 

M 

B 

D H C 

Ax Mx Bx 

By 

My 

Ay 

A 

B 

M 
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),( نقاط :6 o3−Aو ),( o16B و ),( 6oCضلع ي وارد بر1ي ميانهاندازه. سه رأس يك مثلث مي باشند  

BCرا تعيين كنيد.  

),(  اگر :7 21−Aو ),( 13 −B و ),( 22 −Cسه رأس مثلثي باشند، نوع مثلث را تعيين كنيد .  

),( اگر :8 o4Aو ),( 322 −Bند، ابتدا نوع مثلث را تعيين كنيد و  و مبدأ مختصات سه رأس مثلثي باش

  .سپس مساحت و محيط آن را تعيين كنيد

),( اگر :9 32Aو ),( o1−B و ),( 45−Cسپس  سه رأس مثلثي باشند، ابتدا نوع مثلث را تعيين كنيد و

  .مساحت آن را تعيين كنيد

),(ينشان دهيد كه نقطـه     : 10 1112−P             يدو نقطـه   روي عمـود منـصف پـاره خـط واصـل),( 3−oA 

),(و 156Bقرار دارد .  

),( دو انتهاي يكي از قطرهاي دايره اي نقاط :11 22 −A و ),( 46Bهستند .  

  .را بيابيدي شعاع و مختصات مركز دايره اندازه) الف

),(يآيا نقطه) ب 37Pبر روي محيط دايره قرار دارد؟ چرا؟  

***  

  شيب خط 

) ضريب زاويه(شيب .  باشندLاز خط دو نقطه A وBاگر

  .ود به صورت زير تعريف مي شLخط 

AB

AB
L xx

yy

x

y
m

−
−=

∆
∆=  

βαي خطوط موازي واضح است كه بنابر قضيه ∠=∠ 

  .ي حاده در مثلث قائم الزاويه مي توان نوشتهمچنين بنابر بر تعريف تانژانت زاويه. 

)tan()tan( αβ ==
−
−=

AB

AB
L xx

yy
m  

  . ها مي سازدxلذا شيب هر خط ، تانژانت زاويه اي است كه آن خط با جهت مثبت محور

                                                 
  .در هر مثلث، ميانه، پاره خطي است كه وسط يك ضلع را به رأس مقابل آن وصل مي كند.  1

α 

β A 

B 

x∆ 

y∆ 

Bx Ax 

Ay 

By 

L 
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   با اين تعريف واضح است كه:  نتيجه 

  . برابر صفر است ،شيب محور طولها و هر خط موازي آن: الف 

  . ، تعريف نشده استآنشيب محور عرضها و هر خط موازي : ب 

  .است -1 و شيب نيمساز ربع دوم و چهارم برابر 1شيب نيمساز ربع اول و سوم  برابر : ج

),(ي شيب خط گذرا از دو نقطه :12 تمرين 45 −Aو ),( 03Bرا به دست آوريد .  

شـيب ايـن خـط را    .  درجه تشكيل مـي دهـد      30ي   خطي با محور طولها در جهت مثبت زاويه         :13 تمرين

  .بنويسيد

),(ي ثابت كنيد كه سه نقطه :14تمرين 24−A و),( 02−Bو ),( 31 −Cروي يك خط راست واقع اند .  

***  

  ي خط معادله

  .ي خط مي نامندهبين طول و عرض تمام نقاط خط را معادلي خطي هر رابطه

),(يدو نقطه : مثال   73A و ),( 31B    ي طـول و عـرض ايـن دو         ابطـه به كمك تعيين ر    . را در نظر بگيريد

  . را بنويسيدABي خط نقطه، معادله

 با كمي دقت معلوم مي شود كه اگر ابتدا طول هر كدام از اين دو نقطه را دو برابر و سپس با عدد يـك                   :حل  

  .تبه صورت زير اس) ي خطمعادله( ي موجود لذا رابطه. جمع كنيم، عرض نقطه به دست مي آيد

12 += xy  

  .  نمودار خط مثال قبل را رسم كنيد :15تمرين

  .خط به صورت زير استي هر به طور كلي معادله: تذكر 

nmxy +=  

 را  nرا شـيب و عـدد     ) xضـريب ( mعدد نيز مي نامند،   ي استاندارد خط  معادلهدر اين معادله كه آن را       

  .مي نامند2عرض از مبدأ 

),(يي خطي را بنويسيد كه از دو نقطه معادله:مثال  ),(و72   . مي گذرد35

                                                 
  .دأ مي نامندمحل تلاقي هر خط با محور عرض ها را عرض از مب.  2
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  : حل 

  .ابتدا شيب خط را  تعيين مي كنيم: روش اول

3

4

52

37

12

12

−
=

−
−=

−
−=

xx

yy
m  

nmxyط به صورت ي خو چون معادله   :  مي باشد، پس =+

nxy +−=
3

4
   

  . مختصات يكي از نقاط داده شده را در اين معادله جايگزين مي كنيمnاكنون براي تعيين مقدار

3

29
2

3

4
772 3

4

=→+−= →
+−=

nn
nxy

)(),(  

  .مي خط را به صورت زير به دست مي آوريدر نهايت معادله

3

29

3

4 +−=→+= xynmxy  

nmxyي خط به صورت     چون معادله : روش دوم  ي داده شده را در اين      مختصات دو نقطه  .  مي باشد  =+

  .معادله جايگزين مي كنيم





=+
−=−−

→




=+
=+×−

→




=+
=+

72

35

72

351

72

35

nm

nm

nm

nm

nm

nm )(
  

3

29

3

4
43 =

−
=→=−→ nmm ,  

   . مطلوب به شكل زير است خطيلذا معادله

3

29

3

4 +−=→+= xynmxy  

mxyي هر خط گذرا از مبدأ مختصات به صورت  معادله:نتيجه    . است=

  . باشد−3ي خطي را بنويسيد كه از مبدأ مختصات بگذرد و شيب آن  معادله :16تمرين

***  
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  ي كلي خط معادله

  :براي هر خط مي توان معادله اي به صورت زير نوشت

0=++ cbyax  

  :واضح است كه اين معادله را مي توان به صورت زير نيز نوشت 

b

c
x

b

a
y −−=  

پس شيب خط برابر   
b

a
m

 و عرض از مبدأ آن       =−
b

c
n  توجه داشته باشـيد كـه عـرض نقطـه           . است =−

  .أ مي نامندتلاقي خط با محور عرض ها را عرض از مبد

  .ي برخي از خطوط مهم به صورت زير است معادله:نتيجه 

  شيب  معادله  عنوان  رديف

  y  0=m=0  محور طول ها  1
  .تعريف نمي شود  x=0  محور عرض ها  2

xy  نيمساز ربع اول و سوم  3 =  1=m  
xy  نيمساز ربع دوم و چهارم  4 −=  1−=m  
0426ي خطي به صورت معادله : 17تمرين =−+ yxاست .  

  .شيب و عرض از مبدأ اين خط را به دست آوريد: الف

  .دمحل تقاطع اين خط با محور هاي مختصات را تعيين كني:  ب 

  .نمودار خط را رسم كنيد: ج 

  .نمودار هر يك از خطوط زير را رسم كنيد: 18تمرين

xy
3

12  پ(y=−2  ث (=1 +−= xy) الف  

  
2

3=x) 632   ت =+ yx) ب  

  . باشد-2ي زير برابر را طوري تعيين كنيد كه شيب خط به معادله k مقدار:19تمرين 

kykkx 32 −=−+ )(  

***  
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  :تمرين براي حل 

),(ي را طوري تعيين كنيد كه سـه نقطـه         kمقدار : 20 o3−Aو  ),( 21 −+kBو  ),( 23C  روي يـك 

  .است واقع باشندخط ر

),(يي خط گذرا از دو نقطهمعادله : 21 12 −Aو ),( 23Bرا بنويسيد .  

اي بـه   و محور عرض ها را در نقطه3اي به طول ي خطي را بنويسيد كه محور طولها را در نقطه       معادله : 22

  . قطع كند2عرض 

),(نقاط : 23 21A و),( 23−Bو),( 1−oC     ي وارد بـر ضـلع     ي ميانـه  معادله.  سه رأس يك مثلث هستند 

BCرا بنويسيد .  

),(يدو نقطه عمود منصف پاره خطي را بنويسيد كه        ي  معادله : 24 12−A و ),( 43B      را به هم وصل مـي  

  .كند

***  

  ي بين شيب هاي خطوط موازيرابطه

  .دو خط موازيند، اگر و تنها اگر شيب هاي مساوي داشته باشند

  

2121 ddmm ||↔=  

  .نشان دهيد كه دو خط به معادلات زير موازيند : 25تمرين

536 =+ yx       32         و +−= xy  

  .ت دو خط زير را در نظر بگيريدمعادلا : 26تمرين

52 =+ yx       24         و −=− yx  

  .ثابت كنيد كه اين دو خط متقاطع هستند)  الف

  .ي تقاطع اين دو خط را تعيين كنيدمختصات نقطه) ب 

  .نمودار هر دو خط را رسم كنيد و نقطه ي تقاطع آنها را تعيين كنيد) ج 

1d 2d 
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),(يي خطي را بنويسيد كه از نقطـه       معادله : 27رين  تم 31−P             ي  بگـذرد و مـوازي بـا خـط بـه معادلـه

32 =+ yxباشد .  

***  

  ي بين شيب هاي دو خط عمود بر همرابطه

اگر و تنها اگـر حاصـل ضـرب شـيب هـاي آنهـا                 دو خط بر هم عمودند،    

ديگر اگر شيب خطي عكـس و قرينـه ي شـيب            به عبارتي   .  باشد -1برابر

  .ديگري باشد، آن دو خط بر هم عمودند

2121 1 ddmm ⊥↔−=×  

  .نشان دهيد كه دو خط به معادلات زير بر هم عمودند : 28تمرين

1
3

4 +−= xy       243         و −=− yx  

43 يمبدأ مختصات بگذرد و بر خـط بـه معادلـه          ي خطي را بنويسيد كه از       معادله : 29تمرين =+ yx 

  . عمود باشد

  :تمرين براي حل 

),(نقاط : 30 o4A و ),( 31Bو),( 2−oC   وارد بر ضـلع ارتفاع ي معادله.  سه رأس يك مثلث هستندBC 

  .را بنويسيد

),(يدو نقطه عمود منصف پاره خطي را بنويسيد كه        ي  معادله : 31 12−A و ),( 43B       را به هم وصل مـي 

  .كند

 قطـع كنـد و مـوازي خـط بـه            2ي خطي را بنويسيد كه محور طول ها را در نقطه اي به طـول                معادله : 32

1ي معادله
32

=+ yx
  . باشد

 قطع كند و عمود بر خـط بـه          2ي خطي را بنويسيد كه محور عرض ها را در نقطه اي به عرض               معادله : 33

1ي معادله
32

=+ yx
  . باشد

1d 
2d 
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  ي نقطه تا خط فاصله

ي هر نقطه خارج يك خط، برابر طول پاره خطي از كه از نقطه بر خط عمود رسم                  فاصله

  .ر نقطه، روي خط تا آن خط برابر صفر استي هبديهي است كه فاصله. مي شود

),(يي نقطه  فاصله :مثال   57A   را از خط L  1834ي به معادله =+ yx    به دسـت 

  .آوريد

 برابر   Lچون شيب خط  : حل  
3

 ـ        −4 ر آن   است، پس هر خـط عمـود ب

داراي شيب
4

3
 Lو عمود بر A گذرنده از ∆ي خطمعادله.  خواهد بود

  .را مي نويسيم

hxy +=∆
4

3
:  

),(يو چون نقطه 57Aرار دارد، داريم  ق∆ روي خط:  

4

1
7

4

3
5 −=→+= hh)(  

  . به صورت زير است∆ي خطلذا معادله

143
4

1

4

3

4

3 =−→−=→+=∆ yxxyhxy:  

 را به صورت يك دستگاه معادلات خطي در نظر بگيـريم، از حـل آن مختـصات    ∆وLاگر معادلات دو خط     

  .، محل برخورد اين دو خط به دست مي آيدPينقطه





⇒==→
=−
=+

∆
),(,

:

:
2323

143

1834
Pyx

yx

yxL
  

  . جواب مسئله استAPواضح است كه طول پاره خط

5259162537 2222 ==+=−+−=−+−= )()()()( PAPA yyxxAP  

مي توان از فرمول زير     . همانطور كه مشاهده مي كنيد، اين روش براي حل مسئله، روشي نسبتاً طولاني است             

  .نيز استفاده كرد

L P 

H 
d 

L 

A 

P 

∆ 
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),(يي نقطهفاصله oo yxPي از خط به معادلهo=++ cbyaxي زير به دست مي آيد از رابطه.  

22 ba

cbyax
d

+

++= || oo  

),(يي نقطهه فاصل:مثال  57Aرا از خط L1834ي به معادله =+ yxبه دست آوريد .  

  :حل 

o=−+→=+ 18341834 yxyx  

5
25

25

916

181528

34

185374

2222
==

+
−+=

+

−+=
+

++= ||

)()(

|)()(|||

ba

cbyax
d oo  

),(يي نقطهفاصله : 34تمرين 11 −P343ي تا خط به معادله −=− yxرا به دست آوريد .  

++=oي ي مبدأ مختصات از خط به معادله فاصله:نتيجه  cbyaxبه شكل زير است .  

22 ba

c
d

+
= ||

  

),(نقاط : 35تمرين 23Aو ),( 32−Bو),( 3−oCسه رأس يك مثلث هستند  .  

  . را به دست آوريدBCرتفاع وارد بر ضلعي ااندازه: الف 

  .مساحت مثلث را حساب كنيد: ب 

***  

),(اگر: توجه   11 yxAو),( 22 yxBو),( 33 yxC   باشند، مي توان مـساحت مثلـث را         ي سه رأس مثلث

  .ي زير محاسبه كردبه كمك رابطه

1321

1321

2

1

yyyy

xxxx
S ×=  

  

  .كه قدر مطلق عدد حاصل برابر مساحت مثلث است

),(نقاط: مثال 23Aو),( 32−Bو),( 3−oCمساحت مثلث را به دست آوريد . سه رأس يك مثلث هستند.  

  :حل 

149469
2

1

2332

323

2

1 =+++++=
−

−
×=→ )( oo

o
S  

_ _ _ 
+ + + 
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  ي بين دو خط موازيفاصله

خط موازي ، طول پاره خطي است كه از هر نقطه ي واقع بر يكي  بر                 ي دو   فاصله

ي دو خط منطبق بر هم برابـر        بديهي است كه فاصله   . ديگري عمود رسم مي شود    

  .صفر است

  :ي دو خط موازي به معادلات فاصله 

     022 =++ cbyaxL 011   و  : =++ cbyaxL :  

  .به صورت زير است

22
12

ba

cc
d

+

−= ||
  

  .ي بين دو خط موازي زير را تعيين كنيدفاصله : 36 تمرين

o=−+ 834 yx   و   o=++ 734 yx  

),(اگر  :  37 تمرين 36A و ),( o7B       ي ضـلع    دو رأس مجاور يك مستطيل باشند و معادلهCD   ايـن   از

13مستطيل به صورت  =+ yxمساحت مستطيل را به دست آوريد.  باشد.  

  :تمرين براي حل 

943 يكي از اضلاع مربعي بر خط         :38 =− yx  اگر.  واقع است),( 32A       ،يكي از رئوس اين مربع باشـد 

  .مساحت آن را به دست آوريد

),(يي نقطهفاصله : 39 41 −Aاز خط kyx =+   . را به دست آوريدkمقدار.  است4 برابر68

−+=oي برخورد دو خط به معادلات ي نقطهفاصله : 40 12 xy و o=−+ 4xy را از خط  d به 

−−=oي معادله 2247 yxرا تعيين كنيد .  

−=oيبه معادلهLخط : 41 yx ),( بر دايره اي به مركز43 12 −W3شعاع دايره را بيابيد.  مماس است .  

  .ي بين دو خط موازي زير را تعيين كنيدفاصله : 42

o=+− 143 yx   و   o=−− 786 yx  

***  

                                                 
  .ي تماس عمود استشعاع دايره بر خط مماس در نقطهتوجه داشته باشيد كه .  3

P 

H 

d 

2L 

1L 
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  :حل چند تمرين كاربردي 

),(ينقطه   :43 8xP      در شـكل    10 روي نيم دايره اي به شعاع 

  .روبرو داده شده است

  . را به دست آوريدxمقدار: الف

  . را به دست آوريدPBو PAشيب خط هاي : ب 

  .ئم الزاويه استا قAPBينشان دهيد كه زاويه: ج 

.) جا مبدأ مختصات است   نكه در اي  ( ي آن تا مركز دايره      لذا فاصله .  روي نيم دايره واقع است     Pي نقطه :حل  

  .برابر شعاع دايره است

6100641008010 222 ±=→=+→=−+−→= xxxOP )()(  

  :پس 

),( 86P يا ),( 86−P  

بـه صـورت    B وAواضح است كه مختصات نقـاط  است ، 10و اينكه شعاع نيم دايره برابر با توجه به شكل    

  .زير است

),( 010−B  و  ),( 010A  

),(اكنون در حالت اينكه 86P خط هاي  مي توان شيبPA وPB به دست آوردبه شكل زير .  

2

1

16

8

106

08 ==
+
−=PBm               2             و

4

8

106

08 −=
−

=
−
−=PAm  

×=−1و چون  PBPA mm پس PAPB ⊥  

),(براي حالت 86−Pمي توان به طور مشابه عمل كرد .  

),(يي نقطهاگر فاصله  :44 21A 14 از خط =+ yaxباشد، مقدار2 برابر aرا به دست آوريد .  

  :حل 

16272
16

7

16

1241 2

2

2

2
+=+→=

+

+ →
+

−+= = aa
a

a

a

a
d d ||

|||))(())((|
  

 →=+−→+=++→ =−=∆ 16180196222 0151431644914 aaaaa )(  

P 

A B O 
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3

5

6

414
3

6

414
21 =−==+=→ aa ,  

  :ي دو خط موازي به معادلات فاصلهبت كنيد كه ثا  :45

     022 =++ cbyaxL 011   و  : =++ cbyaxL :  

  .به صورت زير است

22
12

ba

cc
d

+

−= ||
  

),( مانند ي دلخواه ي يك نقطه  فاصلهكافي است    :حل oo yxP      1 ماننـد   روي يكي از خط هـاL      را تـا خـط 

  . به دست آوريم2L يعني ديگر

1111 00 cbyaxcbyaxcbyaxL
yxP −=+→=++ →=++ oooo
oo ),(

:  

22
12

22
21

22
2

1

22
2

ba

cc

ba

cc

ba

cbyax

ba

cbyax
d

c

+

−=
+

+−=
+

++=
+

++=

−

||||||||
48476

oooo  

),(نقاط  :46 1311 −−A و),( 33−Bو),( 13Cسه رأس مثلث ABCمي باشند .  

  . وارد مي شود به دست آوريدCي نظير رأسبر ميانهBه رأسطول عمودي را ك: الف

  . يك متوازي الاضلاع باشدABCD را چنان تعيين كنيد كهDمختصات رأس: ب 

  .عيين كنيدرا ت)  محل تلاقي ميانه ها( مختصات مركز ثقل مثلث : ج 

   :حل

 Bيي نقطه را نوشته و سپس فاصلهCMيي ميانهابتدا معادله: الف

  . را محاسبه مي كنيمCMيميانهتا 

  

),(),
)(

( 57
2

313

2

311 −−→+−−+−→ MMينقطهM وسط AB  

0125331
5

35

3

10

6

37

15

=+−→+−= →
=

−
−=

−−
−−=

yxxy
m

  CMي خط معادله)(

34

12

259

123533 =
+

+−−= |)()(|
BH  

A 

B C 

H 
M 
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A
 

G
 

C
 

B
 

  )چرا؟(.براي پاسخ گويي به اين قسمت از روابط زير كمك مي گيريم: ب 

در هر متوازي الاضلاع مجموع طول هاي دو رأس روبرو با مجموع طول هاي دو رأس روبروي ديگر برابر 

  . است

DBCA xxxx +=+  

به همين ترتيب مجموع عرض هاي دو رأس روبرو با مجموع 

  .عرض هاي دو رأس روبروي ديگر برابر است

DBCA yyyy +=+  

53311 −=→+−=+−→+=+ DDDBCA xxxxxx  

153113 −=→+=+−→+=+ DDDBCA yyyyyy  

),(پس مختصات رأس چهارم به صورت  155 −−Dاست .  

  )چرا؟(.سمت از روابط زير كمك مي گيريمبراي پاسخ گويي به اين ق: ج 

  :در اين صورت مي توان نوشت.  باشدABC محل تقاطع ميانه هاي مثلثGياگر نقطه

3
CBA

G
yyy

y
     و       =++

3
CBA

G
xxx

x
++=  

3

11

3

3311 −=+−−=Gx  

3
3

1313 −=++−=Gy  

),(پس مختصات مركز ثقل مثلث به صورت 3
3

11 −−G 

  .است

),( نقاط  :47 41A و),( 56B و),( 01C   سه رأس مثلث ABC اگـر .  هستندHوM       بـه ترتيـب پـاي 

   باشند، AMي و ميانهAHرتفاعا

  . را به دست آوريدMHطول: الف 

  .مساحت مثلث را حساب كنيد: ب 

A 

D C 

B 

M 

A 

B C H M 
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  :حل 

  :الف

),(),(
2

5

2

7

2

05

2

16
MM   BC وسط Mينقطه→++→

1
16

05 =
−
−=BCmشيب خط  BC  

1011 −=→+−= xyxy    BCي  معادله)(

1
1 −=−=
BC

AH m
mشيب AH  

 5411 +−=→+−−= xyxy    AH معادله)(

  .اه زير را حل مي كنيمدستگHيبراي تعيين مختصات نقطه

),( 232351
5

1
Hyxxx

xy

xy
→=→=→+−=−→





+−=
−=

  

  . را تعيين مي كنيمMHاكنون طول پاره خط

2

1

2

1

2

1
2

2

5
3

2

7 2222 =+=−+−= )()()()(MH  

  :ب 

2525250516 22 =+=−+−= )()(BC  

−−=01ي  به معادلهBC تا خطAيي نقطهفاصله برابر AHارتفاع yxاست .  

22
2

4

11

14111
22

==
−+

−−+=
)()(

|))(())((|
AH  

  .لذا  مساحت مثلث به شكل زير حاصل مي شود

102225
2

1

2

1 === ))(())(( AHBCS   

),(اگر: توجه   11 yxAو),( 22 yxBو),( 33 yxC   ا باشند، مي توان مـساحت مثلـث ر        ي سه رأس مثلث

  . قدر مطلق عدد حاصل برابر مساحت مثلث استثابت مي شود كه. ي زير محاسبه كردبه كمك رابطه

1321

1321

2

1

yyyy

xxxx
S ×=  

  _ _ _ 
+ + + 
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  .براي مثال در قسمت ب اين سئوال مساحت مثلث مي شود

100524405
2

1

4054

1161

2

1 =−−−++×=×= |)(|S  

xyنقطه اي روي خط     :48 -ي آن تا نقطـه   تا مبدأ مختصات، برابر فاصله    ي آن    تعيين كنيد كه فاصله    =2

),(ي 42Aباشد .  

),(فرض كنيم كه  : حل   βαM چـون  . ي مورد نظر باشـد     نقطه

xyاين نقطه روي خط  αβ پس=2 2=  

  از طرفي 

MOMA =  

2222 )()()()( MOMOMAMA yyxxyyxx −+−=−+−→  

212

10101008210028420

0842081644

0042

22

2222

2222

==→
=→=−→=−−→=−− →

=−−→+=+−++−→

−+−=−+−→

÷=

)(

)(

)()()()(

β
αααααα

βαβαββαα

βαβα

αβ
  

),(پس مختصات مطلوب مسئله به صورت 21Mاست .  

12نقطه اي روي خط   :49 += xyي بيابيد كه از دو نقطه),( 03Aو ),( 01−Bبه يك فاصله باشد.  

),(فرض كنيم كه  : حل βαM چـون  . ي مورد نظر باشد    نقطه

12اين نقطه روي خط += xy12 پس += αβ  

  از طرفي 

  

MBMA =  

2222 )()()()( MBMBMAMA yyxxyyxx −+−=−+−→  

2222 0103 )()()()( βαβα −+−−=−+−→  

),( 03A 

),( 01−B 

),( βαM 

),( 42A 

),( 00B 

),( βαM 
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121692169 2222 =→+=−→+++=++−→ αααβααβαα  

3112
12 =+= → += )(βαβ

  

),(پس مختصات مطلوب مسئله به صورت 31Mاست .  

134 دو خط به معادلات     :50 =+ yx   543 و =− yx   ي اگـر نقطـه   .  منطبقنـد  دو ضلع مـستطيلي   بر

),( 23−Aمساحت مستطيل را محاسبه كنيد.  يك رأس مستطيل باشد.  

 ـ برهم عمودند،  كه اين دو خط       دو خط داده شده، واضح است      يبا توجه به شيب ها    : حل    دو رأس مجـاور     ذا ل

ي داده شده در معادلات اين دو خط صدق نمي كند، پـس ايـن               از طرفي مختصات نقطه   . يل مي باشند  طمست

ي اين نقطه را تـا دو       هلي مساحت مستطيل كافي است، فاص      براي محاسبه  .نقطه خارج اين دو خط واقع است      

  .ي طول و عرض مستطيل به دست آيدازهخط داده شده به دست آورد تا اند

5

7

916

1612
1 =

+
−+−= ||

dيي نقطه فاصلهA 134 تا خط =+ yx  

5

22

916

589
2 =

+
−−−= ||

dيي نقطه فاصلهA 543 تا خط =− yx  

    واحد سطح
25

154

5

22

5

7
21 =×=×= ddS ساحت مستطيلم  
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