
    مفاهيم اوليه و زاويه ها در دايره :درس اول  

در اين درس در پي آن هستيم كه با برخـي از مفـاهيم اوليـه                . دايره يكي از شكل هاي مهم در هندسه است        

  .هندسي در دايره و همچنين با انواع زاويه ها كه روي دايره تعريف مي شوند، آشنا شويم

  تعريف دايره 

ي ثابت به يك  از صفحه است كه از يك نقطه نقاطييجموعهدايره م

. مي نامند ي ثابت را شعاعي ثابت را مركز و فاصلهنقطه. فاصله باشند

),( را به صورتr و شعاعOدايره به مركز rOCنمايش مي دهند .  

  .، همنهشت هستند دو دايره با شعاع هاي مساوي: 1تذكر

  . هر دايره صفحه را به سه بخش مجزا تقسيم مي كند: 2تذكر

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع بزرگتر فاصله: نقاط خارج دايره: الف

rOA. (است >(   

. ي اين نقاط تا مركز دايره برابر شعاع استفاصله :نقاط روي دايره: ب

)rOB =(   

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع كوچكتر فاصله :نقاط داخل دايره: ج

rOC. (است <(   

ي متمايز روي بخشي از دايره كه بين دو نقطه :تعريف كمان

  .مي نامند) Arcقوس يا ( دايره، واقع باشد را كمان 

يره را به هم ي متمايز روي دا پاره خطي كه دو نقطه:تعريف وتر

  .وصل مي كند را وتر مي نامند

  :بديهي است كه. مي نامند قطر بزرگترين وتر دايره كه از مركز دايره نيز مي گذرد را :تذكر

  .ي قطر هر دايره دو برابر شعاع آن استاندازه . 1

  .هر دايره قطر هاي بي شمار دارد و همه در مركز دايره همرسند . 2
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 2ي صفحه

  :تمرين براي حل 

52برابرسانتي متر  3ي نقطه اي از مركز دايره به شعاع  اگر فاصله :1 −mحدود.  باشدmابيد ي را چنان ب

  .كه اين نقطه درون دايره باشد

بيشترين و كمترين . متر باشد سانتي10ي به فاصلهسانتيمتر   6 تا مركز دايره اي به شعاع Pي اگر نقطه :2

  . را به دست آوريدPيفاصله ي نقاط دايره تا نقطه

بيشترين و كمترين .  سانتيمتر باشد4ي به فاصلهسانتيمتر  6 تا مركز دايره اي به شعاع Qياگر نقطه  :3

  . را به دست آوريدPيي نقاط دايره تا نقطهفاصله

***  

  . به شكل زير به دست مي آيدr مساحت و محيط هر دايره به شعاع:توجه

rP π2=                                   2 محيط دايرهrS π=مساحت دايره   

  . سانتي متر را محاسبه كنيد6 شعاع  مساحت و محيط دايره اي به :4تمرين

 مساحت قسمت رنگي را ، هاي داده شدهاندازه با توجه به  دو دايره هم مركزند،زيردر شكل   :5 تمرين

  .تعيين كنيد

  

  

  

  

  با توجه به شكل مقابل نشان دهيد كه مساحت مثلث   : 6 تمرين

AOBبرابر αsin2

2

1
rS   . باشد مي=

  

***  
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 3ي صفحه

  حالت هاي مختلف يك خط و يك دايره

  .خط و دايره نسبت به هم داراي سه حالت زير هستند

  ) متقاطع( . ي مشترك دارند خط و دايره دو نقطه .1

  ره تا خط از شعاع دايره كمتر است و برعكسي مركز دايدر اين حالت فاصله

  

  

  ) مماس.( ي مشترك دارند خط و دايره يك نقطه .2

   شعاع دايره است و برعكسي مركز دايره تا خط برابردر اين حالت فاصله

  .ي تماس بر خط مماس بر آن دايره عمود است شعاع دايره در نقطه: نتيجه

  

ي يك نقطه از خط، واضح است كه يك خط و يك دايره بر هم مماس اند،                  با توجه به تعريف فاصله     :توجه  

  .يره بر شعاع آن نقطه عمود باشداي تماس با دطهاگر و تنها اگر اين خط در نق

  

  .ي مشترك ندارند خط و دايره هيچ نقطه .3 

  دايره بيشتر است و برعكسي مركز دايره تا خط از شعاع در اين حالت فاصله

***  

  :تمرين براي حل 

  روي دايره چطور؟ي خارج يك دايره چند خط مماس بر دايره مي توان رسم كرد؟ از نقطه از يك نقطه :  7

***  
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 4ي صفحه

   :ي مركزيزاويه

  .ي مركزي مي نامندهر زاويه كه رأس آن در مركز دايره باشد را زاويه

  : روي دايره ي كماناندازه

ي مركزي مقابل آن تعريف ي زاويهي هر كمان روي دايره برابر اندازهاندازه

 . درجه است،واحد آن مانند زاويه مي شود و لذا 
∩

=∠ ABα  

  : طول كمان روي دايره 

  .هاي كمان محصور باشدتنادو ي  به دو نقطه كه از محيط دايرهطول قسمتيطول كمان، عبارت است از 

  . ي كمان روبروي آن برابر استي مركزي با اندازهي هر زاويه اندازه:ي مركزياصل زاويه

دگي ديده مي به شكل مقابل به ساه جبر اساس اين اصل و با تو

مي توانند اندازه ) هم مركز(يره هاي مختلف ادشود كه كمان هاي 

  .هاي برابر و طول هاي نابرابر داشته باشند

  

  

  :نتيجه 

  . درجه است360 هر دايره كماني برابر)1

  .است درجه 180تبديل مي كند، هر نيم دايره كماني برابر ) نيم دايره(هر قطر، دايره را به دو كمان مساوي ) 2

***  

   : قطاع دايره 

 قطاع يك  را  محدود است،كه به دو شعاع دايرهدايره   و رويدروناز ناحيه اي 

  . از دايره مي نامند

ي مركزي را قطاع  يك زاويهاخلد ، و درون آندايرهناحيه از هر  :توجه 

  .روبروي آن زاويه مي نامند

O 

A 

B 

α 

O o30 o30 o30 
A 

A′ 
A ′′ 

B 
B′ 

B ′′ 

o30=′′′′=′′=
∩∩∩
BABAAB 

α 
 قطاع
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 5ي صفحه

-اي به اندازهروبرو به زاويه  ،سانتي متر 5ه شعاع اي بدايرهو مساحت قطاع درون كمان طول  : 8 تمرين

  . درجه را محاسبه كنيد60ي

بنابراين .  درجه، حاصل مي شود60يي مركزي مساوي تقسيم كنيم ، يك زاويه زاويه6 اگر دايره را به :حل 

مان مورد نظرطول ك
6

1
مساحت قطاع نيز برابر محيط دايره و 

6

1
  . مساحت دايره است

cm
r

L
3

5

6

52

6

2 πππ === )(
   طول كمان 

2
22

6

25

6

5

6
cm

r
S

πππ === )(
   مساحت قطاع

   :در اين صورت. در نظر بگيريمرا  αيي مركزي به اندازهزاويهاگر يك  ، rدر يك دايره به شعاع: توجه 

απقابل اين زاويه برابر طول كمان م: الف 
180

r
L   . است=

απمساحت قطاع مقابل اين زاويه برابر : ب 
360

2r
S   . است=

  .ي فوق را ثابت كنيددو رابطه  :9 تمرين

  :وشت بنابراين مي توان ن .مي باشد درجه 360يو به اندازه rπ2 محيط دايره كماني به طول:حل 

  

απαπ
π

α
180360

2

2360

rr
L

r

L ==→=→  

  

απ
π

α
360360

2

2

r
S

r

S =→=→  

  : براي حلتمرين

-اي به اندازه روبرو به زاويه، سانتي متر6 اي به شعاعطول كمان و مساحت قطاع درون دايره  :10 تمرين

  . درجه را محاسبه كنيد30ي

 45 ي بـه انـدازه  يابرو بـه زاويـه    رو ،متر12به شعاع اي  قطاع درون دايره   طول كمان و مساحت       :11تمرين

  .درجه را محاسبه كنيد

=
360

 
 ABكمانطول  AB كمانياندازه

 محيط دايره

=
360

 
 مساحت قطاع  AB كمانياندازه

  دايرهمساحت
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 6ي صفحه

 هاي داده  دو دايره هم مركزند، با توجه به اندازهزيردر شكل   :12تمرين

  ().شده، مساحت قسمت رنگي را تعيين كنيد

  

  

  

ي مساحت ناحيه .  را در نظر بگيريد     4 دايره به شعاع     ل، مطابق شك   :13تمرين

  .دنناممي ه داير ياين ناحيه را يك قطعه. سايه زده را محاسبه كنيد

  

 دايـره در شـكل مقابـل برابـر تفاضـل مـساحت مثلـث از          يمساحت قطعه  :حل  

  .مساحت قطاع نظير آن مي باشد

3

8
60

360

4

360

22 ππαπ =×== )(r
Aمساحت قطاع   

34
2

3
4

2

1
604

2

1

2

1 222 ==== )()()sin()(sin oαrBمساحت مثلث    

3

3128
34

3

8 −=−=−= ππ
BASت قطعهح مسا  

 درجه مـي    60ي رأس آن    ه متساوي الساقين است و زاوي     OABمثلث  :توجه

مـساحت مثلـث متـساوي      لذا  .  مي باشد  rساوي الاضلاع به ضلع   تلذا م . باشد

  .را مي توان به شكل زير نيز محاسبه كرد ضلاعالا

344
4

3

4

3 22 === )(rB  

   : ابت كنيدثهر يك از موارد زير را  :14تمرين

  اگر در يك دايره دو كمان هم اندازه باشند، آنگاه طول هاي برابر دارند و برعكس: الف 

دو كمان هم اندازه باشند، قطاع هاي با مساحت برابر روي آن بوجود مي آورند و  يك دايره راگر د: ب 

  برعكس

o
60 

4 

4 O 

o
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4 O 
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o60 
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 7ي صفحه

بـه   دو   r سه دايره به شعاع هاي برابـر        :15تمرين

مطابق شـكل مقابـل ايـن سـه         . دو بر هم مماس اند    

  نشان دهيد، . ي نخي بسته شده انددايره به وسيله

rrطول اين نخ برابر:  الف π26   . است+

ي محدود بين سه دايره مساحت ناحيه: ب 

)(برابر
2

32 π−rاست .  

  

  :پس .  تشكيل شده استL و سه كمان به طولr2 محيط شكل از سه پاره خط به طول هاي:حل 

r
r

L ππα
3

2
120

180
12060902360 =×=→=+×−= )(  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

rrrrLrP ππ 26
3

2
2323 +=+=+= )()(  

 برابر ABCواضح است كه مساحت هر قطاع درون مثلث       
6

60
360

22 rr
A

ππ اكنـون مـي    .  اسـت  =×=

به ضلع   ABC متساوي الاضلاع  ت رنگي را از تفاضل مساحت قطاع ها از مساحت مثلث          توان مساحت قسم  

r2به دست آورد.  

)()()()(
2

3
6

32
4

3
3 2

2
2 ππ −=−=−= r

r
rAABCSBي رنگي مساحت ناحيه  

***  

r r 
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 8ي صفحه

  وتر و كمان 

  س در يك دايره، كمان هاي نظير وتر هاي مساوي، با هم برابرند و برعك:قضيه 

  .ي زير تشكيل مي شود اين قضيه دو شرطي است بنابراين از دو قضيه:اثبات

∩∩
=↔= CDABCDAB  

  .، كمان هاي نظير وتر هاي مساوي، با هم برابرند در يك دايره: الف

∩∩
=→= CDABCDAB  

  

  

  

  .، وتر هاي نظير كمان هاي مساوي، با هم برابرنددر يك دايره:  ب

CDABCDAB =→=
∩∩

  

  

  

  

***  

  و وترقطر 

  . در هر دايره، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و كمان نظير آن وتر را نصف مي كند:قضيه 

 MNd   فرض : ⊥

∩∩∩∩
=== ANAMBNBMNHMH   حكم : ,,

  

  

  

B 

A 
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D 

α β ∩∩∆∆
=→∠=∠→≅→
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 9ي صفحه

  :اثبات

  

∩∩
=→∠=∠

=
→

BNBM

NHMH

βα
  

  از طرفي واضح است كه

∩∩∩∩∩∩∩∩
=→−=−→= ANAMNBANBBMAMBANBAMB  

م را مي توان به صورت زير نيز اثبات كردتوجه داشته باشيد كه قسمت دو.  

∩∩
=→∠=∠→∠=∠ ANAMyxβα  

***  

 در هر دايره ، خطي كه مركز دايره را به وسط يك وتر از آن دايره وصل مي كند، بر آن وتر عمود : قضيه

  .است

  

 NHMH   فرض : =

MNOH    حكم :⊥

  

  

  :اثبات

  

  

  

***  

 در هر دايره، خطي كه مركز دايره را به وسط كمان نظير يك وتر از آن دايره وصل مي كند، بر آن :قضيه 

  .وتر عمود است

∆∆
≅→





=
=

ONHOMH
OHOH

ONOM
  

 )يك ضلع وتر و(
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HH ⊥→=∠=∠ →
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 10ي صفحه

  

  

 
∩∩

= NBMB : فرض  

MNOH   حكم : ⊥

  :اثبات

  

  

  

***  

   را نصف مي كند و بر عكس در هر دايره، قطر عمود بر هر وتر آن وتر: نتيجه

***  

در هر دايره خطي كه وسط يك كمان را به وسط وتر نظير آن كمان وصل مي كند، از مركز دايره  : قضيه

  .مي گذرد و بر وتر عمود است

 
∩∩

== NBMBNHMH   فرض : ,

MNBHdO ⊥∈   حكم : ,

  

  

  

  

  

  

NHMHو چون  از دو سر پاره خط Oياز طرفي چون نقطه.  استMN عمود منصفBH لذا =

MNبه يك فاصله است، پس روي عمود منصف MNيعني BHقرار مي گيرد .  

MNOHHH

HHNOHMOH

OHOH

NBMB

ONOM

HH ⊥→=∠=∠ →

∠=∠→≅→

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
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=
∠=∠→=

=
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 11ي صفحه

  .از مركز دايره مي گذرد. ط يك وتر ، عمود بر آن وتر رسم شود خطي كه از وس:قضيه 

NHMHMNd =⊥   فرض  :,

dO   حكم  :∋

  

  

  

  :اثبات

  

  

  . از مركز دايره مي گذردBHي قبل واضح است كهو بنابر قضيه

***  

),(يدايره :16تمرين 26OCي وتراگر فاصله.  شده است دادهAB طول .  باشد10 از مركز دايره برابر

  . را بدست آوريدABوتر 

  :پس.  مي دانيم كه در يك دايره، قطر عمود بر يك وتر ، آن وتر را نصف مي كند:حل

  

  

  

  

482422

245765761006762610

26
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2222222

===∴
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)(xAB

xxxrhx

r

h

  

***  
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 12ي صفحه

),(يدايره  :17تمرين 10OCاگر طول وتر .  داده شده استAB ي وتر  باشد ، فاصله8 از اين دايره برابر

ABاز مركز دايره را بدست آوريد .  

ن  با توجه به شكل تمريپس.  مي دانيم كه در يك دايره، قطر عمود بر يك وتر ، آن وتر را نصف مي كند:حل

  :قبل مي توان نوشت

212848416100104

10

4828

2222222 ==→=−=→=+→=+

=
=→=→=

hhhrhx

r

xxAB

  

***  

 10اگر طول وتر نظير اين كمان برابر .  درجه است60 از يك دايره برابرABي كماناندازه :18تمرين

  . را به دست آوريدABي مركز دايره تا وترفاصله. سانتي متر باشد

OBOAه شكل مقابل ، چون با توجه ب :حل    o60=∠AOB و =

  :در نتيجه .  متساوي الاضلاع مي باشدAOBلذا مثلث 

10=== ABOBOA  

  . دايره، قطر عمود بر يك وتر ، آن وتر را نصف مي كند در هرو چون

  :پس 

5== BHAH  

  :ي فيثاغورس مي توان نوشت طبق رابطهAOHي در مثلث قائم الزاويهاكنون

222222 105 )()( =+→=+ OHOAAHOH  

357525100 ==−=→ OH  

***  

ي بزرگتر را كه ي وتري از دايرهاندازه.  سانتي متر هستند3و 5ي هم مركز شعاع هاي دو دايره  :19تمرين

  .ست را پيدا كنيدي كوچكتر مماس ابر دايره

A 

B 

O H 
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 13ي صفحه

ي تماس بر خط مماس عمود  مي دانيم كه شعاع دايره در نقطه:حل

  :پس. از طرفي قطر عمود بر هر وتر آن وتر را نصف مي كند. است

  

  

  

8422

453 222222

===+=
=→=+→=+

=
∆

)(

:

xyxAB

xxOAAHOHAOH

yx

  

***  

  وتر هاي مساوي در يك دايره

 در هر دايره ، وتر هاي متساوي از مركز دايره به :قضيه 

  د و برعكسيك فاصله ان

ي زير  اين قضيه دو شرطي است بنابراين از دو قضيه:اثبات

  .تشكيل مي شود

OKOHCDAB =↔=  

در هر دايره ، وتر هاي متساوي از مركز دايره به يك : الف

  .فاصله اند

OKOHCDAB =→=  

  :اثبات

  

  

  

  

  

x y B A 

O 

H 

5 3 5 

OKOHCOKAOH
CKAHCDAB

OCOA
=→≅→





=→=
= ∆∆

 
 )وتر و يك ضلع(
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 14ي صفحه

  .ز مركز دايره به يك فاصله اند، متساوينددر هر دايره وتر هايي كه ا: ب

CDABOKOH =→=  

  :اثبات

  

  

  .ي فوق را ثابت كرد نيز مي توان قضيهي فيثاغورسرابطه به كمك : توجه

  .در هر دايره ، وتر هاي متساوي از مركز دايره به يك فاصله اند: الف

OKOHCDAB =→=  

  :باتاث

  

OKOHkhkhkh

krhryx

yxyxCDAB

=→=→=→−=−→

−=−→=→

=→=→=

2222

222222

22

  

  .در هر دايره وتر هايي كه از مركز دايره به يك فاصله اند، متساويند: ب

CDABOKOH =→=  

  :اثبات

CDAByxyxyx

yxyrxrkhkhOKOH

=→=→=→=→

−=−→−=−→=→=→=

2222

22222222

  

***  

  مساوي در يك دايرهناوتر هاي 

 در يك دايره، از دو وتر  نابرابر ، آنكه بزرگتر است :قضيه 

   نزديكتر است و بر عكسبه مركز دايره

  

  

CDABCKAHCOKAOH
OKOH

OCOA
=→=→≅→





=
= ∆∆

 
 )وتر و يك ضلع(
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 15ي صفحه

  .ي زير تشكيل مي شود اين قضيه دو شرطي است بنابراين از دو قضيه:اثبات

OKOHCDAB >↔<  

در هر دايره، از دو وتر نابرابر آنكه بزرگتر است به مركز : الف

  .دايره نزديكتر است

OKOHCDAB >→<  

  :اثبات

  

  

OKOHkhkhkh

krhryx

yxyxCDAB

>→>→>→−<−→

−<−→<→

<→<→<

2222

222222

22

  

  .در هر دايره ، وتري كه به مركز دايره نزديكتر است ، بزرگتر است: ب

CDABOKOH <→>  

  :اثبات

CDAByxyxyx

yxyrxrkhkhOKOH

<→<→<→<→

−>−→−>−→>→>→>

2222

22222222

  

 ي واقع در درون يك دايره و غير منطبق بر ثابت كنيد كه وتر عمود بر قطر گذرا از يك نقطه :20تمرين

  . مركز، كوچكترين وتري است كه از آن نقطه مي گذرد

CDAB   حكم : >

 عمود است و EF بر قطرMي را كه در نقطهAB وتر :اثبات

 نيست را EF مي گذرد ولي عمود برMي را كه از نقطهCDوتر

 فرود CD را بر وتر OH عمود Oي در نظر مي گيريم و از نقطه

 از هر ضلع مثلث OM وترMOHيدر مثلث قائم الزاويه.مي آوريم

 مي توان  قبليبنابراين طبق قضيه.  بزرگتر استOHو از جمله از 

CDAB :گفت <.  
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 16ي صفحه

ي دلخواه درون دايره مي گذرند وتر عمود بر قطر گذرا از آن  بين وتر هايي از دايره كه از هر نقطه:نتيجه 

  .تنقطه، داراي كمترين اندازه اس

***  

  ي محاطيزاويه

 زاويه اي است كه رأس آن يك نقطه از دايره و اضلاع :ي محاطي تعريف زاويه

   در شكل مقابلαي مانند زاويه. آن امتداد هاي دو وتر از همان دايره باشند

ع ي محاطي محدود و در داخل زاويه واقكماني از دايره را كه به دو ضلع زاويه

مانند كمان . است، كمان روبرو به آن زاويه مي نامند
∩
ABدر شكل مقابل   

***  

  .ي محاطي برابر نصف كمان روبروي آن استي هر زاويهاندازه :قضيه

2

∩

=∠ ABα: حكم  

  .قضيه را براي سه حالت مختلف زير نشان مي دهيم: اثبات

اويه از مركز دايره مي گذرد يك ضلع ز: لحالت او.  

yOBOMMOB ∠=∠→=
∆

α:  

  .  استMOBي خارجي مثلث  زاويهx از طرفي

αα ∠=∠+∠=∠ 2yx  

ي آن با كمان روبرو به آن يعني مركزي بوده و اندازهي زاويهxاز جهتي ديگر
∩
ABبرابر است .  

22
2

∩

=∠=∠→∠=∠ ABx
x αα  

مركز دايره داخل زاويه است: محالت دو .  

M 

A B 

α 

α 
y x 
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 17ي صفحه

  :بنابر حالت اول خواهيم داشت. قطري از دايره كه از رأس زاويه مي گذرد را رسم مي كنيم

2

∩

=∠ CB
y     و    

2

∩

=∠ AC
x  

2222

∩∩∩∩∩

=+=+=∠+∠=∠ ABCBACCBAC
yxα  

مركز دايره خارج از زاويه است: محالت سو .  

بنابر حالت اول . قطري از دايره كه از رأس زاويه مي گذرد را رسم مي كنيم

  :خواهيم داشت

2

∩

=∠ CB
y        و       

2

∩

=∠ AC
x  

2222

∩∩∩∩∩

=−=−=∠−∠=∠ ABACCBACCB
xyα  

***  

.  را به دست آوريدy وx هايي زاويه در شكل مقابل اندازه: 21تمرين

  .) مركز دايره استOينقطه(

  

  :پس.  درجه مي باشد360 واضح است كه دايره كماني برابر:حل

o

o

68
2

13636014084

=∠=∠

=∠→=++∠
x

y

xx
  

***  

  .ي قائمه استزاويهي محاطي روبرو به قطر دايره ، همواره يك  زاويه:نتيجه 

  

  

***  
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 18ي صفحه

  .در هر دايره كمان هاي محصور بين دو وتر موازي با هم برابرندثابت كنيد كه،  : 22تمرين

 محاطي مي باشند y وxزاويه هاي.  را رسم مي كنيمBC وتر: اثبات

  از طرفي

∩∩
∩∩

=→=→∠=∠→ CDAB
CDAB

yxBDAC
22

||  

***  

  . را بدست آوريدy وx در هر مورد مقدار :23تمرين

  

  

  

  

  

  :  الف حل

o60
2

403

2

3

2

40
9

360
360432

====∠

==→=++

∩
)(xBC

y

xxxx

  

  : ب حل

o70
2

140

2

14036090130360

===∠

=→=++→=++
∩

∩∩∩

BC
x

yyBCACAB
  

***  

اوي ميانگين  به روش هندسي ثابت كنيد كه ميانگين حسابي هر دو عدد مثبت، بزرگتر يا مس :24تمرين

  .هندسي آنها است

x 
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B D 
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 )الف(

C 

A 

B 

x 

y 

o90 o130 

 )ب(



  رياضي فيزيك11ي پايه...................................................... ...........2هندسهآموزش 

 19ي صفحه

 رسم و O و به مركزBC ابتدا نيم دايره اي به قطر :اثبات

.  را به دلخواه روي محيط نيم دايره انتخاب مي كنيمAينقطه

 حال اگر از مركز نيم دايره بر قطر آن عمودي رسم كنيد تا

  . بدست آيدDينقطه

  :واضح است كه 

(*)AHOD ≥  

  :پس. است) نيم دايره(ي آن نصف كمان روبروي آن  يك زاويه ي محاطي و اندازهBACيزاويه

 o90
2

180 ==∠BAC  

ي هندسي بين دو در نتيجه واسطه.  استBACي مثلث قائم الزاويه ارتفاع وارد بر وترAHدر نتيجه

  :يعني.ي ايجاد شده روي وتر مي باشدقطعه

xyAHxyAHCHBHAH =→=→×= 22  

از طرفي 
22

yxBC
OD

+==  

  :خواهيم داشت(*) ي در نهايت با جايگذاري در رابطه

xy
yx ≥+

2
  

***  
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 20ي صفحه

  ي ظلي زاويه

 زاويه اي است كه رأس آن يك نقطه از دايره و يك ضلع آن دايره را قطع و ضلع ديگر :ي ظلي تعريف زاويه

   در شكل مقابلαي مانند زاويه. آن بر دايره مماس باشد

كماني از دايره را كه به زاويه محدود است، كمان نظير يا كمان روبرو 

مانند كمان . ي ظلي مي نامندزاويهبه 
∩

MABدر شكل مقابل  

  

***  

  .ي ظلي برابر نصف كمان روبروي آن استي هر زاويه اندازه: قضيه

2

∩

=∠ MABα : حكم  

 محاطي روبرو Bيواضح است كه زاويه.   قطري از دايره كه از رأس زاويه مي گذرد را رسم مي كنيم:اثبات

   :لذا. به كماني برابر نصف دايره مي باشد، پس قائمه مي باشد

 

)(1    9090180

90
2

180

o

o

=−=∠+∠→

==∠

yx

B
   

:                  ي تماس عمود است داريم و چون شعاع دايره بر خط مماس در نقطه

)(2        90o=∠+∠ αx  

  y∠=∠α:    خواهيم داشت2و1از نتايج 

ي محاطي  و برابر  يك زاويهyاز طرفي 
2

∩
MAB

لذا . است
2

∩

=∠ MABα  

***  
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 21ي صفحه

  . را به دست آوريدα ظلي يي زاويه با توجه به شكل مقابل اندازه:25تمرين

   :  مركزي است ، پسCOBيزاويه :حل

 

o

o

o

55
2

110

2

11070180

70

===∠

=−=

=

∩

∩

∩

AB

AB

BC

α

   

  

 مماس Aي بر دايره در نقطهATدر شكل مقابل:26تمرين

  . را بدست آوريدy وxمقداربا توجه به شكل مقابل، . است

  :حل

14070
2

70
2

=→=→=
∩

y
yAC

  

100360120140360 =→=++→=++
∩∩∩∩∩
ABABBCACAB

  

o50
2

100

2
===∠

∩
AB

x  

كمان هاي محصور بين خط مماس بر دايره و يك وتر از آن كه موازي خط ثابت كنيد كه  : 27تمرين

  .مماس باشد، به يك اندازه هستند

  :تدر اين صور.  را رسم مي كنيمABوتر : اثبات

2

∩

=∠ AC
y : و      محاطي     

2

∩

=∠ AB
x : ظلي  

  

CBdاز طرفي چون  yx پس ||   لذا ∠=∠
22

∩∩

= ACAB
 

يعني 
∩∩

= ACAB  
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 22ي صفحه

  ي بين وتر هاي متقاطعزاويه

اگر دو وتر همديگر را روي . ن قطع كنند را داخل ، روي دايره و يا خارج آگردو وتر از دايره ممكن است همدي

ي زير را براي حالت هاي ديگر دو قضيه. ي محاطي استي تشكيل شده، يك زاويهدايره قطع كنند، زاويه

  .بيان مي كنيم

ي زاويه اي كه از برخورد دو وتر در يك دايره ايجاد مي  اندازه: قضيه

ي دو كماني از دايره است كه به ضلع ها صف مجموع اندازهشود، برابر ن

  .و امتداد ضلع هاي آن زاويه محدودند

2

∩∩
+=∠ CDABα: حكم  

  :در اين صورت.  را رسم مي كنيمAD وتر:اثبات

2

∩

=∠ CD
y : و     محاطي    

2

∩

=∠ AB
x : محاطي  

  پس.  استAMBي خارجي مثلث زاويهα طرفي از

 
222

∩∩∩∩
+=+=∠+∠=∠ CDABCDAB

yxα  

   به روشي ديگر:اثبات

  :در اين صورت. رسم مي كنيمACموازي وتر را DE وتر

x∠=∠α     و     
∩∩

= AECD  

2

∩

=∠ BE
x : محاطي  

222

∩∩∩∩∩
+=+==∠=∠ CDABAEABBE

xα  

***  
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 23ي صفحه

اي كه از برخورد امتداد دو وتر از يك دايره پديد ي زاويه اندازه:قضيه 

ي كمان هايي از آن تفاضل اندازه) قدر مطلق(مي آيد، برابر نصف 

  .دايره است كه به ضلع هاي آن زاويه محدودند

2

∩∩
−=∠ CDABα:  حكم  

  :در اين صورت.  را رسم مي كنيمBD وتر :اثبات

2

∩

=∠ CD
y : محاطي        

و        
2

∩

=∠ AB
x : محاطي  

  پس.  استBMDي خارجي مثلث زاويهxاز طرفي

  

  

222

∩∩∩∩
−=−=∠−∠=∠→∠=∠+∠ CDABCDAB

yxxy αα  

   به روشي ديگر :اثبات

  :در اين صورت. رسم مي كنيم MBموازيرا  BEوتر 

∩∩
= BEDC                  و

2

∩

=∠ AE
x : محاطي  

222

∩∩∩∩∩
−=−==∠=∠ CDABBEABAE

xα  

  

  

α 

B 

D 

C 

A 

M 

α 

B 

D 

C 

A 

M 

x 

y 

α 

B 

D 

C 

A 

M 

x 

E 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2هندسهآموزش 

 24ي صفحه

  . را تعيين كنيدy وx با توجه به شكل زير مقدار هاي:28تمرين

  :حل

o

o

12060180180

60
2

7050

2

=−=∠−=∠

=+=
′′+=∠

∩∩

xy

BAAB
x  

  

  . را تعيين كنيدy وxمقدار هايبا توجه به شكل زير ،   :29تمرين

  

  :حل

o

o

20
2

60100

80
2

60100

=−=∠

=+=∠

AMB

ANB
  

  

  .را تعيين كنيد zو y وx با استفاده از شكل روبرو مقدار هاي: 30تمرين

  

  

  

  

  :حل



 ==→

=−
=+

→








=−→=−=∠

=+→=+=∠
oo 20120

100

140

10050
2

14070
2 yx

yx

yx

yx
yx

AMB

yx
yx

ANB
,  

o10
2

20

2
==

′′
=

∩
BA

z  

***  

A′ 

B′ 

M 

A 

B 

o70 

y 

x 

o50 

N 
A′ 

B′ 

M x 

A 

B 

o50 
o70 y 

z 

N 
A′ 

B′ 

M x 

A 

B 

o60 
o100 

y 



  رياضي فيزيك11ي پايه...................................................... ...........2هندسهآموزش 

 25ي صفحه

CDABه و  مركز دايرOي نقطهدر شكل مقابل:  31تمرين   . را به دست آوريدCDي كمان، اندازه||

  

  

  

  

  . را رسم مي كنيمCE ابتدا قطر:حل 

  

  

  

xBEACAOC ===∠
∩∩

  

xxxBEBDDExBDACCDAB 2=+=+=→==→
∩∩∩∩∩

||  

o5075
2

2
75

2
=→=+→=+

∩∩

x
xxDEAC

  

o1005022 ===
∩

)(xDE  

o80100180 =−=
∩

CD  

***  

  :ثابت كنيد،  موازيندBD وAC قطري از دايره است و وترهايABدر شكل مقابل، : 32تمرين

BDAC =  

  

  

  

  

o
75 

O 
B 

D 

A 

C 

A 

o
75 

O 
B 

D C 

E 

B A 
O 

D 
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 26ي صفحه

    :حل 

∩∩
=→ BCADBDAC ||  

xBCADاگر قرار دهيملذا  ==
∩∩

  :مي توان نوشت 

BDACzy

zxBD

yxAC =→=→








=−=

=−=
∩

∩

180

180
  

***  

يره خطي چنان رسم كرده ايم كه دايره را در دو ا در خارج دMي از نقطهزيربا توجه به شكل  : 33تمرين

αβ برابر شعاع دايره باشد، ثابت كنيد كهMAياگر اندازه. است  قطع كردهBو Aينقطه 3=  

  

  

  

  

  

  : در اين صورت . را رسم مي كنيمOA ابتدا شعاع :حل 

  

  

  

  

rAMOAمطابق مسئله چون   . متساوي الساقين استOAM، پس مثلث==

α=∠=∠ MAOM  

  :ي خارجي محسوب مي شود، لذا  يك زاويهOAM براي مثلثOABيزاويه

ααα 2=+=∠OAB  

M 

A 

B 

O 

C α β 

M 

A 

B 

O 

C α β 

B A 
O 

D 

C x 

x 

y 

z  
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 27ي صفحه

rOBOAاز طرفي   :پس .  يك مثلث متساوي الساقين استAOB چون لذا، مثلث ==

α2=∠=∠ BOAB  

  :پس .  محسوب مي شودOBMي خارجي براي مثلث يك زاويهBOCيهمچنين زاويه

αααβ 32 =+=∠+∠= MB  

***  

  ي بين وتر و مماس زاويه

ي زاويه اي كه يك ضلع آن مماس بر دايره و  اندازه:قضيه 

) قدر مطلق ( صفضلع ديگر آن دايره را قطع مي كند، برابر ن         

ي كمان هايي از دايره است كه به ضـلع هـاي        تفاضل اندازه 

   .آن زاويه محدود هستند

2

∩∩
−=∠ ABACα : حكم  

  :در اين صورت.  را رسم مي كنيمAC وتر:اثبات

2

∩

=∠ AB
y : و      محاطي     

2

∩

=∠ AC
x : ظلي  

  

  پس.  استACMي خارجي مثلث زاويهxاز طرفي

 

222

∩∩∩∩
−=−=∠−∠=∠→∠=∠+∠ ABACABAC

yxxy αα  

  

***  

α B 

C A 

M 

α B 

C A 

M 

x 
y 
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 28ي صفحه

α 

B 

C 

A 

M 

x 

E 

F 

  ي بين دو مماسزاويه

ي بين دو خط مماس رسم ي زاويه اندازه:قضيه 

ي بيرون دايره برابر نصف شده از يك نقطه

-نقطهتفاضل دو كمان ايجاد شده بين دو ) قدرمطلق(

    .ي تماس است

2

∩∩
−=∠ AEBAFBα: حكم  

  

رسم  MB را موازيAC وترAي  از نقطه:اثبات

  :در اين صورت. مي كنيم

∩∩
= CFBAEB و x∠=∠α  

ي ظلي بوده و برابر زاويهxاز طرفي
2

∩
AC

  . است

  :پس

2

∩∩
−=∠→ AEBAFBα

222

∩∩∩∩∩
−=−==∠ AEBAFBCFBAFBAC

x  

  :به روشي ديگر: اثبات

. قطع كندFوEمحل تقاطع اين دو خط مماس، خطي رسم مي كنيم كه دايره را در نقاط Mياز نقطه

  :ي قبل مي توان نوشتحال طبق قضيه

2

∩∩
−=∠ BEBF

y           و           
2

∩∩
−=∠ AEAF

x  

α 

B 

C 

A 

M 

E 

F 
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 29ي صفحه

222

22
∩∩∩∩∩∩∩∩∩∩

∩∩∩∩

−=+−+=−+−=

−+−=∠+∠=∠

AEBAFBAEBEBFAFBEBFAEAF

BEBFAEAF
yx

)()()()(

α
  

  

  

  

  

  

  

  

  .د را تعيين كنيy وx با توجه به شكل زير، مقدار هاي :34تمرين

  

  

  

  

   :حل

12462
2

=−→=−=∠ yx
yx

AMB  

+=360: پس .  كل دايره را كامل مي كنندyو xاز طرفي واضح است كه كمان هاي yx  





==→
=−
=+

→ oo 118242
124

360
yx

yx

yx
,  

***  
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 30ي صفحه

  . را تعيين كنيدαمقدار.  بر دايره مماس اندCو B در شكل زير اضلاع زاويه هاي :35تمرين

  

  

  

  

  . ابتدا كمان هاي روي دايره را به صورت زير نامگذاري مي كنيم:حل 

  

  

  

  

  :لذا 

15030022
14070

2

16080
2 2 =+→=+→









=−++→=−++

=−++→=−++
÷ zxzx

yztx
yztx

tzyx
tzyx

  

75
2

150

2
==+=→ zxα  

  :تمرين براي حل 

),(يدر شكل مقابل دايره  :36 5OC سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد. را در نظر بگيريد.  

  .را تعيين كنيد ABاندازه و طول كمان : الف 

  .مساحت و محيط دايره را به دست آوريد: ب 

  . را محاسبه كنيدAOBمساحت قطاع : ج 

  .بيابيدورده را ي هاشور خمساحت قطعه: د 

  

  

A 

α 

B C 70 80 

M 

N P 

Q 

A 

α 

B C 70 80 
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N P 

Q x 
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t 

o
15 

O 

A 

B 

M 



  رياضي فيزيك11ي پايه...................................................... ...........2هندسهآموزش 

 31ي صفحه

  :كنيد كه  ثابت.  قطر دايره استBC در شكل مقابل :37

  .مي باشندABC مثلث  هاي ارتفاعCEو BDپاره خط هاي) الف

  . عمود استBC برAFامتداد) ب

BDACECAB) ج ×=×  

  

***  

        جابر عامري: تهيه كننده 

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي

A 

C 

B 

O 

F 

E 

D 



 جابرعامري: تهيه كننده ..................................................................... 2هندسهآموزش 

 32ي صفحه

    رابطه هاي طولي در دايره  :موددرس  

پـاره خطهـاي حاصـل      ي  بين اندازه . اگر خط هاي شامل دو وتر يكديگر را در درون يا بيرون دايره قطع كنند              

  . به بررسي آنها مي پردازيمكه در اين درس روابطي داريم 

  روابط طولي حاصل از وتر هاي متقاطع 

ي جدا شده از يكي با  يكديگر را قطع نمايند، حاصل ضرب دو قطعه هرگاه دو وتر در داخل دايره:قضيه 

  .ي  جدا شده از ديگري مساوي استحاصل ضرب دو قطعه

  

DMBMCMAM   حكم : ×=×

  

  :آنگاه خواهيم داشت.  را رسم مي كنيمCD وABوتر هاي: اثبات

2

∩

=∠=∠ BC
yx : محاطي  

2

∩

=∠=∠ AD
tz :  محاطي  

DMBMCMAM
CM

BM

DM

AM
CD

AB

CM

BM

DM

AM
CMDMBA

×=×→=→

==→≈⇒
∆∆

  

***  

  

 هرگاه دو وتر در نقطه اي در بيرون دايره متقاطع باشند، : قضيه

حاصل ضرب دوقطعه اي كه آن دايره بر هر يك از وتر ها پديد مي 

  .آورد با حاصل ضرب دو قطعه ي وتر ديگر برابر است

MCMBMDMA   حكم : ×=×

M 
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 33ي صفحه

  :در اين صورت داريم.  وصل مي كنيمD را بهBي و نقطهC را بهAينقطه: اثبات

xx    مشترك∠=∠

2

∩

=∠=∠ ABβαمحاطي   

MCMBMDMA
MD

MC

MB

MA
BD

AC

MD

MC

MB

MA
MACMBD

×=×→=→

==→≈⇒
∆∆

  

  

***  

از يك نقطه واقع در بيرون دايره يك  اگر : قضيه

مماس و يك قاطع نسبت به دايره اي رسم 

ي هندسي است بين ي مماس واسطهكنيم،اندازه

  ي قاطعي دو قطعهاندازه

MBMAMT   حكم: 2=×

 وصل مي BوAرا به نقاطTينقطه: اثبات

 yي  ظلي و زاويهxياين صورت زاويه در .كنيم

  :لذا .هستند ATمحاطي و روبرو به كمان

2

∩

=∠=∠ AT
yx  

  : از طرفي

MBMAMT
MT

MA

MB

MT

BT

AT

MT

MA

MB

MT
MTBMTA

zz

yx

×=→=→

==→≈→




∠=∠
∠=∠ ∆∆

2

  

***  
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 34ي صفحه

  .ددر هر مورد مقدار مجهول را بيابي: 1تمرين

  :الف

  :حل

2643 =→×=×→
×=×

xx

MDMCMBMA
  

  

***  

   :ب 

  :حل

6غ8

086

0482

2124

2

=−=→
=−+→

=−−→

−×=×→
×=×

xx

xx

xx

xx

MDMCMBMA

,)(

))((

)(

  

***  

  : ج

  :حل

)(,

))((

)()(

408غ

0840

032032

32221010

2

−==→
=−+→
=−+→

+×=+×→
×=×

xx

xx

xx

xx

MDMCMBMA

  

***  
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 35ي صفحه

  : د 

  :حل 

496864

106688

=→=+→
+×=+×→

×=×

xx

x

MDMCMBMA

)()(  

  

***  

  : هـ 

  :حل

636

544

2

2

2

=→=→

+=→

×=

xx

x

MBMAMT

)(  

  

***  

  :و 

  :حل

312

0312

0369

5436

46

51024

2

5

2

2

=−=→
=−+→

=−+→

++= →

++=→

×=

=→×=×→
×=×

=

yy

yy
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yy

xyy

MBMAMT

xx

NDNCNBNA

x

,)(

))((

)(

)(

غ

  

***  
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 2به  1 را به نسبت CD، وترABبل وتر در شكل مقا:2تمرين

 . سانتي متر باشندCD=9و  AB=11اگر. تقسيم كرده است

   را به چه نسبتي قطع مي كند؟AB وتر CD وترتعيين كنيد

  :ل ح

  

6
3

2

93

2

21

2

1

2 =→=→=→
+

=
+

→= CM
CM

DC

CM

CMMD

CM

MD

CM
  

369 =−=−=→ CMCDMD  

6311 ×=−×→×=× )( AMAMMDCMMBAM  

092018111811 2 =−−→=+−→=− → = ))(()( xxxxxxxAM
  









=→==→=

=→==→=
→

2

9
299

9

2
922

MB

AM
MBAMx

MB

AM
MBAMx

,

,
  

***  

 ي سپس از نقطه.ه ايم، رسم كرد310 به طولPAمماس   واقع روي دايره ايAي از نقطه :3تمرين

Pخط راستي گذرانده ايم كه دايره را در نقاط Cو B 20و قطع كرده=BCطول هاي. استPB و

PCرا به دست آوريد .  

  . شكل مربوط به مسئله را رسم مي كنيمابتدا: حل 

)()( 20310 22 += →×= = xxCPBPAP xBP
  

0300202 =−+→ xx  





=+==→=
−=

→=−+→
3020101010

30
01030

CPBPx

x
xx

,
))((  
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 غيرقابل قبول
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 37ي صفحه

. ي بزرگتر بر هم عمودند از دايرهCD وAB در شكل مقابل، دو دايره بر هم مماس و دو قطر :4تمرين

  . شعاع هاي دو دايره را پيدا كنيدDQ=10 وAM=16اگر 

  

  

  

  

  

از طرفي مي دانيم كه .  باشدrي كوچك و شعاع دايرهRي بزرگابتدا فرض مي كنيم كه شعاع دايره: حل 

 عمود PQ بر وترBMي كوچكتر، قطردر دايره. ف مي كنددر هر دايره قطر عمود بر هر وتر آن وتر را نص

  :لذا . است

10−=−=→= RDQODOQOQOP  

16−=−= RAMOAOM  

)())(( 161010 −=−−→
×=×

RRRR

OMOBOQOP

25

10041610020 22

=→
=→−=+−→

R

RRRRR

9162516 =−=−= ROM  

34925 =+=+=→ OMRBM  

17342
2 =→= → = rrrBM

  

***  

  :تمرين براي حل 

ي كوچك مماس است  بر دايرهMA در شكل مقابل :5

xMDMBBCو   . MP=1و===

  . را به دست آوريدxياندازه
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 38ي صفحه

  ي خارج دايرهبر دايره از نقطهويژگي خط مماس 

  .در ادامه به اين ويژگي مي پردازيم جالبي دارد كهويژگي  ي خارج دايرهده از يك نقطهخط مماس رسم ش

 باشند، Tيدو طرف نقطه و در d دو نقطه بر خطM وA بر دايره مماس باشد وTي در نقطهdاگر خط

دايره بر نيز  AT وMTكه پاره خط هايواضح است 

 چون شعاع  مركز دايره باشد،Oاگر حال .مماس اند

ي تماس عمود است، دايره بر خط مماس در نقطه

و  . قائم الزاويه استT در رأسOMT مثلث بنابراين

، چون در هر مثلث  باشدOMپاره خط وسطNاگر

NTNONM، پسي وارد بر وتر نصف وتر استقائم الزاويه ، ميانه  Nبنابراين هر دايره به مركز. ==

  . مي گذردTي از نقطهOMو قطر

  .رداستفاده ك  خارج دايره،Mاي مانندمماس بر دايره از نقطهخط در رسم  از اين ويژگي مي توان،

  ي خارج دايرهرسم مماس بر دايره از نقطه

  .ه روش اين رسم مي پردازيمدر تمرين بعد ب

),(ي دايره: 6تمرين ROCيو نقطهM واقع در خارج اين دايره 

.  خطي رسم كنيد كه بر دايره مماس باشندMياز نقطه.داده شده اند

  سئله چند جواب دارد؟م

ي  نقطهOMحال با رسم عمود منصف پاره خط.  وصل مي كنيمCي را به مركز دايرهMي نقطه:حل 

بناميم، به Pاگر اين نقطه را. وسط اين پاره خط را پيدا مي كنيم

. ي ديگري رسم مي كنيمدايره) PMيا( OP و شعاعPمركز

TوT را در نقاط Cي اين دايره ، دايره زاويه .  قطع مي كند′

MTO وOTMهاي ايره  محاطي و روبرو به قطر اين د′

TM وMTدر نتيجه. هستند، لذا هر دو قائمه اند  به ترتيب در ′

T وTنقاط   .مماسندCي  بر دايره′
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  .ايره رسم شود هرگاه از يك نقطه در بيرون دايره اي دو مماس بر آن د :7تمرين

  .قطعاتي از مماس ها كه بين آن نقطه و نقاط تماس محصورند، متساويند: الف

ي بين شعاع ي بين دو مماس و همچنين زاويهخطي كه آن نقطه را به مركز دايره وصل مي كند، زاويه: ب

  .هاي نقاط تماس را نصف مي كند

:با توجه به شكل مقابل مي توان نوشت: حل 

    

  

  

  

  

  

 هرگاه از يك نقطه در بيرون دايره اي دو مماس بر آن رسم شود، خطي كه آن نقطه را به مركز دايره :جهنتي

  .متصل مي كند، عمود منصف وتري از دايره است كه دو نقطه ي تماس را به هم وصل مي كند

OBOAبا توجه به شكل فوق چون: اثبات BMAMو= از دو سر پاره خط O وMاط پس نق=

ABلذا روي عمود منصف .  به يك فاصله هستندABيعني.  قرار دارندOM عمود منصف ABاست .  

***  

  . را بيابيدABCشكل روبرو محيط مثلثبا توجه به   :8تمرين

  :حل

11

7

7815

8

==
==

=−=−=
==

AEAF

BDBF

CDBCBD

CECD

  

  . را به شكل زير محاسبه مي كنيمABCحال محيط مثلث 

5281187711 =+++++=
+++++=++=∴

)()()(

)()()( ECAEDCBDBFAFACBCABP
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∠=∠
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 )وتر و يك ضلع(
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 با توجه به شكل مقابل، ثابت كنيد كه با تغيير مكان  :9تمرين 

 ABC، محيط مثلث FوEي روي دايره بين دو نقطهDينقطه

  .ثابت مي ماند

  

  :داريم  6با توجه به تمرين: حل

 AFAE CFCD  و = BEBD و = =  

  . را به شكل زير محاسبه مي كنيمABCاكنون محيط مثلث 

AEAEAEAFAEACCFBEAB

ACDCBDABACBCABP

AFAE

ABC

2=+=+=+++=
+++=++=

4342143421

)(
  

نيست، لذا همواره ثابت بوده و Dي وابسته به محل قرار گرفتن نقطهABCو چون محيط مثلث

  . استAF2 ياAE2برابر

***  

- مطابق شكل مقابل، تمام دايره ها در نقطه :10 تمرين

 روي مماس Mي بر هم مماس اند و از نقطهTي

  .ثابت كنيد. مشترك آنها بر دايره ها مماس رسم كرده ايم

...==== 4321 MTMTMTMT  

  

 دو Mياز نقطـه .  خـارج هـر دايـره بـا هـم برابرنـد       يطول مماس هـاي رسـم شـده از يـك نقطـه            : حل  

MTMTپس.  بر يك دايره رسم شده اند1MT و MTمماس =1  

MTMTپس.  بر يك دايره رسم شده اند2MT و MT دو مماسMيهمچنين از نقطه =2  

  :به طريق مشابه داريم 

...

...

===→













=
=
=
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  نسبت به همحالت هاي مختلف دو دايره 

  .پاره خطي كه مركز هاي دو دايره را به هم وصل مي كند و به آنها محدود باشد را خط المركزين مي نامند

  

  

21OOd شــعاع هــاي دو دايــره و  طــول خــط المركــزين دو دايــره  2Rو1Rاگــر  ــا فــرض .  باشــد= ب

21اينكه RR   .حالت هاي مختلف دو دايره نسبت به هم را مي توان به شكل زير مشاهده كرد . <

  رابطه  شكل نمونه  حالت  رديف

1  
يره بيرون دو دا

  )متخارج.(يكديگرند

  

  
21 RRd +>  

2  
  .دو دايره مماس بيروني اند

  

  

  
21 RRd +=  

3  
  .دو دايره متقاطع اند

  

  

  
2121 RRdRR +<<−  

4  
  .دو دايره مماس دروني اند

  

  

  
21 RRd −=  

5  

دو دايره درون 

  )متداخل.(يكديگرند

  

  

  21 RRd −<  

  .دو دايره هم مركزند  6
  

  
0=d  

اين دو دايره نسبت .  باشد5ي خط المركزين اگر اندازه.  است3 و 7ي شعاع هاي دو دايره  اندازه :11تمرين

  به هم چه حالتي دارند؟چرا؟

  

  

1O 
2O 

1O 
2O 
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  مماس مشترك دو دايره

  .ا خطي است كه بر هر دو دايره مماس باشدپاره خط ي ، مماس مشترك دو دايره

 و اگر دو دايره در دو طرف مماس مشترك خارجياگر دو دايره در يك طرف خط مماس باشند، اين خط را 

  . مي نامندمماس مشترك داخليخط مماس باشند، اين خط را 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

.  و دو مماس مشترك داخلي دارنددو مماس مشترك خارجيي رسم شده، در شكل هاي فوق دو دايره

به شكل هاي زير .  تغيير كنددبستگي به وضعيت دو دايره نسبت به هم ، تعداد مماس هاي مشترك مي توان

  .توجه كنيد

  

A 

B مماس مشترك خارجي 

A 

B 

 مماس مشترك داخلي
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  .دو دايره متقاطع هستند و فقط دو مماس مشترك خارجي دارند: الف

  

  

  

  

يك دو دايره مماس بيروني هستند و دو مماس مشترك خارجي و : ب 

  .مماس مشترك داخلي دارند

  

  

  .دو دايره مماس داخلي هستند و فقط يك مماس خارجي دارند: ج 

  

  

***  

جدول زير تعداد مماس مشترك خارجي و مماس مشترك داخلي دو دايره را با توجه به وضعيت دو دايره نشان 

  .مي دهد

  تعداد مماس مشترك داخلي  تعداد مماس مشترك خارجي  وضعيت دو دايره

  2  2  .دو دايره متخارج هستند

  1  2  .دو دايره مماس خارجي هستند

  0  2  .دو دايره متقاطع هستند

  0  1  .دو دايره مماس داخلي هستند

  0  0  .دو دايره متداخل هستند
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  ي پاره خط مماس مشترك دو دايره ي اندازهمحاسبه

ي تماس ره است كه بين دو نقطهپاره خط مماس مشترك دو دايره قسمتي از خط مماس مشترك دو داي

ي پاره خط مماس مشترك دو دايره را مي توان بر اندازه).  در شكل زيرABمانند پاره خط( محصور باشد

  .ي شعاع هاي دو دايره و طول خط المركزين آنها بدست آوردحسب اندازه

  

  

  

  

  

  

***  

  ي پاره خط مماس مشترك خارجي دو دايره ي اندازه محاسبه:الف

واضح است كه .  رسم مي كنيمABخطي موازي) ي كوچكترمركز دايره (′Oياز نقطه

OABHچهارضلعي  قائمه مستطيل است و همچنين مثلث ي به دليل توازي اضلاع مقابل و داشتن زاويه′

HOO   :پس داريم.  قائم الزاويه است′

22

222

222

222

)(

)(

)(

:

RRdAB

RRdAB

ABRRd

HOOHOOHOO

′−−=→

′−−=→

+′−=→

′+=′′
∆

  

  

  ي پاره خط مماس مشترك خارجي دو دايرهاندازه

22 )( RRdAB ′−−=  

A 

B 

A 

B 

O′ O 

H 

R′ 

R′ 

R 

d 
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   پاره خط مماس مشترك داخلي دو دايره ي اندازه محاسبه:ب 

واضح است كه چهارضلعي .  رسم مي كنيمABخطي موازي) ي كوچكترمركز دايره (′Oياز نقطه

OABH HOO قائمه مستطيل است و همچنين مثلثي به دليل توازي اضلاع مقابل و داشتن زاويه′ ′ 

  :پس داريم. قائم الزاويه است

22

222

222

222

)(

)(

)(

:

RRdAB

RRdAB

ABRRd

HOOHOOHOO

′+−=→

′+−=→

+′+=→

′+=′′
∆

  

  

   دايرهي پاره خط مماس مشترك داخلي دواندازه

22 )( RRdAB ′+−=  

  

***  

   :پس. ي شعاع ها و طول خط المركزين داردي مماس هاي مشترك بستگي به اندازهچون اندازه: نتيجه 

  .پاره خط هاي مماس مشترك خارجي دو دايره مساوي است ياندازه: الف 

  .پاره خط هاي مماس مشترك داخلي دو دايره مساوي است ياندازه: ب 

***  

),(ي دو دايره: 12تمرين  7OC و ),( 1OC   .  داده شده اندOO′=10 را با فرض اينكه ′′

  .وضع دو دايره را نسبت به هم بنويسيد: الف

  تعيين كنيد كه اين دو دايره چند مماس مشترك خارجي و چند مماس مشترك داخلي دارند؟: ب

  .ي پاره خط مماس مشترك خارجي را در صورت وجود بدست آوريدزهاندا: ج

  .ي پاره خط مماس مشترك داخلي را در صورت وجود بدست آوريداندازه: د

  .مجموع شعاع هاي دو دايره را با طول خط المركزين مقايسه مي كنيم: حل

A 

B 

O′ 
O 

H 

R′ 

R′ 

R 

d 
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dRRRR
R

R d <′+ →=+=′+→




=′
= =10

817
1

7
  

  .ترك خارجي و دو مماس مشترك داخلي دارندپس دو خط مماس مش. لذا دو دايره متخارج هستند

  ي پاره خط مماس مشترك خارجي دو دايرهاندازه

864361001710 2222 ==−=−−=′−−= )()( RRdAB  

  ي پاره خط مماس مشترك داخلي دو دايرهاندازه

636641001710 2222 ==−=+−=′+−= )()( RRdAB  

***  

),(ي دو دايره: 13تمرين 9OC و ),( 4OC ي پاره خط مماس مشترك اندازه. ني هستند مماس بيرو′′

  .خارجي آنها را بدست آوريد

  : چون دو دايره مماس خارجي هستند، پس: حل

1349 =+=′+= RRd  

  ي پاره خط مماس مشترك خارجي دو دايرهلذا اندازه

12144251694913 2222 ==−=−−=′−−= )()( RRdAB  

***  

ماس مشترك خارجي، نشان دهيد در دو دايـره         ي طول پاره خط م    با استفاده از دستور محاسبه      :14 تمرين

RRABمماس  بيروني  ′= 2  

RROOd ي مماس خارج در دو دايره:حل    : پس =′=+′

2222 )()()( RRRRRRdAB ′−−′+=′−−=  

RRRRRRRRRRRR ′=′=′+′−−′+′+= 2422 2222 )()(  

***  

ي  پاره خط  اگر اندازه. مي باشد13 برابر 3 و 8 طول خط المركزين دو دايره به شعاع هاي : 15تمرين

35مماس مشترك خارجي آنها برابر  −mمقدار .  باشدmرا بيابيد .  
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  : حل 

312352516935381335 22

22

=→=−→−=−→−−=−→

′−−=

mmmm

RRdAB

)(

)(
  

***  

),(يدو دايره :16تمرين 22 +xOCو ),( xOC ركزين اگر طول خط الم.  مماس خارجي هستند′′

14 += xdطول مماس مشترك خارجي دو دايره را به دست آوريد.  باشد.  

  : چون دو دايره مماس خارجي هستند، پس: حل



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  ي پاره خط مماس مشترك خارجي دو دايرهلذا اندازه

416925145 2222 ==−=−−=′−−= )()( RRdAB  

***  

متخارج را به دست آوريد كه طول ممـاس مـشترك خـارجي آنهـا           ي   طول شعاع هاي دو دايره      :17تمرين

  . واحد است8 و طول خط المركزين آنها مساوي 15 و طول مماس مشترك داخلي آنها 73مساوي

RRبا فرض : حل    : مي توان نوشت<′

16364738 222 =′−→=′−−→=′−− RRRRRR   رك خارجي مماس مشت)()(

71564158 222 =′+→=′+−→=′+− RRRRRR    مماس مشترك داخلي)()(

34
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
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*** 
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ي محـدود بـين      سانتي متـر و مـساحت ناحيـه        2ي مماس دروني    طول خط المركزين دو دايره      :18تمرين

  .طول شعاع هاي دو دايره را به دست آوريد.  سانتي متر مربع استπ16آنها

  :در اين صورت. ي كوچك باشند شعاع دايره′Rي بزرگ و شعاع دايرهR فرض مي كنيم،: حل 

  

22 =′−→=′ RROO  

1616 2222 =′−→=′−=′− ÷ RRRRSS ππππ  

16=′+′−→ ))(( RRRR  

8162 =′+→=′+→ RRRR )(  

  . دو دايره را تعيين مي كنيمي شعاع هاياكنون با حل دستگاه زير اندازه

35
8

2
=′=→





=′+
=′−

RR
RR

RR
,  

  :تمرين براي حل 

ي ممـاس   را چنان بيابيـد كـه انـدازه   xمقدار.  سانتي متر، مماس برون هستند    4 و   1دو دايره به شعاع       :19

13مشترك خارجي آنها برابر  +xباشد .  

  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ :كانال تلگرام 

π16 

O O′ 
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    چندضلعي هاي محاطي و محيطي   :موسدرس  

  .در اين درس با دو مفهوم چند ضلعي هاي محاطي و محيطي و ويژگي هاي آنها آشنا مي شويم

   چند ضلعي هاي محيطي و محاطي

ي اضلاع آن بر يك دايره  يك چند ضلعي را محيطي مي نامند، هرگاه همه:تعريف چند ضلعي محيطي  

  . مماس باشند

در هر  .مام اضلاع هر يك ازچند ضلعي هاي زير بر يك دايره مماس مي باشند، پس محيطي هستندچون ت

  .مورد دايره را محاطي مي نامند

  

  

  

  

  

  

***  

ي رئوس آن روي دايره  يك چند ضلعي را محاطي مي نامند، هرگاه همه:تعريف چند ضلعي محاطي

  .واقع باشند

در هر  .اي زير روي يك دايره قرار دارند، پس محاطي هستندچون تمام رأس هاي هر يك ازچند ضلعي ه

  .مورد دايره را محيطي مي نامند

  

  

  

  

***  

  مثلث محيطي

   محيطيچهارضلعي طيي محادايره

 طيي محادايره

  محيطي پنج ضلعي

 طيي محادايره

  طيمحامثلث 

 يطيي محدايره
  طيا محچهارضلعي

 ي محيطيدايره
  پنج ضلعي محاطي 

 ي محيطيدايره
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  :نتيجه

ي برخورد نيمساز هاي زاويه هاي دروني هر مثلث از سه ضلع آن نقطه . 1

ي برخورد نيمسازها مي توان يك بنابراين از نقطه. به يك فاصله است

هر مثلث همواره بر يك دايره محيط  پس .دايره محاط در مثلث رسم كرد

  .است

  

ي برخورد عمود منصف هاي اضلاع هر مثلث از سه رأس نقطه . 2

ي برخورد عمود منصف ها بنابراين از نقطه. آن به يك فاصله است

هر مثلث همواره پس . مي توان يك دايره محيط بر مثلث رسم كرد

  . استاط يك دايره محدر

  

ي غير واقع بر يك خط راست يك دايره و فقط يك دايره مي بر هر سه نقطه . 3

  .گذرد

***  

  .نتيجه هاي زير را به اشاره كردبا توجه به موضوع فوق مي توان  :نتيجه 

ي هاي همه  يك چندضلعي، محاطي است، اگر و فقط اگر عمودمنصف:الف 

ي محيطي  اين نقطه مركز دايره.اضلاع آن در يك نقطه همرس باشند

  .دضلعي استچن

  

ي نيمسازهاي زاويه اگر و فقط اگر همه  يك چند ضلعي محيطي است:ب 

ي محاطي نقطه مركز دايرهاين . هاي آن در يك نقطه همرس باشند

  .چندضلعي است

***  
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  داخلي مثلثي محاطي دايره

 مثلث مي توان ي همرسي نيمساز هاي زاويه هاي داخلي هرهمانطور كه قبل از اين داشتيم، به مركز نقطه

 چون  و شعاع،Oي محاطي در مثلث به مركز دايرهدر شكل زير. دايره اي محاط در آن مثلث رسم كرد

rOHOHOH === ، رسم 321

ي محاطي دايره اين دايره را شده است

 r را با مثلث مي نامند و شعاع آنداخلي

  .دهندنمايش مي 

  

  

  

  .ي محاطي داخلي مثلث ، دايره اي است كه بر هر سه ضلع مثلث مماس باشددايره

  : نوشتABC تساوي زير را براي مساحت مثلثبا توجه به شكل فوق مي توان: نتيجه 

)()()()( AOCSBOCSAOBSABCS ++=  

)( ACBCABrOHACOHBCOHABS ++=×+×+×=
2

1

2

1

2

1

2

1
321  

  : نمايش دهيم، مي توان نوشتp2 را باABCحال اگر محيط مثلث

prS 2
2

1 ×=  

  لذا
prS =  

 aضلعطول ي محاطي داخلي در مثلث متساوي الاضلاع به ي شعاع دايرهثابت كنيد كه اندازه : 1تمرين 

aبرابر
6

3
  . است

2: داريمaدر هر مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع: حل 

4

3
aS ap و= 32   ، پس=

a
a

a

p

S
r

6

3

2

3
4

3 2

===  

O 

A 

B 

C 

1H 
3H 

2H 

r 
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   مثلثي محاطي خارجيدايره

 را  ABC از مثلـث   Aيمطابق شكل زير، اگر نيمساز زاويه     

 O را در نقطه اي مانندCخارجيي نيمساز زاويه. رسم كنيم

 ACو خـط هـاي    BCايـن نقطـه از خـط       .ع مي كنـد   طق

-يـره ا نيز مركز دOچرا؟ بنابراين. به يك فاصله است   ABو

و خط هاي شـامل دو ضـلع ديگـر         BCاي است كه بر ضلع    

 نظيـر   ي محـاطي خـارجي    دايـره ايـن دايـره را      . مماس است 

.  نشان مي دهنـد    arع اين دايره را با    اشع. مي نامند  Aرأس

ي محاطي خـارجي ديگـر نظيـر دو         ايرهبه همين ترتيب دو د    

 . وجود داردCوBرأس

دو ضلع ديگر و امتداد  ضلع مثلث يكي محاطي خارجي مثلث، دايره اي است كه بر دايره

  .مماس باشد

 محاطي در نصف ينشان دهيد كه مساحت هر چند ضلعي محيطي، با حاصل ضرب شعاع دايره : 2تمرين 

  . محيط چندضلعي برابر است

 و S ضلعي محيطي با مساحت nاگر در يك :حل

مي خواهيم .  باشدr شعاع دايره محاطي برابرP2محيط

rPSم كهنشان دهي =  

ي محاطي را به رئوس چندضلعي ل، مركز دايرهمطابق شك

ي طول ارتفاع همه.  مثلث تشكيل شودnوصل نموده تا

ي محاط در چندضلعي اين مثلث ها برابر شعاع دايره

  :پس . محيطي است

13221 AOAAOAAOAt n
SSSS +++= ...  

13221 2

1

2

1

2

1
AArAArAArS nt ×++×+×=→ ...  

rPPrAAAAAArS nt =×=+++×=→ )()...( 2
2

1

2

1
13221  

A 
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B 

T ′ 
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ar 

ar 

ar 
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1A 2A 
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  . ي محاطي خارجي ، ثابت كنيدا توجه به مفهوم دايره ب :3تمرين

 
ap

S
ra −

)(    و  = aprS a   الف (=−

bp

S
rb −

)(    و  = bprS b   ب(  =−

cp

S
rc −

)(    و  = cprS c   ج(  =−

  

  

  

  

  .اثبات حالت هاي ديگر نيز به همين صورت انجام مي شود.  را ثابت كنيمكافي است، حالت الف: حل 

)()()()( OBCSOABSOACSABCS ∆−∆+∆=∆  

   نشان دهيم، S را باABCمساحت مثلثاگر 

BCrABrACrS aaa 2

1

2

1

2

1 −+=  

)()( acbrBCABACrS aa −+=−+=
2

1

2

1

ــا   ــث را بــ ــيط مثلــ ــر محــ ــيم،  p2اگــ ــشان دهــ  نــ

cbap.داريم apcb پس2=++ −=+ 2  

)()( apraaprS aa 22
2

1
2

2

1 −=−−=  

  در نتيجه

 )( aprS a −=  

  :بنابراين

ap

S
ra −

=  

  

A 

C 

B 

T ′ 
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c 
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   :  براي حلتمرين

  . برابر نصف وتر استي محيطيي شعاع دايره ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم الزاويه، اندازه: 4 تمرين

ي شعاع ي محاطي داخلي و اندازهي شعاع دايرهاندازه.  است13 و 12 و 5 طول اضلاع مثلثي : 5 تمرين

   .ي محيطي آن را بدست آوريددايره

ثابت كنيد كه مساحت .  محاط شده استRدر يك دايره به شعاعمثلث متساوي الاضلاع يك  : 6تمرين 

2ين مثلث برابرا

4

33
Rاست  .  

ي اندازه و ي محاطي داخليي شعاع دايرهاندازه، 32در مثلث متساوي الاضلاع به طول ضلع : 7 تمرين

  .ي محيطي را به دست آوريدي محاطي خارجي و اندازه شعاع دايرهشعاع دايره

  

***  
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  محاطي و محيطيچهارضلعي هاي 

در اين قسمت به شرايط محاطي .زوماً محاطي و محيطي نيستندهاي ديگر، ل ي چندضلعيهمه، برخلاف مثلث

  .يا محيطي بودن يك چهارضلعي مي پردازيم

  . مجموع دو ضلع مقابل هر چهار ضلعي محيطي با مجموع دو ضلع مقابل ديگر برابر است:قضيه 

  

  

BCADCDAB   حكم : +=+

  

  

  

، اندازه هاي اين دو  رسم كنيم دايرهي بيرون دايره، دو مماس برپيشتر داشتيم كه اگر از يك نقطه: اثبات

  .مماس برابر است

CGEDBGAECHDHBFAF

CGCH

EDDH

BGBF

AEAF

+++=+++
+

=
=

=
=

)

  

BCADCDABCGBGEDAECHDHBFAF
BCADCDAB

+=+→+++=+++ 43421434214342143421  

***  

  .  با توجه به شكل مقابل محيط چهارضلعي را بدست آوريد:8تمرين

  

  : حل

197534 =+++=+
+=+

BCAD

BCADCDAB
  

A 
پنج  D 

پنج 

E 
پنج 

F 
پنج 

G 
پنج 

B 
پنج 

H 
پنج 

C 
پنج 
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4 
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D 
پنج 
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  .حال محيط را به شكل زير محاسبه مي كنيم

381922

2

==+=+++=
+++=

)()()()( BCADBCADCDAB

ADCDBCABP
  

***  

.  سانتي متر است16 و 11 و 7اندازه هاي سه ضلع مجاور از يك چهار ضلعي محيطي به ترتيب  : 9 تمرين

  .ي ضلع چهارم آن را تعيين كنيداندازه

پس اندازه هاي اضلاع اين چهارضلعي به ترتيب  .  باشدxي ضلع چهارم برابرفرض مي كنيم كه اندازه: حل

  : لذا.  مي باشندx و 16 و 11 و 7به صورت 

1271611 =→+=+ xx  

***  

 هر چهار ضلعي كه مجموع دو ضلع مقابل آن با مجموع دو ضلع مقابل ديگر ) :قبلعكس قضيه  (هقضي

  .يك دايره محيط استبرابر باشند، بر 

  :اثبات

به ويژگي نيمساز زاويه با توجه . قطع مي كنند Oاي مانند همديگر را در نقطهCوBينيمساز هاي دو زاويه

OPONOMلذا .  به يك فاصله استAB وBC وCD از سه ضلع Oينقطه ==  

 رسم مي OM و شعاع Oاكنون دايره اي به مركز

 مماس CDوBC وABاين دايره بر اضلاع. كنيم

 مماس باشد كه حكم ADحال اگر اين دايره بر. است

  . محيطي استABCDثابت است و چهارضلعي 

 بر آن A مماس نباشد، ازADاما اگر اين دايره بر

 را در نقطه اي CDمماسي رسم مي كنيم تا خط

 بين Eيدر اين صورت نقطه.  قطع كندEمانند 

 محيطي است ABCEپس چهارضلعي.  واقع مي شودP ياEبين نقاطDي يا نقطهD وPنقاط

BCAEECABو    پس +=+

A M 
B 

N 

C 
P E D 

O 
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)(1ECAEBCAB −=−  

BCADDCABاگر فرض قضيه، يعني    را به صورت زير بنويسيم+=+

)(2DCADBCAB −=−  

  :خواهيم داشت) 1(و ) 2(از روابط 

DCADECAE −=−  

  :پس 

DEAEDCECAEAD +=+−=  

  . نيز مماس استAD است و دايره بر ضلع D همانEپس) چرا؟. (اين رابطه امكان ندارد

  :اثبات به روشي ديگر 

  .اين قضيه را در دو حالت زير ثابت مي كنيم

  .تي كه چهارضلعي مورد نظر لوزي باشددر حال: اثبات

چون قطر هاي لوزي نيمساز زاويه هاي متناظر آن نيز              

 محل تقاطع قطرها از هر ضلع Oيمي باشند، پس نقطه

      OH و شعاع Oلوزي به يك فاصله است، لذا به مركز

اين . دايره اي رسم مي كنيم ) ABپاره خط عمود بر ضلع( 

بنابر اين هر . دايره بر تمام اضلاع لوزي مماس خواهد شد

  .لوزي محيطي است

  .باشدندر حالتي كه چهارضلعي مورد نظر لوزي : اثبات

  : داشته باشيم ABCDفرض كنيم كه در چهارضلعي 

ADBCCDAB ABAD و +=+ BCCD و < >  

ABADBCCD: لذا  −=−   

ABAMاكنون  BCCN وAD را بر= خواهيم ي فوق با توجه به رابطه.  جدا مي كنيمCD را بر=

  :داشت

O 

C 

A 

D 

H 

B 

عه
ال
ط
 م
ي
را
ب

 



 جابرعامري: تهيه كننده ..................................................................... 2هندسهآموزش 

 58ي صفحه

MDNDAMADCNCD

ABADBCCD

AMABCNBC =→−=− →

−=−
== ,

  

  

  

  

  

  

پديد BMN بر يك استقامت نيستند، پس از وصل كردن آنها يك مثلث به نام M و N و Bچون نقاط 

 BMي عمود منصف قاعدهAي ساوي الساقين است، پس نيمساز زاويه متABMچون مثلث. مي آيد

 عمود منصف Cي متساوي الساقين است، پس نيمساز زاويهBCNاست و به همين ترتيب چون مثلث 

 عمود Dي متساوي الساقين است، پس نيمساز زاويهDMNاز طرفي چون مثلث . است BNقاعده ي

  . استMNي منصف قاعده

 از اضلاع زاويه هاي مذكور Oي قطع مي كنند و نقطهOاين عمود منصف ها همديگر را در يك نقطه مانند

 به يك فاصله ABCD از چهار ضلع چهار ضلعي Oيپس نقطه. از مثلث هاي نامبرده به يك فاصله است

ي اضلاع چهارضلعي مماس مي دايره بر همهاين .  دايره اي رسم مي كنيمOH و شعاع Oبه مركز . است

  .بنابر اين چهارضلعي محيطي است. شود

  

  

  

  

  

***  

  . دو چهارضلعي نام ببريد كه همواره بر يك دايره محيط باشند: 10تمرين

O 

A H 

D 

N 

M 
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B 

O 
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N 
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C 
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طبق خاصيت تساوي مجموع اندازه هاي دو ضلع مقابل در يك چهارضلعي محيطي اين دو چهارضلعي : حل

  .  باشندزي لوومربع مي توانند، 

  . در هر چهار ضلعي محاطي زاويه هاي مقابل مكمل يكديگرند:قضيه 

o

o

180

180

=∠+∠

=∠+∠

DB

CA
  حكم : 

  

  

  

  :اطي هستند، پسمحBCDو BACچون زاويه هاي. وصل مي كنيمDوBمركز دايره را به رئوس: اثبات

2

2
∩

∩

=∠

=∠

DAB
C

BCD
A

  

o180
2

360

222
==+=+=∠+∠

∩∩∩∩
DABBCDDABBCD

CA

  

∠+∠=o180و به همين ترتيب ثابت مي شود كه  DB  

***  

 هر چهار ضلعي كه زاويه هاي مقابل آن مكمل يكديگر باشند، يك چهار : ) قبلعكس قضيه( قضيه

  .ضلعي محاطي است

ي غير واقع بر يك خط همي دانيم كه از هر سه نقط: اثبات

حال نشان مي دهيم كه دايره اي . راست يك دايره مي گذرد

 نيز        Dي مي گذرد، از نقطهC و B وAكه از نقاط 

) برهان خلف( نگذرد Dاگر اين دايره از رأس. مي گذرد
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C 
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.  وصل مي كنيمA به ′Dيمي ناميم و از نقطه′D يا امتداد آن با دايره را CDي برخورد خطنقطه

DABCچهارضلعي ∠+∠′=o180محاطي است، پس ′ DB .   

∠+∠=o180از طرفي طبق فرض داشتيم DB لذا  DD ′∠=∠   

DADي خارجي مثلث زاويهDيحال چون زاويه DDبنابراين  . ′ ي فوق  و اين با نتيجه∠<∠′

  . مي گذردDسلذا دايره از رأ. متناقض است

  .دو چهار ضلعي نام ببريد كه همواره در يك دايره محاط باشند  :11تمرين

مربع طبق خاصيت مكمل بودن زاويه هاي روبرو در چهار ضلعي محاطي اين دو چهار ضلعي مي توانند : حل

  . باشندو مستطيل

***  

  .را پيدا كنيد y وxي با توجه به شكل مقابل اندازه:12تمرين

. چون در چهار ضلعي محاطي زاويه هاي روبرو مكمل يكديگرند: حل

  :پس

  

9518010180

6018015152180

=→=−+→=∠+∠

=→=−++→=∠+∠

yyyDB

xxxCA

o

o

  

  . ثابت كنيد، يك ذوزنقه، محاطي است، اگر و تنها اگر متساوي الساقين باشد :13تمرين

  .ر دو حالت زير اثبات مي شودشرطي است، لذا د اين قضيه دو: حل 

  

  

  

  

  :     حالت اول 
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152 +x 
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∠+∠=∠+∠=o180: حكم  DBCA  فرض             :BCAD CDAB  و || =  

  :برهان 

)(1DACDAB ∠=∠⇒=  

o180=∠+∠⇒ BABCAD    موربAB  و ||

o180
1 =∠+∠→ BD)(

  

∠+∠=o180به روش مشابه ثابت مي شود  CA  

  :حالت دوم 

CDAB: حكم  BCAD:                          فرض= ∠+∠=∠+∠=o180 و|| DBCA  

  :برهان 

o180=∠+∠⇒ BABCAD    موربAB  و||

BDBABD ∠+∠=∠+∠→=∠+∠ )(1
180o  

CDABDA =⇒∠=∠⇒  

  .ضلعي هاي زير كامل كنيدند جدول زير را با چ :14تمرين

  مستطيل ، لوزي ، مثلث ، مربع ، ذوزنقه ، ذوزنقه متساوي الساقين ، كايت 

          چندضلعي محيطي

          چندضلعي محاطي

***  

  .ست ، هم محاطي و هم محيطي ا1 ثابت كنيد كه هر چندضلعي منتظم :15تمرين

عمود منصف هاي دو ضـلع    .  باشد α2 برابر   ABCD.... منتظم   nيي هر زاويه  فرض كنيد ، اندازه   : حل  

AB و BCاين عمود منصف ها در نقطه اي مانند.  را رسم مي كنيمOبنابراين .  متقاطع هستند:  

OCOBOA ==  

                                                 
. هر چندضلعي محدب كه تمام اضلاع آن هم اندازه و تمام زاويه هاي آن نيز هم اندازه باشند را چندضلعي منتظم مي نامند.  1

  . ضلعي منتظم و چهارضلعي منتظم هستندمانند مثلث متساوي الاضلاع و مربع كه به ترتيب سه
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  در نتيجه) چرا؟.(هم نهشت هستند ضلع سهبه حالت تساوي  OBC و OABپس دو مثلث 

α=∠=∠=∠=∠ OCBOBCOBAOAB  

ي  زاويـه  . وصـل مـي كنـيم      O را بـه     Dياكنون نقطـه  

OCD برابر α    لـذا دو مثلـث      ) چـرا؟ ( اسـت؟OCD  و 

OCB                به حالت تساوي دو زاويه و ضـلع بـين آنهـا هـم 

   و اين يعني نهشت هستند

ODOCOBOA ===  

  

====...ي اين روند داريـم      امهاد با   ODOCOBOA   و ...=== OMONOH   بنـابراين 

 شـلعي  nپس مركز دايره اي است كه از تمام رأس هـاي    . ي رأس ها به يك فاصله است       از همه  Oينقطه

  .منتظم مي گذرد

 ضـلعي   nاي است كه بر تمام ضلع هـاي        از تمام ضلع ها به يك فاصله است، پس دايره          Oبه همين ترتيب  

  .منتظم مماس است

***  

را بر حـسب  آن  مساحت   . محاط شده باشد   Rمتساوي الاضلاع در دايره اي به شعاع      مثلث  يك   :16تمرين

Rدست آوريدبه .  

  

A 

B 

C 

D 

O 

H 

M N 

α 

α 
α 

α 
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oo 30
2

60
90 1 ==∠=∠∆ BHOBH ,:)(  

R
a

OBBH
OB

BH

2

3

2
3030 =→=→= oo cos.cos  

222

4

33
3

4

3

4

3
3 RRaABCSRa ===∆⇒=⇒ )()(  

 را بـه     آن مـساحت  . محاط شده باشـد    32 يك مثلث متساوي الاضلاع در دايره اي به شعاع          :17تمرين

  .دست آوريد

***  

ن ضلع، يكديگر را روي آي مقابل به يمساز زاويهو ن ثابت كنيد عمود منصف يك ضلع هر مثلث : 18تمرين

  .ي محيطي مثلث قطع مي كننددايره

ي  دايـره  BCفرض كنـيم، عمـود منـصف ضـلع        : حل  

حـال  .  قطع كنـد   Eي را در نقطه   ABCمحيطي مثلث 

 مقابل به BACي نيمساز زاويه AEبايد ثابت كنيم كه   

هر نقطه روي عمود منصف يـك       چون  .  است BCضلع

. پاره خط از دو سر آن پـاره خـط بـه يـك فاصـله اسـت               

CEBEپس  و اين يعني =
∩∩

= CEBE  

  :يل شودك تش∠BAE و∠CAE محاطيي نموده تا دو زاويه را رسمAEپاره خط

CAEBAE

CE
CAE

BE
BAE

CEBE ∠=∠ →













=∠

=∠ ∩∩
=

∩

∩

2

2  

ي يهو نيمساز زاو BCعمود منصف ضلعلذا مي توان گفت كه .  مي باشدAي همان نيمساز زاويهAEپس

  .ي محيطي مثلث قطع مي كنند روي دايرهEيمقابل به آن ضلع، يكديگر را در نقطه

***  

o90 
B C 

E 

A 

O 

H D 
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 يك ذوزنقه، هم محيطي است و هم محاطي، ثابت كنيد مساحت ايـن ذوزنقـه برابـر اسـت بـا                       :19تمرين

  آن ضربدر ميانگين هندسي آنهاي ميانگين حسابي دو قاعده

، پس متساوي الساقين    محاطي است  ABCDيزنقه ذو  چون :حل  

  :پس . است

xCDAB ==  
  همچنين 

2
2

ba
ybayayby

−=→−=→=++  

  :پس .  محيطي استABCDحال چون چهارضلعي

2
2

ba
xbaxBCADCDAB

+=→+=→+=+   

  .صورت زير محاسبه مي كنيمي مساحت ذوزنقه، ابتدا ارتفاع آن را به براي محاسبه

abhab
abbaba

yxhxhy =→==−−+=−=→=+
4

4

22
22222222 )()(  

ab
ba

hbaS ×+=+=
22

1
)(  

***  

مـساحت ايـن    .  سانتي متر مي باشد    9 و   4ي متساوي الساقين    ي قاعده هاي يك ذوزنقه    اندازه : 20تمرين  

  .ذوزنقه را تعيين كنيد

***  

ي محـاطي    شـعاع دايـره    rي محاطي خارجي مثلث و     شعاع هاي سه دايره    crو br و ar اگر : 21تمرين

  .داخلي باشد، نشان دهيد

rrrr cba

1111 =++  

  :نشان دهيد. سه ارتفاع باشند اندازه هاي ch وbh وahين ترتيب اگرمبه ه

rhhh cba

1111 =++  

b 

b y y 

x x 

C B 

D A 

a 

h h 
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  .ي محاطي داخلي مثلث داريمدايرهبراي  :حل 

p

S
rrpS =→=  

  :همچنين براي دايره هاي محاطي خارجي مثلث داشتيم 

ap

S
ra −

)(    و  = aprS a   الف (=−

bp

S
rb −

)(    و  = bprS b   ب  (=−

cp

S
rc −

)(    و  = cprS c   ج  (=−

  :پس 

S

cp

S

bp

S

ap

cp

S

bp

S

ap

Srrr cba

−+−+−=

−

+

−

+

−

=++ 111111
  

rS

p

S

pp

S

cbap 1233 ==−=++−= )(
  

  :براي اثبات قسمت دوم مي توان ابتدا روابط زير را نوشت 

a

S
hhaS aa

2

2

1 =→×=  

b

S
hhbS bb

2

2

1 =→×=  

c

S
hhcS cc

2

2

1 =→×=  

rS

p

S

p

S

cba

S

c

S

b

S

a

c

S

b

S

a

Shhh cba

1

2

2

22222
1

2
1

2
1111 ===++=++=++=++  

***  
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 و T باشند وP وN وMبا اضلاع آن ABCي محاطي داخلي مثلث اگر نقاط تماس دايره: 22تمرين

T   :ي محاطي خارجي با خط هاي شامل دو ضلع باشند، نشان دهيده هاي تماس يك دايره نقط′

pTAAT cpCPCM و=′= bpBPBN و==− apANAM و==− −==  

  :حل 

pcbapcbapBCACAB =++→=++→=++ 22222  









−==→+−=
−==→+−=
−==→+−=

→
cpANAMbapc

bpCPCMcapb

apBPBNcbpa

)(

)(

)(

  

  

  

CQTC BQBT   و′= =  

CQACBQABTCACBTABTAAT +++=′+++=′+  

pBCACAB 2=++=  

pTAATpATTAATTAAT =′=→==′+→′= 22  

نـشان  .  ضلعي هاي منتظم محاطي و محيطي در آن در نظر بگيريـد      n و r يك دايره به شعاع    : 23تمرين

   ضلعي منتظم محيطي و محاطي باشند، آنگاهn اندازه هاي ضلع هايCDو ABدهيد اگر 

n
rAB

180
2 tan=        و          

n
rCD

180
2 sin=  

  :حل 

n
BOMAOM

n
AOB

oo 180360 =∠=∠→=∠  

OM

AM
MOAM =→=∠∆ )tan();( αo90  

)tan()tan(
n

rABOMAM AMAB
o180

222
2 ×= →×=→ =α  

n
DOHCOH

n
COD

oo 180360 =∠=∠→=∠  

O n

180
=α 

C 

A M 

H D 

B 

A 

M N 

B 

T ′ 

Q 

P  

T 

b a 

c 

C  
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OC

CH
HOCH =→=∠∆ )sin();( αo90  

)sin()sin(
n

rCDOCCH CDCH
o180

222
2 ×= →×=→ =α  

***  

  ، آنگاه ي محيطي آن باشد شعاع دايرهR مساحت مثلث وS، اگرABCثابت كنيد در مثلث : 24تمرين

S

abc
R

4
=  

ي محيطي دايره.  حاده باشدBيض مي كنيم كه زاويهفر :اثبات

 C بهDاز.  را رسم مي كنيمAD و قطرAH، ارتفاعABCمثلث

.  استAD محاطي مقابل به قطرACDيزاويه. وصل مي كنيم

  پس 

o90=∠ACD  

.  هستندAC محاطي مقابل به كمانDوBياز طرف ديگر دو زاويه

  : در نتيجه 

2

∩

=∠=∠ AC
DB  

  :بنابراين.  به حالت تساوي دو زاويه متشابه اندAHB وACDپس دو مثلث

BH

DC

AH

AC

AB

AD ==  

  يا

AHADACAB
AH

AC

AB

AD ×=×→=  

از طرف ديگر 
BC

S
AH

  پس : =2

BC

S
ADACAB

2×=×  

RADو چون   پس : =2

S

BCACAB
R

4

××=  

A 

H B 

D 

C 
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  يا 

S

abc
R

4
=  

***  

  :تمرين براي حل 

 ثابت كنيد كه اگر در يك چهارضلعي محدب، يك قطر عمود منصف قطر ديگر باشـد، آن چهارضـلعي                     :25

  .محيطي است

ي محـاطي   ي شـعاع دايـره    ي ضلع و انـدازه    اندازه.  است 39 مساحت مثلث متساوي الاضلاعي برابر      :26

  .داخلي آن را به دست آوريد

 سانتي متر در يك شش ضلعي منتظم محاط و بر يك شش ضلعي منتظم ديگري                5 دايره اي به شعاع       :27

  .ي ضلع هر يك از اين شش ضلعي ها را به دست آوريداندازه. محيط شده است

***  

برابر است با حاصـل ضـرب قطـر    از هر مثلث ثابت كنيد كه حاصل ضرب اندازه هاي دو ضلع           :28تمرين  

  .ي محيطي آن مثلث  در ارتفاع وارد بر ضلع سوم، استدايره

   قطع كندM به مركز دايره وصل كرده و آن را امتداد مي دهيم تا دايره را درAرأساز  :حل 

  :واضح است كه . وصل مي كنيمBبه Mو از

o90
2

180

2
===∠

∩
ACM

ABM  

  

  

  

AC

AM

AH

AB
AHCABM

AB
CM

HABM

=→∆≈∆→








=∠=∠

=∠=∠
∩ )()(

2

901
o

  

a
a

hRcb
b

R

h

c
.. 2

2 =→=→  
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  .  محاط شده، شعاع دايره را بيابيد6درون دايره اي مثلث متساوي الاضلاعي به ضلع   :29تمرين 

aمتساوي الاضلاع برابر با با توجه اينكه ارتفاع مثلث  : حل
2

3
  : مي باشد، پس 

336
2

3

2

3 6 == →= = )(a
a

a hah  

32
36

36
332662 ==→=→= RRhRcb a ).())((..  

   . محاط شده است4 و3 درون دايره اي مثلث قائم الزاويه اي به اضلاع : 30تمرين

  .ي محيطي مثلث را محاسبه كنيدشعاع دايره: الف 

  . مساحت و محيط مثلث را بيابيد: ب 

  :  حل

  5
43222 = →+= ==

BCACABBC
ACAB ,

  

5

12
543 =→×=×→×=× aaa hhhBCACAB  

2

5
522 =→=→×=× RRhRACAB a  

πππ
4

25

2

5 22 === )(RSمساحت مثلث   

πππ 5
2

5
222 === )(RPمحيط مثلث   

  :يعني . ي محيطي آن است مي دانيم كه در هر مثلث قائم الزاويه، وتر مثلث همان قطر دايره: روش دوم

2

5

2
== BC

R   

  

 AEي بزرگ تر دو وترروي دايره Aياز نقطه.  است3 و5ي هم مركز شعاع هاي دو دايره  :31رينتم

   كدام است؟EFياندازه. ي كوچك تر رسم كنيمرا مماس بر دايرهAFو

1 (8/4        2 (4/6            3 (6/9             4 (8/12  

  

  

  

 
 

E 

F 

A 

B 

C 
A 
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   داريم،       OAKدر مثلث قائم الزاويه :حل

41635 2222222 =→=→+=→+= AKAKAKOKAKOA  
  

  

  

  

  

       84222 =×==== AMAKAEAF  

46
10

64
52882 /)( ==→×=×←×=× AHAHAHRAFAE  

84468 222222 /)/(:)( =→+=→+=∆ EHEHEHAHAEAEH  

698422 // =×== EHEF  

84222 =×==== AMAKAEAF  

5

32
52882 =→×=×→×=× AHAHAHRAFAE )(  

***  

  .ساير تمرين ها براي مطالعه است: توجه 

 ABCDEF شش ضلعي منـتظم      : 32 تمرين

با امتداد دادن اضـلاع شـش ضـلعي         . مفروض است 

  . را ساخته ايمMNPمطابق شكل، مثلث 

  .تساوي الاضلاع است مMNPنشان دهيد: الف 

نـشان دهيــد مــساحت شـش ضــلعي، دو ســوم   : ب 

  . استMNPمساحت مثلث

HT و THدرون شـش ضـلعي عمودهـاي      Tي دلخـواه  از نقطه : پ   HT و ′  و  BCبـر   را بـه ترتيـب        ′′

EDوAF مجموع طول هاي اين سه عمود با كدام جزء از مثلث. رسم كنيدMNPبرابر است؟   

 MNP چـه كـسري از مـساحت مثلـث         TAF و   TDE و   TBCمساحت هاي مثلث هاي   مجموع  :  ت  

  :است؟ نشان دهيد

TCDTEFTABTAFTDETBC SSSSSS ++=++  

A B 

F 

E D 

C 

P 

M 

N 

E 

F 

A 

O 

H 

K 

M 
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  :حل 

  

  

  

  

  

  

  : الف 

ooo 60120
6

1804
120

6

18026 =∠=∠→=×==×−=∠==∠=∠ βα)(
... FBA  

NPMPMNPNM ==→=∠=∠→=∠ oo 6060  

  .بزرگترين قطرهاي شش ضلعي تا به شش مثلث همنهشت تقسيم شود: ب 

  

  

3

2

9

6 ==
S

S

MNPS

FABS

)(

)..(
  

  

  

  ي دلخواه درون مثلث متساوي الاضلاع برابر است با ارتفاع آن مثلثجموع فواصل هر نقطهم: پ 

hHTHTTH =′′+′+  

AFHTDEHTBCTHTAFSTDESTBCS ×′′+×′+×=++
2

1

2

1

2

1
)()()(  

)( HTHTTHaaHTaHTaTH ′′+′+×=×′′+×′+×=
2

1

2

1

2

1

2

1
  

)(MNPSha =×=
2

1
  

  :به طريق مشابه ثابت مي شود

)()()()()()( TAFSTDESMNPSTEFSTCDSTABS ++=++  

)()()( TEFSTCDSTABS ++=  

A B 

F 

E D 

C 

A B 

F 

E D 

C h 

H ′ 

H 
H ′′ 

T 

α β 

P N 

M 
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 از  BD و AC دو قطر عمود بر هم     : 33ينتمر

 ABCDچهارضـلعي  . يك دايره را رسم مي كنيم   

يك مربع است؟ چرا؟ عمود منصف هاي ضلع هـاي       

نـشان  . اين مربع را رسم كنيد تا دايره را قطع كننـد          

 منـتظم   AMBQCPDNدهيد، هـشت ضـلعي    

  .است

  

  : حل 

 مي كنند و بر هم عمودند، لـذا ايـن چهارضـلعي             ف مساوي ، همديگر را نص     ABCDقطرهاي چهارضلعي   

  .مربع است

  .لذا منتظم است.  زاويه هاي مساوي و همچنين اضلاع مساوي داردAMBQCPDNچهارضلعي 

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@  : و سروشكانال تلگرام


