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 بسوِ تؼالی

 ًْندرس ًاهِ ٍ ًکات کلیذی ٍ حل توزیي ّای فصل ّشتن پایِ 

 ػبذالله بْشادی-ػبذالْادی آراهی-سویِ اًصاری 

 

 ۺسِ دستِ ّستٌذ  ّای ٌّذسی حجن

حجن ّای هٌشَری   (۱ 

حجن ّای کرٍی   (۲ 

حجن ّای ّرهی   (۳ 

 ۺیک شکل ٌّذسی هسغح است کِ چٌیي تؼریف هی شَد ۺدایرُ

تِ یک هشخص تِ ًام هرکس ًقاعی از صفحِ است کِ ّوِ ی ایي ًقاط از یک ًقغِ  هجوَػِ 

. فاصلِ ثاتت است کِ ایي فاصلِ ثاتت ّواى شؼاع دایرُ است 

 ۺیک شکل ٌّذسی فضایی است کِ چٌیي تؼریف هی شَدۺ کرُ

کس تِ هجوَػِ ًقاعی از فضا گفتِ هی شَد کِ فاصلِ ی ّوِ آًْا از ًقغِ ای ثاتت تِ ًام هرتِ 

  .است کِ ایي فاصلِ ثاتت ّواى شؼاع کرُ است  فاصلِیک 

آیذ  ّر گاُ یک دایرُ یا ًین دایرُ را حَل قغرش دٍراى دّین کرُ تَجَد هی (کتِى

  .از دٍراى رتغ دایرُ حَل شؼاع اش یک ًین کرُ تَجَد هی آیذ  (کتِى 
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𝑽                                                      :حجن کزُ                   =
۴

۳
𝝅𝑹۳ 

𝑉             ۺرا تیاتیذ ۳حجن کرُ تِ شؼاع  (مثال  =
۴

۳
𝜋 × ۳

۳
= ۳۶𝜋 

𝑺                                                  :   هساحت کزُ              = ۴𝝅𝑹۲
 

 ۺساًتی هتر را تیاتیذ  ۵هساحت ًین کرُ چَتی تَپر تِ شؼاع  (مثال 

هساحت ًین کرُ تَپر = هساحت رٍیِ +   هساحت قاػذُ

                           =
۱

۲
 ۴𝜋𝑅۲  +  𝜋𝑅۲ = ۲𝜋𝑅۲ + 𝜋𝑅۲ = ۳𝜋𝑅۲ ⟹ ۳𝜋 × ۵

۲
= ۷۵𝜋 

 .اگز ًین کزُ تَ خالی باشذ هساحت قاػذُ را ًبایذ جوغ کٌین  (تذکز

استَاًِ بز کزُ  )اط شَد در داخل استَاًِ ای هح Rچٌاًچِ کزُ ای بِ شؼاع  (ًکتِ 

  .است  2Rُ ًیش ىاست  ٍ ًیش ارتفاع استَا 2Rقطز قاػذُ ی استَاًِ  (هحیط شَد 

 

 

حجن استَاًِ = × هساحت قاػذُ ارتفاع = 𝛑𝑹
۲
𝒉 = 𝛑𝑹

۲
 ۲𝑹 = ۲𝝅𝑹۳

 

حجن فضای خالی تیي  کرُ ٍ استَاًِ،  ۺًکتِ * 
۱

۲
. حجن کرُ است  

حجن استَاًِ  ۺًکتِ* 
۳

۲
حجن کرُ است ٍ تِ ػثارت دیگر حجن کرُ  

۲

۳
ٍ حجن استَاًِ است  

حجن فضای خالی 
1

3
 .حجن استَاًِ است 

 .را حل کٌیذسَم کلاس ٍ توریي ّای درس  در ترای یادگیری تْتر کار

۲𝑅 

۲𝑅 
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قاػذُ ی ّرم چٌذ . شکل فضایی است کِ دارای یک ٍجِ زیریي تِ ًام قاػذُ است  یک ۺّرم

رٍی هحیظ ایي چٌذ ضلؼی سغح ّایی قرار دارد کِ در یک ًقغِ تِ ًام  .هیتَاًذ تاشذضلؼی 

 .تِ ایي سغح ّا ٍجِ جاًثی گَیٌذ . رأس یکذیگر را قغغ هی کٌٌذ 

 (شَد ػوَدی کِ از رأس ترقاػذُ رسن هی عَل خظ )فاصلة رأس ّرم تا قاػذُ ّرم  ۺارتفاع ّرم

 .را گَیٌذ 

 

 

 

 ز رأس ّرم تِ ضلغ قاػذُ ارتفاع ٍارد شذُ ا  :سْن

اگز قاػذُ ّزم یک چٌذ ضلؼی هٌتظن باشذ ٍ ٍجِ ّای جاًبی آى ّن ًْشت  (ًکتِ 

. باشٌذ، ّزم را هٌتظن گَیین

کِ ٍجِ ّای جاًثی ّرم هٌتظن تا قاػذُ هثلث هتساٍی الاضلاع را گَیٌذ ۺ ٍجْی هٌتظن چْار

 .ٍ قاػذُ تا ّن ّوٌْشت تاشٌذ 

. را یال ّرم هی گَیٌذ جاًثی ٍجِ دٍ  هحل تقاعغ ّر :یال

اگز دٍ ّزم دارای قاػذُ ّای ّن هساحت ٍ ارتفاع ّای هساٍی باشٌذ، حجن آًْا  (ًکتِ

. با ّن بزابز است 

 ارتفاع سْن
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: ّزم  حجن

𝑽 =
۱

۳
𝒔𝒉                

هساحت قاػذُ = 𝒔

ارتفاع ّرم = 𝒉
  

ساًتی هتر  ۱۰اع ّرم ارتف) ؟ساتی هتر را تذست آٍریذ ۶حجن ّرم تا قاػذُ هرتِ تِ ضلغ  (مثال

 .(است

:حجن ّرم 𝑉 =
۱

۳
𝑠ℎ ⟹

۱

۳
×  ۶ × ۶ × ۱۰ = هکؼة۱۲۰    ساًتی هتر 

 

شکلی شثیِ تِ ّرم هٌتظن است  کِ قاػذُ آى تِ شکل دایرُ ٍ پای ارتفاع هخرٍط  :هخزٍط

 .هرکس ایي دایرُ است

  .یال ًذارد  هخزٍط: ًکتِ

𝑽 =
۱

۳
𝒔𝒉 ⟹

۱

۳
 𝝅𝑹۲𝒉          محج هخرٍط  

ضلؼی . ، هخرٍط تذست هی آیذُقائن زاٍیِ از دٍراى هثلث قائن الساٍیِ حَل یکی از اضلاع  (ًکتِ

 . کِ هثلث را حَال آى دٍراى دادین ارتفاع ٍ ضلغ دیگر زاٍیِ قائوِ هثلث، شؼاع هخرٍط است

 

عارتفا  هَلذ 
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 ۶حَل ضلغ  ساًتی هتر ۴ٍ  ۶حجن هخرٍط حاصل از دٍراى هثلث قائن الساٍیِ ای تِ اضلاع قائن  (هثال

. اًتی هتر را تذست آٍریذ س

𝑉   ساًتی هتر ۴ۺ شؼاع قاػذُ    ساًتی هتر  ۶ۺ ارتفاع هخرٍط =
۱

۳
𝑠ℎ ⟹

۱

۳
× π × ۴

۲
× ۶ = ۳۲𝜋 

هی تَاى با قسوتی اس دایزُ هخزٍط ساخت کِ در ایي صَرت شؼاع ایي دایزُ،  (ًکتِ

هَلذ هخزٍط خَاّذ بَد 

ساختِ این حجن  ۴ساًتی هتز، هخزٍطی بِ شؼاع قاػذُ ی  ۵با قسوتی اس دایزُ بِ شؼاع   (هثال

 .هخزٍط را بیابیذ

 

 

 

  𝑂𝐻۲ = ۵
۲
− ۴

۲
= 25 − 16 = 9 

𝑂𝐻 =  9 = 3 

   𝑉 =
۱

۳
 𝜋𝑅۲ℎ =

۱

۳
× π × ۴

۲
× ۳ = ۱۶𝜋 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۵ 

O 

H 

۵ 

۴ 
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                              𝑉 = 𝑠ℎ              
هساحت قاػذُ = 𝑠

ارتفاع هٌشَر = ℎ
                                  م هٌشَرحج  

  ارتفاع ×هحیظ قاػذُ ۺ هساحت جاًثی هٌشَر

۲هساحت جاًثی ۺ هساحت کل هٌشَر  تراتر هساحت قاػذُ +

 

𝑉حجن هکؼة  = 𝑎۳   تِ ضلغ 

𝑆 هساحت کل هکؼة تِ ضلغ = ۶𝑎۲   

𝑆هساحت جاًثی هکؼة  = ۴𝑎۲   تِ ضلغ 

 

𝑉     ۺa  ٍb  ٍcحجن هکؼة هستغیل تِ اضلاع  = 𝑎 × 𝑏 × 𝑐 

𝑆   ۺa  ٍb   ٍcهساحت کل هکؼة هستغیل تِ اضلاع  = ۲𝑎𝑏 + ۲𝑎𝑐 + ۲𝑏𝑐 
 
 

 

1: هساحت جاًبی ّزم

2
 سْن ×هحیط قاػذُ ×  

  .هساحت جاًبی ّزم با قاػذُ هزبغ سیز را هحاسبِ کٌیذ  (مثال

 

 

سْن
2

= 132 − 52 ⟹ سْن
2

= 144  ⟹ سْن = 12 

هحیظ قاػذُ = 4 × 10 = 40 

هساحت جاًثی ّرم =
1
2

× 40 × 12 = 240 

 

 

 

a a 
a 

a b 𝒄 

 سْن

10 

13 
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 ًوًَِ سَالات اهتحاًی  فصل ّشتن 

  .ساًتی هتر را تیاتیذ ۱۰حجن کرُ ای تِ شؼاع  -

                                        𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3 =

4

3
× 𝜋 × 103 =

4000

3
𝜋 

  .ساًتی هتر راتیاتیذ ۲۰شؼاع هساحت ًین کرُ چَتی تَپر تِ  -۲

𝑆 ًین کرُ تَپر = 3𝜋𝑅2 = 3 × 𝜋 × 202 = 1200𝜋 

 .ساًتی هتر را تیاتیذ ۲۰هساحت ًین کرُ تَ خالی تِ شؼاع  -۳

𝑆 ًین کرُ = 2𝜋𝑅2 = 2 × 𝜋 × 202 = 800𝜋 

را پر از آب کردُ ٍ آب آى را در ظرف استَاًِ  cm ۲۰یک کاسِ تِ شکل ًین کرُ ٍ تِ قغر  -۴

  ارتفاع آب در استَاًِ چقذر است؟. ریسین هیcm۲0 کل تِ قغرای ش

شؼاع کاسِ = 20 ÷ 2 = 10𝑐𝑚                   ًِشؼاع استَا = 20 ÷ 2 = 10𝑐𝑚 

2
3
𝜋𝑅3 = 𝜋𝑅ℎ2 ⟹

2
3
𝑅 = ℎ ⟹ ℎ =

2
3

× 10 =
20
3

 

است شؼاع ًیوکرُ ٍ حجن آى را تذست  300πهساحت کل ًین کرُ چَتی تَپری تراتر تا  -۵

 . آٍریذ

3𝜋𝑅2 = 300𝜋 ⟹ 𝑅2 =
300
3

= 100 ⟹ 𝑅 =  100 = 10 

4
3
𝜋𝑅3 =

4
3
𝜋103 =

4000
3

𝜋 
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حجن فضای خالی . قرار هی دّین  cm۸را درٍى کردُ ای تِ شؼاع  cm ۴کرُ ایی تِ شؼاع  -6

 .را تذست آٍریذ

𝑉 کرُ کَچک =
4
3
𝜋𝑅3 =

4
3

× 𝜋 × 43 =
256
3

𝜋 

𝑉 کرُ تسرگ     =
4

3
× 𝜋 × 83 =

2048

3
𝜋  

فضای خالی =
2048

3
π −

256

3
π =

1792

3
π  

. است شؼاع ٍ حجن کرُ را تذست آٍریذ 144πهساحت رٍیِ یک کرُ تراتر تا  -۷ 

4π𝑅2 = 144π ⟹ R2 =
144

4
= 36                   R =  36 = 6  

𝑉 حجن =
4

3
𝜋𝑅3 =

4

3
× 𝜋 × 63 = 288𝜋  

. ٍ هساحت رٍیِ آى چِ تغییری هی کٌذ  ،حجنتراتر کٌین ۳یی را اگر شؼاع کرُ ا -۸

 شَدهی (32)تراتر   9رسذ تٌاترایي هساحت هی 2چَى در هساحت شؼاع تِ تَاى 

 .شَدهی (33)تراتر  27رسذ تٌاترایي حجن هی 3ٍلی چَى در حجن شؼاع تِ تَاى 

. ساختِ این حجن هخرٍط را تیاتیذ  cm ۶اع ، هخرٍعی تِ شغcm  ۱۰تا قسوتی از دایرُ تِ شؼاع  -۹

ℎ2 = 102 − 82 = 100 − 36 = 64 ⟹ h =  64 = 8  

𝑉 هخرٍط =
1
3
𝑆ℎ =

1
3

× 𝜋 × 62 × 8 = 96𝜋 

 

حجن فضای خالی تیي کرُ ٍ استَاًِ چقذر . ای هحاط شذُ استدرٍى استَاًِ 3ای تِ شؼاع کرُ -10

ℎ  استَاًِ                                      است؟ = 3 × 2 = 6 

𝑉 استَاًِ = 𝜋𝑅2ℎ = 𝜋 × 32 × 6 = 54𝜋           فضای خالی =
1
3

× 54π = 18π 
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هی تاشذ ٍ ارتفاع  cm ۸حجن ّرهی را حساب کٌیذ کِ قاػذُ ی آى هثلث هتساٍی الاضلاع تِ ضلغ  -11

. هی تاشذ cm ۱۲ّرم 

𝟑 اس رابطِ  aالاضلاع بِ ضلغ هساحت هتساٍی: ًکتِ

𝟒
𝒂𝟐 آیذبذست هی. 

𝑆 هثلث =
 3

4
× 82 = 16 3  

𝑉 ّرم =
1

3
𝑆ℎ =

1

3
× 16 3 × 12 = 64 3  

ٍ ارتفاع ّرم  cm  ۸آى  قاػذُ است قاػذُ ّرم هستغیل شکل است ٍ عَل cm ۱۰قغر قاػذُ ّرم  -۱۲

. حجن ّرم را تذست آٍریذ . است  cm ۱۵تراتر تا 

ػرض هستغیل = 𝑥 ⟹ 𝑥2 = 102 − 82 = 100 − 64 = 36 ⟹ 𝑥 =  36 = 6  

𝑆 هساحت هستغیل = 8 × 6 = 48           𝑉 =
1

3
𝑆ℎ =

1

3
× 48 × 15 = 240  

ساًتی  18ساًتی هتر ٍ ارتفاع ّرم  ۸ٍ  ۱۰حجن ّرهی را حساب کٌیذ کِ قاػذُ آى لَزی تِ قغرّای  -۱۳

 .هتر تاشذ 

𝑆  لَزی =  
8×10

2
= 40  

𝑉 ّرم =
1

3
𝑆ℎ =

1

3
× 40 × 18 = 240  

 

. حجن شکل هقاتل را تذست آٍریذ  -۱۴

 

𝑉 هکؼة = 12 × 12 × 12 = ℎ ّرم       1728 = 20 − 12 = 8 

𝑉 ّرم =
1
3

× 12 × 12 × 8 = 𝑉 کل              384 = 1728 + 384 = 2112 

 

 

 

۲۰ ۱۲ 

۱۲ 
۱۲ 
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 .را تذست آٍریذ  cm ۵حجن ٍ هساحت کل هکؼة تِ ضلغ  -۱5

𝑉 هکؼة = 5 × 5 × 8 = 125 

𝑆   هکؼة = 6 × 5 × 5 = 150  

هی  cm۶ ٍcm۸ ٍcm۴حجن ٍ هساحت کل هکؼة هستغیلی کِ عَل ٍ ػرض ٍ ارتفاع آى تِ ترتیة -۱6

 .تاشذ را تذست آٍریذ

𝑉 هکؼة = 4 × 6 × 8 = 192 

𝑆 هکؼة = 2 6 × 4 + 2 4 × 8 + 2 6 × 8 = 48 + 64 + 96 = 208  

 

 (ساًتی هتر است10قغر استَاًِ ).حجن شکل هقاتل را تذست آٍریذ  -۱7

𝑉 استَاًِ = 𝜋𝑅2ℎ = 𝜋 × 52 × 12 = 300𝜋     

ℎ هخرٍط    = 16 − 12 = 4 

𝑉 هخرٍط =
1
3
𝜋𝑅2ℎ =

1
3

× 𝜋 × 52 × 4 =
100
3

𝜋 

𝑉 کل = 300𝜋 +
100
3

𝜋 =
1000

3
𝜋 

ساًتی هتر  ۸ساًتی هتر حَل ضلغ قائن  6cm  ٍ8cm قائن ى یک هثلث قائن الساٍیِ تِ اضلاعاز دٍرا -18

 هخرٍط. آى چِ شکلی تَجَد هی آیذ؟ حجن حاصل را تذست آٍریذ

ℎ = 8          𝑅 = 6  

𝑉 هخرٍط =
1
3
𝑆ℎ =

1
3

× 𝜋 × 62 × 8 = 96𝜋 

 

 

۱۰𝑐𝑚 

۱۲𝑐𝑚 
۱۶𝑐𝑚 


