
  واحدهاي اندازه گيري زاويه : درس اول 

به ياد مي آوريد كه براي اندازه گيري زاويه از درجه اسـتفاده             . در سالهاي گذشته با مفهوم زاويه آشنا شده ايد        

استفاده از درجه در برخي موارد مـشكلاتي را         . در واقع درجه يكي واحدهاي اندازه گيري زاويه است        . مي شود 

در اينجا در پي آن هستيم كه راديان را بـه عنـوان      .  از واحد هاي ديگر نيز استفاده مي شود        به همراه دارد، لذا   

  . ضروري است ،سائلاستفاده از راديان در برخي م. واحد ديگر اندازه گيري زاويه معرفي نماييم

  آشنايي با راديان: قسمت اول 

كـه طـول   ي مركزي از يك دايره اسـت  ي زاويهيك راديان برابر اندازه   

  . برابر شعاع دايره باشد،كمان روبرو به آن زاويه

radrAB 1=↔=
∩

α  

  

  

ي ي زاويه اندازه.  سانتي متر مي باشند    10 سانتي متر، طول كماني برابر       5 در يك دايره به شعاع        :1تمرين  

  .مركزي روبرو به اين كمان را برحسب راديان به دست آوريد

ي ي زاويـه  اندازه.  سانتي متر مي باشند    12 سانتي متر، طول كماني برابر       2 شعاع    در يك دايره به     :2تمرين

  .مركزي روبرو به اين كمان را برحسب راديان به دست آوريد

ي طول كمان روبرو به آن زاويه بر اندازه ي يك زاويه بر حسب راديان برابر خارج قسمت اندازهاندازه : 1نتيجه

  .ي شعاع آن است

r

l=θ  

  . راديان استπ2برابر r به شعاعدايرهيك محيط نشان دهيد كه  : 3تمرين 

  :حل 

rad
r

r

r

l ππ
2

2 ==  

r O 

B 

A 
α 
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 2ي صفحه

تعيين كنيد ) ربع دايره(  درجه 90ي زاويه مركزي به كمك محيط دايره و با تشكيل تناسب، اندازه  :4تمرين

  ند راديان است؟ كه چ

  :حل 

rad
2360

90290

2

360 ππα
απ

=×=→=  

را ) نـيم دايـره   (  درجـه    180ي زاويـه مركـزي      به كمك محيط دايره و با تشكيل تناسب، انـدازه           :5تمرين

  .برحسب راديان تعيين كنيد

 درجه را بر حسب راديان به دسـت  30ي ي زاويهبه كمك محيط دايره و با تشكيل تناسب، اندازه       :6تمرين

  .وريدآ

 درجه را بر حسب راديان به دست 270ي ي زاويه به كمك محيط دايره و با تشكيل تناسب، اندازه :7نتمري

  .آوريد

  . راديان استπ2 درجه و360برابر ) دوران كامل(دايره  يك : 2نتيجه

  :تمرين براي حل 

  .ب راديان به دست آوريد درجه را برحس45 درجه و 120ي زاويه هاي اندازه : 8

ي زاويه هاي اندازه : 9
3

2π
 راديان و  

4

5π
  .راديان را برحسب درجه به دست آوريد 

 سـانتي متـر   9راديان و طول كمان روبرو به آن زاويـه  /51ي مركزي در يك دايره     ي يك زاويه   اندازه  :10

  .ي شعاع دايره را بدست آوريداندازه. است

ي ي دقيقه شمار ساعت به اندازه   حساب كنيد كه چه مدت طول مي كشد تا عقربه           :11
2

5π
 راديـان دوران  

  كند؟

***  

  

  



  علوم تجربي11ي پايه................................................................. 2آموزش رياضي 

 3ي صفحه

  ي بين  راديان و درجهرابطه : مودقسمت 

ي زير بين رابطهبا تشكيل تناسب مي توان، .  مي باشدπ2 درجه و360نظر به اينكه يك دايره كماني برابر

  .ن كردايبي زاويه بر حسب راديان ي زاويه بر حسب درجه و اندازهاندازه

π2360

RD =  

  . استفاده مي شودزيري ي زاويه از رابطه براي تبديل واحد هاي اندازه:نتيجه 

π
RD =

180
  

  .ي اين زاويه را بر حسب راديان به دست آوريد درجه است، اندازه30ي زاويه اي اندازه :10تمرين

  .ي اين زاويه را بر حسب راديان به دست آوريد درجه است، اندازه-90ي زاويه اي اندازه :11تمرين

ي زاويه اي اندازه :12تمرين
3

2π
  .را بر حسب درجه به دست آوريدي اين زاويه  راديان است، اندازه

ي آن بر حسب راديان برابر ، اندازهي آن يك درجه باشداي كه اندازهزاويه :نتيجه 
180
π بنابراين .است:   

180
π يك درجه = راديان 

فرض كنيـد بـرف پـاكن، كمـاني بـه           . ي متر است   سانت 24 طول برف پاك كن عقب اتومبيلي         :13تمرين  

  . درجه طي مي كند120ي اندازه

  .ي كمان را برحسب راديان به دست آوريداندازه: الف 

143(طول كمان طي شده توسط نوك برف پاكن چند سانتي متر است؟ : ب  /=π(  

  :حل 

3

2

180

120

180

π
ππ

=→=→= R
RRD

  الف (

r

L=θ) ب  

 cmL
L

245016
3

242

243

2
/≈=×=→= πππ
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 4ي صفحه

يـك تـسمه دو قرقـره بـه          در شكل مقابل،    :14تمرين  

 . كرده است  ل سانتي متر را به هم وص      5/2 و 10شعاع هاي 

ي بزرگتـر  بررسي كنيد كـه وقتـي قرقـره       
2

π
 راديـان مـي     

 .) قـرار مـي گيـرد     ′Pدر موقعيت Pييعني نقطه ( ،  چرخد

radrad (ي كوچكتر چند راديان مي چرخد؟قرقره 143 /=π(  

  .ي بزرگتر طي مي كند، به دست مي آوريم بر روي محيط قرقرهPيابتدا مسافتي را كه نقطه: حل 

cmRPP
R

PP
7155

2
10 /==×==′→

′
=

∩
∩

ππθθ  

.  سانتي متر حركت مي كنـد π5ي كوچكتر نيز پس قرقرهچون دو قرقره با يك تسمه به هم متصل هستند،     

  :براي اين قرقره داريم

rad
r

L ππα 2
52

5 ===
/

  

 Qيي كوچك تر يك دور كامل مي چرخد و نقطـه          ي بزرگتر ربع دور مي چرخد، قرقره      بنابراين وقتي قرقره  

  .به مكان خود باز مي گردد

 ايستگاه فـضايي بـين المللـي را مطـابق شـكل            :15تمرين  

 كيلـومتري  400ي تقريبـي  مقابل در نظر بگيريد كه در فاصـله      

اين ايستگاه توسط ايستگاه    . ي زمين قرار دارد   بالاي سطح كره  

ي  كه با مركز زمـين زاويـه       Bي تا نقطه  Aي  زميني از نقطه  

اين ايستگاه  تعيين كنيد كه    . شودمي  رصد   درجه مي سازد،     45

 پوشش مي دهد؟ شعاع ′Bتا ′Aچه مسافتي را در مدار خود از

  .لومتر فرض كنيدي ك6400تقريبي زمين را 

  :حل 

radR
RRD

44180

45

180

παπ
ππ

=∠→=→=→=  

cm10 

cm52 / 

P 

P′ 
2

π
 Q 
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 5ي صفحه

kmBA
BABA

r

L
5338

4

6800

6800440064004
≈=′′→

′′
=→

+
′′

=→=
∩

∩∩
πππα  

  :تمرين براي حل 

 بعد از ظهر حركت مـي كنـد را          3 بعد از ظهر تا      1ي ساعت شمار از ساعت      ي زاويه اي كه عقربه     اندازه  :16

  .برحسب درجه و راديان بيان كنيد

 ي زاويه اي اندازه :17
20

π
  .ب درجه به دست آوريدي اين زاويه را برحساندازه.   راديان است

ي مثلثاتي رسم كنيد و روي آن زاويه هاي منطبق بر محور هاي مختصات را برحسب راديان  يك دايره :18

  .مشخص كنيد

  . جدول زير را كامل كنيد :19

  135  سب درجهرحزاويه ب
  

  
  15  

زاويه بر حسب 

  راديان
  

4

π−  
3

2π
    

  

  . درستي يا نادرستي جملات زير را بنويسيد: 20

143برابريباً تقر ، راديانπيطول كمان روبرو به زاويه،  سانتي متر1در دايره اي به شعاع ) الف  سانتي متر /

  .است

يانتهاي كمان زاويه) ب
5

6π
  .ي مثلثاتي قرار داردايره راديان ، در ربع دوم د

ي اين مثلـث ،     ي قاعده  راديان باشد، آنگاه اندازه    1ي بين دو ساق مثلث متساوي الساقيني برابر         اگر زاويه ) ج  

  .ي هر يك از ساق هاي آن استكوچكتر از اندازه

زاويه هاي) د
3

2π
 راديان و 

9

π
 راديان و

36

7π
  . راديان ، زاويه هاي يك مثلث را تشكيل مي دهند

***  
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 6ي صفحه

 جداول مقادير نسبت هاي مثلثاتي تعدادي از زاويه ها

  زاويه هاي مهم) الف

2

π
  

3

π
  

4

π
  

6

π
  برحسب راديان  0  

  برحسب درجه  0  30  45  60  90

  زاويه

1  
2

3
  

2

2
  

2

1
  0  sin  

0  
2

1
  

2

2
  

2

3
  1  cos  

  1  3  نامعين
3

3
  0  tan  

0  
3

3
  cot  نامعين  3  1  

  . مقدار عبارت زير را تعيين كنيد :21تمرين

2
4

6
3

46
2

ππππ
sincostansin +−+=A  

  زاويه هاي مرزي) ب

π2  
2

3π
  π  

2

π
  برحسب راديان  0  

  برحسب درجه  0  90  180  270  360

  زاويه

0  1-  0  1  0  sin  
1  0  1-  0  1  cos  
  tan  0  نامعين  0  نامعين  0

  cot  نامعين  0  نامعين  0  معيننا
  . مقدار عبارت زير را تعيين كنيد :22تمرين

2

3
423

4
2

2

πππππ
sintantancossin +−−=B  

***  

   جابر عامري: تهيه كننده 
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 7ي صفحه

    روابط تكميلي بين نسبت هاي مثلثاتي  :دومدرس  

علاوه بر يادآوري تعدادي از روابط مثلثاتي سال قبل، روابط جديدي نيز بين نسبت هاي مثلثاتي               در اين درس    

   .معرفي مي نماييم

   يادآوري تعدادي از روابط مثلثاتي : قسمت اول 

ي  و انـدازه   اي است كه مركـز آن مبـدأ مختـصات         ، دايره مي دانيد 

ي ي مثلثـاتي يـا دايـره    را دايـره ،شعاع آن يك واحـد طـول باشـد    

  .استاندارد مي نامند

 را مبـدأ    Aيي مثلثاتي بـراي تـشكيل زاويـه، نقطـه         در هر دايره  

مركز دايـره    را حول    Aينقطهحال اگر   . حركت در نظر مي گيرند    

 در ايــن صــورت زاويــه ، بدســت آيــدBيتــا نقطــهدوران دهــيم 

  .حاصل مي شود AOBي

  : تذكر 

اگر دوران در خلاف جهـت حركـت عقربـه هـاي سـاعت          : 1

باشد، زاويه را مثبت و اگر درجهت حركت عقربه هاي سـاعت            

  .باشد، زاويه را منفي در نظر مي گيرند

اگر .  دوران داده نشود، زاويه صفر مي باشد       Aي اگر نقط  : 2

يـك دوران كامـل   . ي خود بر مـي گـردد     ليه را به اندازه ي يك دور كامل دوران دهيم به محل اوA            ينقطه

  . مي دهد تشكيلرا  π2 يا  درجه360زاويه اي برابر 

ي زاويه  :1تمرين
4

3π
ي زاويـه را روي دايـره     اين  ي مثلثاتي قرار مي گيرد؟         راديان ، در كدام ربع از دايره       

  .مشخص كنيدمثلثاتي 

  

  

  

O A 

B 

1 
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 8ي صفحه

ي مثلثـاتي نيـز     بر اين اساس مي توان نسبت هاي مثلثاتي را روي دايـره           

  .تعريف كرد

),(ياگر نقطه  oo yxA  در اين حالت   . استاندارد قرار گيرد  ي   روي دايره

  :مي توان نوشت

1== rOA  

o
oo x

x

r

x
===

1
θcos              و              o

oo y
y

r

y
===

1
θsin  

θ
θθ

sin

cos
cot ==

o

o

y

x
                 و               

θ
θθ

cos

sin
tan ==

o

o

x

y
  

  : مي توان نوشتOAHييهواغورس در مثلث قائم الزاي فيثهمچنين با توجه به رابطه

122222 =+→=+ θθ sincosryx oo  

به همين جهت است كه محور طول ها را محور كسينوس ها و محور     

    . عرض ها را محور سينوس ها مي نامند

گاهي لازم مي شود، كه علامت نـسبت هـاي مثلثـاتي را در نـواحي               

مي توان جدول زير را     با توجه به تعريف قبل      . اشيممتخلف را داشته ب   

تنظيم ي مثلثاتي   براي تشخيص علامت نسبت هاي مثلثاتي در دايره       

  1.نمود

    لربع او  مربع دو  مربع سو  چهارم ربع

-  -  +  +  sin  

+  -  -  + cos  

-  + -  + tan  

-  + -  + cot  

  

  

                                                 
ب نواحي و فقط براي خانه هاي مثبت نسبت هاي سينوس ، كسينوس يبرخي براي حفظ كردن علامت هاي جدول ، به ترت.  1

  . استفاده مي كنندهستككلمه ي ، از حروف و تانژانت 

θ 
H 

A K 

O 

cos 

sin 

Ι  

IV  

II 

III 
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 9ي صفحه

  . ، مي توان اتحاد هاي زير را بيان نمودتيي مثلثابا توجه به تعريف نسبت هاي مثلثاتي در دايره

α
α

2

2 1
1

sin
cot =+. 5  

α
αα

sin

cos
cot =. 3  1

22 =+ αα cossin. 1  

1=αα cot.tan. 6  
α

α
2

2 1
1

cos
tan =+. 4  

α
αα

cos

sin
tan =. 2  

  :در اين صورت. اه باشدي دلخو يك زاويهα اگر: نتيجه 

αα 22 1 sincos ααب                                      (=− 22 1 cossin   الف (=−

α
α

tan
cot

                                                 د  (=1
α

α
cot

tan
  ج (=1

ي ه سينوس و كسينوس هر زاويه ، عددي است كه در فاصـله           همچنين با توجه به تعاريف فوق واضح است ك        

],[   . قرار مي گيرد−11

 11 ≤≤− θsin  11  و ≤≤− θcos  

ي مثلثاتي باشد و     وم دايره س در ربع    θي اگر يك ضلع زاويه     :2تمرين  
3

1−=θsin ساير نـسبت    . باشد 

  .هاي مثلثاتي اين زاويه را تعيين كنيد

  . را تعيين كنيدαي ، ساير نسبت هاي مثلثاتي زاويهαcos<0 وαcot=−2 اگر :3تمرين 

  :تمرين براي حل 

 اگر  :4
5

4−=xcos 0 و>xsinيبت هاي مثلثاتي ديگر زاويه نسxرا بيابيد .  

  . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد :5

 =×−
436

πππ
sintancot) الف  

=++
−

+
)(sin)(cos

)(cos)(cot

)(sin)(tan
7575

34

46 22

22

22

ππ

ππ

  ب (

***  
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 10ي صفحه

  نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي قرينه: قسمت دوم 

با توجه به شكل مقابل بين نسبت هـاي         . ي آن است   قرينه −αمثلثاتي باشد، ي  يك زاويه روي دايره   αاگر

ي زيـر وجـود      رابطـه  −αي آن يعنـي    و قرينه  αيويهامثلثاتي ز 

  .دارد

)cot()cot(

)tan()tan(

)cos()cos(

)sin()sin(

αα
αα

αα
αα

−=−
−=−

=−
−=−

  

  

  .جه را به دست آوريد  در-30ي  نسبت هاي مثلثاتي زاويه :6تمرين

  . حاصل عبارت هاي زير را به دست آوريد :7تمرين 

=−+−×− )tan()cos()cos(
463

πππ
  الف (

=
−−−
−+−

)cos()sin(

)sin()cos(
oo

oo

360180

27090
  ب (

 =−+− )tan()cot(
36

ππ
  ج  (

=−×−+−×− )sin()sin()cos()cos( oooo   د (60456045

  

***  
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 11ي صفحه

  نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي مكمل: قسمت سوم 

ي دو زاويه α و βاگر.  باشد 2 راديان π درجه يا  180هرگاه مجموع اندازه هاي آنها    دو زاويه را مكمل گويند،      

πβαمكمل باشند، در اين صورت مي توان نوشت،    كه از آن نتيجه مي شود،+=

απβ −=  

ي زيـر را     با توجه به شكل مقابل، مي تـوان رابطـه          β و مكمل آن يعني    αيهاي مثلثاتي زاويه  بين نسبت   

  :نوشت 

  

)cot()cot(

)tan()tan(

)cos()cos(

)sin()sin(

ααπ
ααπ
ααπ

ααπ

−=−
−=−
−=−

=−

   

  

  

  . مكمل هر يك از زاويه هاي زير را مشخص كنيد :8تمرين

4

π−
     د                   (

12

π
  الف (o75ب                   (o25ج                     (

  . حاصل هر يك از نسبت هاي مثلثاتي زير را تعيين كنيد:9تمرين 

=− )cot( o120) ت  =
3

2π
tan) الف  

=)cos( o135) ث  =
4

3π
cos)  ب  

  =o120sin) پ  

يزاويه نسبت هاي مثلثاتي  :10تمرين
6

5π
  .اديان را به دست آوريدر 

                                                 
ππبه طور كلي مجموع آنها  و  . 2 +k2راديان باشند .  
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 12ي صفحه

   راديانπنسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي با اختلاف: قسمت چهارم 

در اين صـورت مـي تـوان        .  راديان شود  π درجه يا    180 طوري باشند كه اختلاف آنها     α و β دو زاويه  اگر

παβنوشت،    كه از آن نتيجه مي شود،−=

απβ +=  

  :ي زير را نوشت  مي توان رابطهلذا

  

)cot()cot(

)tan()tan(

)cos()cos(

)sin()sin(

ααπ
ααπ

ααπ
ααπ

=+
=+

−=+
−=+

   

  

  . درجه را به دست آوريد225ينسبت هاي مثلثاتي زاويه  :11تمرين

  . حاصل هر يك از نسبت هاي مثلثاتي زير را تعيين كنيد :12تمرين

=
4

5π
cot) الف  

=− )cos(
3

4π
  ب  (

=o225sin) پ  

=)tan( o225) ت  

=− )sin(
6

7π
  ث (

ي نسبت هاي مثلثاتي زاويه :13تمرين
6

7π
  . را به دست آوريدراديان 
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 13ي صفحه

  نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي متمم: م پنجقسمت 

 درجه يا  90دو زاويه را متمم گويند، هرگاه مجموع اندازه هاي آنها         
2

π
ي دو زاويـه  α و βاگـر .  باشد 3 راديان 

متمم باشند، در اين صورت مي توان نوشت،
2

πβα    كه از آن نتيجه مي شود،+=

απβ −=
2

  

ي زيـر را     با توجه به شكل مقابل، مـي تـوان رابطـه           β و متمم آن يعني    αيبين نسبت هاي مثلثاتي زاويه    

  :نوشت 

)tan()cot(

)cot()tan(

)sin()cos(

)cos()sin(

ααπ

ααπ

ααπ

ααπ

=−

=−

=−

=−

2

2

2

2

  

  

  .متمم زاويه هاي زير را تعيين كنيد : 14تمرين 

o25− )          ب                           
7

π
  الف (

 اگر :15تمرين
4

26
15

−=osin،حاصل تساوي زير را تعيين كنيد .  

=)cos( o75   

  .تساوي هاي زير را كامل كنيد  :16تمرين

)cot(tan =
14

5π
cos(sin(                                 ب ( =o72) الف  

                                                 

و به طور كلي مجموع آنها .  3
2

2
π

π +kراديان باشند .  
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 14ي صفحه

نسبت هاي مثلثاتي زاويه هاي با اختلاف: قسمت ششم 
2

π
   راديان

 درجه يا    90 طوري باشند كه اختلاف آنها     α و β دو زاويه  اگر
2

π
در ايـن صـورت مـي تـوان         .  راديان شود  

نوشت،
2

παβ    كه از آن نتيجه مي شود،−=

απβ +=
2

  

  :ي زير را نوشت ابطه مي توان رلذا

)tan()cot(

)cot()tan(

)sin()cos(

)cos()sin(

ααπ

ααπ

ααπ

ααπ

−=+

−=+

−=+

=+

2

2

2

2

   

  . حاصل هر يك از نسبت مثلثاتي زير را تعيين كنيد :17تمرين

=)sin(
3

2π
   

  . درجه را به دست آوريد135ي نسبت هاي مثلثاتي زاويه :18تمرين

  

***  
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 15ي صفحه

   راديانπ2ا تفاضل نسبت هاي مثلثاتي با مجموع ي: قسمت هفتم 

در اين صورت مـي تـوان       .  راديان شود  π2 درجه يا    360 طوري باشند كه اختلاف آنها     α و β دو زاويه  اگر

παβنوشت،    كه از آن نتيجه مي شود،−=2

απβ += 2  

  :ي زير را نوشت  مي توان رابطهلذا

)cot()cot(

)tan()tan(

)cos()cos(

)sin()sin(

ααπ
ααπ
ααπ

ααπ

=+
=+
=+
=+

2

2

2

2

  

  . حاصل هر يك از نسبت مثلثاتي زير را تعيين كنيد :19تمرين

=)sin( o405)  الف  

=)cos(
3

5π
  ب( 

***  

  ي نسبت هاي مثلثاتيروش سريع محاسبه

مي توان روابط ديگري را بررسي كرد كه به طور مختصر اين روابط را بـه                 آنچه كه تاكنون داشتيم   بر اساس    

  .شكل زير عنوان مي كنيم

  . باشد، نسبت مثلثاتي تغيير نمي كندπي مثلثاتي شامل مضرب هاي صحيحاگر زاويه )الف

 را حذف كرد ولي اگر مـضربهاي  πدر نسبت هاي مثلثاتي سينوس وكسينوس مي توان مضربهاي زوج  )ب  

  . را حذف كنيم،بايد پس از حذف يك علامت منفي جلوي نسبت مثلثاتي قرار دهيمπفرد

  :مثلاً

αααπ
ααπ

ααπ

sin)sin()sin(

cos)cos(

sin)sin(

=−−=−
−=+

=+

3

3

2
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 16ي صفحه

  . مي توان حذف كرد راπ در نسبت هاي مثلثاتي تانژانت و كتانژانت تمام مضربهاي صحيح)ج

  :مثلاً

αααπ
ααπ

cot)cot()cot(

tan)tan(

−=−=−
=+

3

2
  

 در تمام نسبت هاي مثلثاتي مي توان)د
2

π
 و 

2

3π
  : را حذف كرد ولي پس از حذف بايد

  سينوس را به كسينوس و تانژانت را به كتانژانت تغيير داد و برعكس. 1

ي مثلثاتي پيدا ي مثلثاتي در آن واقع است را روي دايره، ربعي كه زاويهαي با فرض حاده بودن زاويه. 2

  .جلوي نسبت مثلثاتي جديد قرار دهيم كرده و علامت نسبت مثلثاتي آنرا مشخص نموده و

  :مثلاً

م                 ربع دوααπ
cos)sin( +=+

2
  

م                ربع سوααπ
sin)cos( −=−

2

3
      

ل                   ربع اوααπ
cot)tan( +=−

2
     

  : آنگاه همواره داريم∋Nn اگر :1 توجه

ααπ tan)tan( =+n  ααπ sin)()sin( nn 1−=+  

ααπ cot)cot( =+n  ααπ cos)()cos( nn 1−=+  

  . بالا همواره داريم با توجه به قواعد :2توجه

ααπ
tan)cot( =−

2
  ααπ

sin)cos( =−
2

  

ααπ
cot)tan( =−

2
  ααπ

cos)sin( =−
2

  

***  
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 17ي صفحه

   . تساوي هاي زير را كامل كنيد:20تمرين

=− )cos( o150) 4  =o
120tan) 1  

=− )sin( απ
2

13
) 5  =)cos( o135)  2  

 =− )sin( πα 3) 6  =)cot( o210) 3  

  

  . تساوي زير را ثابت كنيد :21تمرين

31352103021352 =−−− )tan()cos().cot()sin( oooo  

  .ي مناسب قرار دهيد يك زاويهx در تساوي زير به جاي :22 تمرين

 )cos()sin( xx += o10   

  :پس . يد متمم همديگر باشند دو زاويه با:حل 

408029010 =→=→=++ xxxx  
  

***  

  :تمرين براي حل

  . مقدار دقيق عبارت هاي زير را به دست آوريد :23

)cos(
3

25π
)tan(=                         ج(  π

6

11
)sin(=                         ب( 

4

3π
  الف(

0ن دهيد كه  نشا :24
2

=−+− )cos()sin( θπθπ
  

  . مقدار عددي هر يك از عبارت هاي زير را به دست آوريد :25

=−− )tan()cot()tan( ooo   الف(13515030

=
+−×

×−+×
)tan()cos()cos(

)sin()cos()cos()sin(
ooo

oooo

45135225

30270120240
  ب(

)tan(...)tan()tan()tan( حاصل: 26 oooo 180604020   . را به دست آوريد++++
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 18ي صفحه

 حاصل  :27
)cos(

)sin(
o

o

2401

300

−
  . را به دست آوريد

  .عددي عبارت مقابل را تعيين كنيد مقدار  :28

                          
)tan(

)sin()cos(
o

oo

45

150240

−
−+=A  

  . درستي تساوي هاي زير را ثابت كنيد :29

  الف (

1
2

2
22

=+×−+−×−+−×+ )tan()tan()sin()cos()cos()sin( xxxxxx
πππππ

  

)cos()cos()cos()sin()sin( ooooo 20160221555703   ب(+++=

  .       زير را ثابت كنيدي رابطه :30

040504101402230 =+−++− )sin()cos()sin()sin()sin( ooooo  

   براي كسينوس چطور؟مي توان يافت كه سينوس يكسان داشته باشند؟ چرا؟ آيا دو زاويه  :31

  . درستي تساوي هاي زير را بررسي كنيد :32

)sin()sin( oo 60840   الف (=

)cos()cos( oo 36324   ب (−=

)tan()tan( oo 801000   ج (−=

)sin()sin( oo 155875   د (=

  .ي مناسب قرار دهيد يك زاويهx در تساوي هاي زير به جاي :33

 )cos()sin( xx += o20) الف  

)cot()tan( xx +=+
9

2

18

ππ
  ب  (

***  
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 19ي صفحه

    توابع مثلثاتي  :ومسدرس  

 مثال زير را حل مي ، توابع مثلثاتي،قبل از ورود به بحث

  .كنيم

ي آن  يك شهر بازي چرخ و فلكي دارد كه شـعاع دايـره           

ي اين چرخ و فلك تـا  ي مركز دايرهفاصله.  متر است 15

واضح است كه ارتفاع هر كابين .  متر است20سطح زمين 

 تغيير مي كند و بـراي  αي با تغيير زاويه  Aكابين مانند

  :ارتفاع كابين مي توان نوشت

ααα sinsin.sin 15==→= OAOH
OA

OH
  

αsin1520 +=+== OHOKKHh  

αsin1520 +=→ h  

  .ر پاسخ دهيد با توجه به اين تابع به سئوالات زي. مي نامندتابع مثلثاتيهر تابع مشابه تابع فوق را يك 

  . را به دست آوريدo120=αارتفاع كابين را وقتي كه: الف

  .مقدار حداقلي و مقدار حداكثري ارتفاع كابين را تعيين كنيد: ب 

  . متر شود20چقدر باشد تا ارتفاع كابين αيتعيين كنيد، كه زاويه: ج 

***  

  اتي  توابع مثلث: قسمت اول 

xxfتابع هـاي  . هر تابع شامل نسبت هاي مثلثاتي را تابع مثلثاتي مي گويند           cos)( xxfو= sin)( = 

 براي رسم نمودار چنين توابعي ساده ترين روش، انتخاب چند نقطـه بـه               .ساده ترين تابع هاي مثلثاتي هستند     

  .مي باشد) روش نقطه يابي(صات كمك معادله و پيدا كردن آنها روي دستگاه مخت

xxf نمودار تابع  :1مثال sin)( ],[ي  را در فاصله= π20رسم كنيد .  

  .ي داده شده ، انتخاب مي كنيمابتدا چند نقطه از نمودار تابع را به كمك معادله: حل 

α 

h 20 

O 

A 
H 

15 
cos 

sin 

K 
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 20ي صفحه

π2  
2

3π
  π  

2

π
  0  x  

0  1-  0  1  0  y  

  

-π/2 π/2 π 3π/2 2π 5π/2

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

  

xxf نمودار تابع  :2مثال cos)( ],[ي  را در فاصله= π20رسم كنيد .  

  .ي داده شده ، انتخاب مي كنيمند نقطه از نمودار تابع را به كمك معادلهابتدا چ: حل 

π2  
2

3π
  π  

2

π
  0  x  

1  0  1-  0  1  y  
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 21ي صفحه

π/2 π 3π/2 2π

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

x

y

  

xxf نمودار تابع هاي :1تمرين cos)( xxf و= sin)( ],[ي  را در فاصله= ππ   . رسم كنيد−22

***  

  توابع مثلثاتي   : مودقسمت 

  .م در ادامه به بررسي خواص اين توابع مي پردازي

xxfتابع هاي) max( مقدار حداكثري  :1خاصيت  cos)( xxf و= sin)(  و مقدار 1 برابر =

  . مي باشد-1آنها برابر ) min(حداقلي 

xxfي تابع هاي دامنه :2خاصيت  cos)( xxf و= sin)( ي اعداد حقيقي و برد آنها  مجموعه=

],[ي بازه   .  مي باشد−11

xxf تابع :3خاصيت  sin)( xxf ولي تابع، از مبدأ مختصات مي گذرد= cos)( ),(ياز نقطه= 10 

  .مي گذرد

يـك از  طول هر . يعني در فواصل معيني نمودار آنها تكرار مي شود.  اين دو تابع متناوب هستند  :4خاصيت  

  . مي باشدπ2=Tدوره ي تناوب اين دو تابع. ي تناوب مي نامنداين فاصله ها را دوره



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 22ي صفحه

xxf مقدار تابع :2تمرين 32sin)( ي را در نقطه=
2

π=xبدست آوريد .  

)()sin( مقدار تابع :3تمرين xxf −−= π2ي را در نقطه
6

π=xبدست آوريد .  

يمقدار تابع زير را در نقطه  :4تمرين
6

π=xرا به دست آوريد .  

)cos()(
2

2
3

2
1

π−+−= xxf  

  . تابع زير را بيابيد و حداقلي مقدار حداكثري :5تمرين

xxf sin)( 23 +=  

  :تمرين براي حل 

  . را بيابيد تابع زيرحداكثري و حداقلي مقدار  :6

xxf cos)( 53 −=  

  . تابع زير را بيابيدحداكثري و حداقلي مقدار : 7

xxf sin)( 27 +=  

xxfتابعر براي گزاره هاي زي : 8 sin)( Zk(. نوشته شده اند= ∈(  

يحداكثر مقدار تابع سينوس در نقطه: الف 
2

π=xاست .  

 حداكثر مقدار تابع سينوس در نقاطي به طول هاي :ب
2

2
ππ += kxاست .  

ي حداقل مقدار تابع سينوس در نقطه :ج
2

3π=xاست .  

 حداقل مقدار تابع سينوس در نقاطي به طول هاي:د 
2

3
2

ππ += kxاست .  

xxfي فوق براي تابعگزاره هاي ديگري مانند گزاره ها cos)(   .بنويسيد=

  .ستا ....................... يسينوس در نقطهكحداكثر مقدار تابع : الف 

  . است .......................سينوس در نقاطي به طول هايكحداكثر مقدار تابع : ب 

  . است .......................يسينوس در نقطه كحداقل مقدار تابع: ج 

  . است .......................سينوس در نقاطي به طول هايكحداقل مقدار تابع : د 
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 23ي صفحه

)( .ي حاصل درست باشددر هر مورد جاي خالي را چنان كامل كنيد كه گزاره  :9 Zk ∈  

  .است............... ........ي و برد آن مجموعه................... ي ي تابع سينوس مجموعهدامنه) الف

  . است......................ي و برد آن مجموعه................... ي ي تابع كسينوس مجموعهدامنه) ب

πkxمقدار تابع سينوس در طول هاي) پ   .است............ ، برابر  =

  .برابر با صفر است.. ................ مقدار تابع كسينوس در نقاطي به طول هاي )ت

است كه در نقاطي به طول هاي................ حداكثر مقدار تابع سينوس )  ث
2

2
ππ += kxاست .  

  .به دست مي آيد.................. است كه در نقاطي به طول هاي ................. حداقل مقدار تابع سينوس ) ج

πkxكه در نقاطي به طول هاياست ............... .  حداكثر مقدار تابع كسينوس )ح   . است=2

  .به دست مي آيد.................. كه در نقاطي به طول هاي است  ................. حداقل مقدار تابع كسينوس )خ

  .  نمودار توابع زير را رسم كنيد :10

xy sin+= xy                          ب (1 cos3=) الف  

)cos(
2

π+= xy) 12                        د −= xy sin) ج  

  . هر يك از نمودارهاي زير مربوط به كدام تابع است :11
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   با ذكر دليل مشخص كنيد كدام يك از گزاره هاي زير درست و كدام نادرست اند؟ :12

xyل زير نمودار تابع  شك: الف  sin
2

  . را نشان مي دهد=1

  

شكل زير نمودار تابع : ب 
2

1−= xy cosرا نشان مي دهد .  

  

xyيبراي رسم نمودار تابع با ضابطه     : پ   sin+= ي يـك    كافي است، نمودار تابع سينوس را به انـدازه         1

  . ها انتقال دهيمxواحد به موازات محور

xyيبراي رسم نمودار تابع با ضابطه     : ت   cos−=            كافي است، نمودار تابع كسينوس را نسبت بـه محـور 

xها قرينه كنيم .  

***  
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