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  تبديل نمودار توابع: درس اول 

بـه كمـك تبـديلات مـي تـوان          در واقع   . براي رسم نمودار بسياري از توابع مي توان از تبديلات استفاده كرد           

در اينجا برخي از اين تبـديلات را معرفـي          . نمودار يك تابع را به كمك نمودار تابعي ساده تر از آن رسم نمود             

  .مي كنيم

  ي و عموديانتقال هاي افق: الف  

  انتقال عمودي: قسمت اول 

),( يك عدد مثبت در نظر گرفته شود و        kاگر oo yx     يك نقطه از نمودار تابع )(xfy تـوان  مي  .  باشد =

  .در حالت هاي زير بررسي كرد gانتقال عمودي را براي تابع

kxfxg به صورتgتابع :  اول حالت +=   آنگاه ،. تعريف شده باشد)()(

kykxfxg +=+= ooo )()(  

),(يبنابر اين نقطه kyx +oo از نمودار تابع gي متناظر با نقطه),( oo yx از نمودار fاست .  

kxfxg به صورتg تابع :حالت دوم  −=   آنگاه. تعريف شده باشد)()(

kykxfxg −=−= ooo )()(  

),(يبنابر اين نقطه kyx −oo از نمودار تابع gي متناظر با نقطه),( oo yx نمودار ازfاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه 

kxfy براي رسم نمودار تابع    :1 += اي قائم به سمت ت واحد در راسk راxf)( ، كافي است نمودار)(

  .بالا انتقال دهيم

kxfyابع براي رسم نمودار ت     :2 −=  واحد در راستاي قائم به سمت    k را xf)( ، كافي است نمودار    )(

  .پايين انتقال دهيم

)(||نمودار تابع ابتدا   :مثال   xxf ],[ي   را در فاصله   = يـك از   به كمك آن هـر      سپس  .  را رسم كنيد   −21

  .موارد زير پاسخ دهيد

=+3بعانمودار ت: الف  ||)( xxg 1نمودار تابع : ب           .را رسم كنيد−= ||)( xxhرا رسم كنيد .  
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  )2ي صفحه ( 

)(||ابتدا نمودار تابع :حل  xxf   .ي داده شده رسم مي كنيم را در فاصله=
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 را سه واحد به سمت بالا و xf)( نمودار xg)(براي رسم نمودار تابع.  اكنون با توجه به آنچه كه گفته شد

  . را يك واحد به سمت پايين منتقل مي كنيمxf)( نمودارxh)(براي رسم نمودار 
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  )3 يصفحه( 
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 اضافه  kيطول نقاط نمودار تابع اصلي ثابت مي ماند و فقط عرض آنها به اندازه             عمودي   در انتقال    :نتيجه 

   .مي شود كم يا

  . در شكل مقابل را در نظر بگيريدxf)( تابع  :1 تمرين

  . را بنويسيدxf)(دامنه و برد تابع: الف 

=−2نمودار تابع : ب  )()( xfxgرا رسم كنيد .  

  . را بنويسيدxg)(دامنه و برد تابع: ج 

  . چه نتيجه مي گيريدxg)(وxf)(ي دامنه و برد توابعا مقايسهب: د 
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  )4ي صفحه ( 

  انتقال افقي: قسمت دوم 

),( يك عدد مثبت در نظر گرفته شود و        kاگر oo yx     يك نقطه از نمودار تابع )(xfy مي تـوان   .  باشد =

  . در حالت هاي زير بررسي كردg را براي تابعافقيانتقال 

)()( به صورتgتابع: حالت اول  kxfxg   ،آنگاه.  تعريف شده باشد=+

)()()( ooo xfkkxfkxg =+−=−  

),(يبنابر اين نقطه oo ykx ),(ي متناظر با نقطهgع از نمودار تاب− oo yxاز نمودار fاست .  

)()( به صورتgتابع: حالت دوم  kxfxg   آنگاه. تعريف شده باشد=−

)()()( ooo xfkkxfkxg =−+=+  

),(يبنابر اين نقطه oo ykx ),(ي متناظر با نقطهg از نمودار تابع+ oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه 

)( براي رسم نمودار تابع     :1 kxfy  بـه  افقـي  واحـد در راسـتاي   k را xf)( ، كافي است نمودار   =+

  . انتقال دهيمچپسمت 

)( براي رسم نمودار تابع     :2 kxfy  بـه  افقـي  واحـد در راسـتاي   k را xf)( ، كافي است نمودار   =−

  . انتقال دهيمراستسمت 

2xxf ابتدا نمودار تابع   :مثال   ],(ي   را در فاصله   )(= سپس به كمك آن هـر يـك از         .  را رسم كنيد   −22

  .موارد زير پاسخ دهيد

)()(23نمودار تابع: الف  += xxgرا رسم كنيد       .  

)()(22نمودار تابع : ب  −= xxhرا رسم كنيد .  

2xxf ابتدا نمودار تابع:حل    .ي داده شده رسم مي كنيم را در فاصله)(=

2  0  2−  x  

4  0  4  y  
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  )5 يصفحه( 
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 و چپ را سه واحد به سمت xf)( نمودارxg)(بعبراي رسم نمودار تا.  اكنون با توجه به آنچه كه گفته شد 

  . منتقل مي كنيمراست واحد به سمت دو را xf)( نمودارxh)(براي رسم نمودار
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  )6ي صفحه ( 

واحـد   kيصلي ثابت مي مانند و فقط طول آنهـا بـه انـدازه             در انتقال افقي عرض نقاط نمودار تابع ا        :نتيجه

  .اضافه يا كم مي شود

  .در شكل مقابل را در نظر بگيريدxf)( تابع :2تمرين 

  . را بنويسيدxf)(دامنه و برد تابع: الف 

)()(نمودار تابع: ب  2−= xfxgرا رسم كنيد .  

  . را بنويسيدxg)(دامنه و برد تابع: ج 

  . چه نتيجه مي گيريدxg)(وxf)(ي دامنه و برد توابعبا مقايسه: د 

بـه  . 1ه باشيمهم انتقال افقي و هم انتقال عمودي داشت        گاهي لازم است، براي رسم نمودار يك تابع          :توجه   

  .مثال زير توجه كنيد

32 براي رسم نمودار تابع    :مثال   −+= ||)( xxg     ابتدا نمودار تابع )(xf     را دو واحد در راستاي افقي به 

  .سمت چپ و سپس سه واحد در راستاي قائم به سمت پايين منتقل مي كنيم
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 .لازم نيست ترتيبي براي انتقال افقي و عمودي در نظر بگيريم.  1

1 

1 

1- 2- 
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  )7 يصفحه( 

  .در شكل مقابل را در نظر بگيريدxf)(ابع ت :3تمرين 

  . را بنويسيدxf)(دامنه و برد تابع: الف 

12نمودار تابع : ب  +−= )()( xfxgرا رسم كنيد .  

  . را بنويسيدxg)(دامنه و برد تابع: ج 

   . چه نتيجه مي گيريدxg)(وxf)(عي دامنه و برد تواببا مقايسه: د 

xxfابتدا نمودار تابع    :4تمرين sin)( ],[يرا در فاصله  = π2o          رسم كنيد و سپس به كمك آن نمـودار

  .توابع زير را نيز رسم نماييد

1
2

++= )sin()(
π

xxk)            ج)sin()(
2

π−= xxh)         2ب+= xxg sin)() الف  

***  

  انبساط و انقباض عمودي: ب 

),( يك عدد مثبت در نظر گرفته شود و        kاگر  oo yx     يك نقطه از نمودار تابع )(xfy مي توان  .  باشد =

  . در حالت هاي زير بررسي كردg براي تابع راانبساط و انقباض عمودي

)()( به صورتgتابعدر صورتي كه  xkfxg    تعريف شده باشد،آنگاه=

ooo kyxkfxg == )()(  

),(يبنابر اين نقطه oo kyxاز نمودار تابع gيتناظر با نقطه م),( oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه

xkfy)(براي رسم نمودار تابع    قـاط  لي طول ن  وبرابر كنيم    k را xf)(نمودار، عرض نقاط    ، كافي است  =

  .را ثابت نگه داريم

xxf ابتدا نمودار تابع   :مثال   ],[ي را در فاصله   )(= سپس بـه كمـك آن هـر يـك از           .  را رسم كنيد   40

  .موارد زير پاسخ دهيد

xxgنمودار تابع: الف    .       را رسم كنيد)(=3

xxhنمودار تابع : ب 
2

  . را رسم كنيد)(=1

1 

1 

1- 2- 
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  )8ي صفحه ( 

xxf ابتدا نمودار تابع:حل    .ي داده شده رسم مي كنيم را در فاصله)(=
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را ثابت نگه مي داريم ولي عـرض نقـاط را در     f طول نقاط نمودار تابع    g و hبراي رسم نمودار توابع   اكنون  

  . ضرب مي كنيمxf)(ضريب 

4  1  0  x  

6  3  0  y  
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  )9 يصفحه( 
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  :  توجه 

xkfy)(نمودار.  باشدk<1 اگر  :1 xfy)( نمودار انبساط عمودي از =   . حاصل مي شود=

10 اگر  :2 << kنمودار.  باشد)(xkfy xfy)( نمودار  عموديقباضان از =   . مي شود حاصل=

xfy)( اگر عرض نقاط نمودار تابع        :3 xfy)( را قرينه كنيم، نقاط نمودار تابع      =  به دسـت مـي   =−

xfy)(بنابراين نمودار تابع. آيند xfy)( تابع ي نمودارقرينه =−   . ها استx نسبت به محور =

xxfدر شكل زير نمودار دو تابع  xxg و )(=   . را ملاحظه نماييد)(=−
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  )10ي صفحه ( 

xxf نمودار تابع   :5تمرين   cos)( ],[ي را در فاصله   = π20سپس به سئوالات زير پاسـخ  . را رسم كنيد 

  .دهيد

  . را بنويسيدxf)(دامنه و برد تابع: الف 

xxgنمودار تابع : ب  cos)(   . را رسم كنيد=2

  . را بنويسيدxg)(دامنه و برد تابع: ج 

  .  مي گيريد چه نتيجهxg)(وxf)(ي دامنه و برد توابعبا مقايسه: د 

***  

  افقيانبساط و انقباض : ج 

),( يك عدد مثبت در نظر گرفته شود و        kاگر oo yx     يك نقطه از نمودار تابع )(xfy مي تـوان   .  باشد =

  .ررسي كرد در حالت هاي زير بgانبساط و انقباض افقي را براي تابع

)()( به صورتgتابعدر صورتي كه  kxfxg   ،آنگاه.  تعريف شده باشد=

)()()( ooo xfkx
k

fx
k

g =×= 11
  

),(يبنابراين نقطه oo yx
k

1
),(ي متناظر با نقطهg از نمودار تابع oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه

kxfy)(براي رسم نمودار تابع    ولي طـول    ثابت نگه داشته ،       را xf)(، كافي است، عرض نقاط نمودار     =

در نقاط را 
k

1
  . ضرب كنيم

2xxfع ابتدا نمودار تاب :مثال   ],[ي را در فاصله)(= سپس بـه كمـك آن هـر يـك از     .  را رسم كنيد−12

  .موارد زير پاسخ دهيد

22نمودار تابع: الف  )()( xxg   .       را رسم كنيد=

2نمودار تابع : ب 

3

1
)()( xxh   . را رسم كنيد=

2xxf ابتدا نمودار تابع:حل    .ي داده شده رسم مي كنيم را در فاصله)(=
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  )11 يصفحه( 
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طـول نقـاط را در   را ثابت نگه مي داريم ولي    f نقاط نمودار تابع   عرض g و hاكنون براي رسم نمودار توابع    

  .مي كنيم ضرب xمعكوس ضريب

2

1
  0  1−  x  

1  0  4  y  

g  

  

3  0  6−  x  

1  0  4  y  
h  
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  )12ي صفحه ( 
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  :  توجه 

kxfy)(نمودار.  باشدk<1 اگر  :1 xfy)( نمودار افقي قباضان از =   . حاصل مي شود=

10 اگر  :2 << kنمودار.  باشد)(kxfy xfy)( نمودار افقيانبساط  از =   . حاصل مي شود=

xfy)( نقاط نمودار تابع     طول اگر    :3 )( را قرينه كنيم، نقاط نمودار تابع        = xfy  بـه دسـت مـي       =−

)(بنابراين نمودار تابع. آيند xfy xfy)( تابع ي نمودارقرينه =−   . ها استy نسبت به محور =

xxfدر شكل زير نمودار دو تابع  xxg و )(=   . را ملاحظه نماييد)(=−
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  )13 يصفحه( 

xxf نمودار تابع   :6تمرين   sin)( ],[ي را در فاصله   = π20   به سئوالات زير پاسـخ      سپس.  را رسم كنيد 

  .دهيد

  . را بنويسيدxf)(دامنه و برد تابع: الف 

xxgنمودار تابع : ب  2sin)(   . را رسم كنيد=

  . را بنويسيدxg)(دامنه و برد تابع: ج 

  . چه نتيجه مي گيريدxg)(وxf)(ي دامنه و برد توابعبا مقايسه: د 

، انبساط و انقباض هاي افقي و عمـودي را بـا همـديگر           مودار يك تابع   گاهي لازم است، براي رسم ن      :توجه  

),(ي نقطه  براي مثال اگر   .انجام دهيم  oo yx        يك نقطـه از نمـودار تـابع )(xfy  بـه   g باشـد و تـابع     =

)()(صورت xfxg   ،آنگاه.  تعريف شده باشد=23

)()()( o
oo xf

x
f

x
g 3

2
23

2
=×=  

),(يبنابراين نقطه o
o y

x
3

2
),(ي متناظر با نقطهg از نمودار تابع oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه

)(براي رسم نمودار تابع    xfy  طول نقاط و  سه برابر كرده را xf)(، كافي است، عرض نقاط نمودار  =23

را در 
2

1
  . كنيممي ضرب 

و انقباض هاي افقـي و عمـودي را بـه همـراه              گاهي لازم است، براي رسم نمودار يك تابع، انبساط           :توجه  

   .انتقال عمودي يا افقي استفاده كنيم

),(يبراي مثال اگر نقطه    : الف   مثال oo yx        يك نقطـه از نمـودار تـابع )(xfy  بـه  g باشـد و تـابع  =

)()(صورت 12 += xfxgآنگاه.  تعريف شده باشد،  

)()()()( oo
oo xfxf

x
f

x
g =+−=+−×=−

111
2

1
2

2

1
  

),(يبنابراين نقطه o
o y

x

2

1−
),(ي متناظر با نقطهgار تابع از نمود oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه
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  )14ي صفحه ( 

)(براي رسم نمودار تابع    12 += xfy     كافي است، عرض نقاط نمودار ،)(xf    شـته ، ولـي      را ثابت نگه دا

درو سپس   كرده يك واحد از آن كمطول نقاط از ابتدا 
2

1
  .كنيممي  ضرب 

ــال ب  ــه :مث ــر نقط ),(ي اگ oo yx  ــابع ــودار ت ــه از نم ــك نقط xfy)( ي ــابع = ــد و ت ــه g باش  ب

12صورت += )()( xfxgآنگاه.  شده باشد تعريف  

oo
oo yxf

x
f

x
g =+=+×= 11

2
2

2
)()()(  

),(يبنابراين نقطه 1
2

+o
o y

x
),(ي متناظر با نقطهg از نمودار تابع oo yxاز نمودار fاست .  

  :با توجه به مطلب مي توان نتيجه گرفت كه

12براي رسم نمودار تابع    += )( xfy  ،ول نقاط نمودارط، كافي است)(xf را در 
2

1
بـه   ضرب كـرده و   

  .اضافه كنيميك واحد نقاط عرض 

5براي رسم نمودار تابعي نظير : توجه  
4

35
3 ++= )()(

x
fxgبه كمك نمودار تابع )(xf مي توان از

 بكـار  f  به كمك نقاط متناظر آنها در       g براي تعيين نقاط   داين ترفن .  نيز استفاده كنيد   ترفند تغيير متغير  

  : كه بدين ترتيب  .مي رود

  . واحد اضافه مي كنيم5را ابتدا سه برابر و سپس fعرض نقاط: الف 

رت عبا: ب 
4

35 +x
  . را محاسبه مي كنيمx  قرار مي دهيم وt را برابر

5

34
435

4

35 −=→=+→=+ t
xtxt

x
  

  . تقسيم مي كنيم5 واحد اضافه مي كنيم و در نهايت بر 3 برابر كرده و سپس 4 را ابتدا fيعني طول نقاط

  .نمودار توابع زير را رسم كنيد.  به مقابل باشدf اگر نمودار تابع :7تمرين 

  

)()( 12 += xfxg) الف  

32 −= )()( xfxh)  ب 

              12 −= )()( xfxk)            ج
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  )15 يصفحه( 

xfy)(ي آنچه كه در اين درس بيان شده است براي تابع            خلاصه: نتيجه    و بـا فـرض مثبـت بـودن          =

  .به شكل زير بيان مي شود kعدد

  نتيجه  ي تبديلنحوه  جديدتابع 

kxfy += )(  

به عرض 

   واحدkنقاط

  . اضافه مي شود

   واحدkينمودار به اندازه

  . بالا مي رود

kxfy −= )(  

 k نقاطعرضاز 

  حد وا

  .مي شود كم

   واحد kينمودار به اندازه

  .پايين مي رود

)(xkfy =  

ط
قا
ل ن

طو
 

ند
ما
ي 

 م
ت

ثاب
.

  

عرض نقاط 

   kدر

  .ضرب مي شود

10اگر  << k  

  . مي شوددر جهت عمودي منقبضنمودار 

   k<1اگر 

  . مي شود عمودي منبسطدر جهتنمودار 

  مطيع

)( kxfy +=  

 kاز طول نقاط

  واحد 

  .كم مي شود

   واحدkينمودار به اندازه

  . به عقب مي رود

)( kxfy −=  

 kبه طول نقاط

  واحد

  .مي شود  اضافه

   واحدkينمودار به اندازه

  . به جلو مي رود

)(kxfy =  

ض
عر

 
ند

ما
ي 

 م
ت

ثاب
ط 

قا
ن

.
  

 طول نقاط در

k

1
   

  . ضرب مي شود

10اگر  << k  

  .منبسط مي شوددر جهت افقي نمودار  

   k<1اگر 

  .منقبض مي شود جهت افقي درنمودار 

  لجباز

  :تمرين براي حل 

),(ينقطه  :8 xfy)(روي نمودار −68 اين نقطه بـه     تعيين كنيد كه   زير   بعواتدر هر يك از     .  قرار دارد  =

  .چه نقطه اي متناظر مي شود

)()( xfxg 2= )8- 4  1−= )()( xfxg )8- 1  

)()( 13 −= xfxg )8- 5  2+= )()( xfxg )8- 2  

215 ++= )()( xfxg )8- 6  )()( xfxg 3= )8- 3  
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  )16ي صفحه ( 

xxf ابتدا نمودار تابع    :9 سپس به كمك تبديلات نمودار هر يك از توابع آن را رسم .  را رسم كنيد )(=

  .نماييد

12 −+= xxg )() 9- 2  xxg += 2)() 9- 2  

xxg −= 1)() 9- 2  xxg += 2)() 9- 2  

312 −+= xxg )() 9- 2  xxg 2−=)() 9- 2  

xxf ابتدا نمودار تابع    :10 cos)( ],[ي   را در فاصله   = ππ سپس بـه كمـك تبـديلات    . درسم كني −22

  .نمودار هر يك از توابع آن را رسم نماييد

3
2

x
xh cos)( 12                                     ب   ( = −= xxg cos)( )الف  

xyدر زير نمودار توابع    :11 xy و   =2 2log= وxy cos= زير را به كمك    نمودار توابع   . سم شده اند   ر

  .تبديلات رسم كنيد

)cos(
2

π+= xy)                      2ج
2

+= xy log)                  22ب 1 += −xy) الف  

  

ــابع   :12 ــودار ت ــر نم xfy)(در زي ــت = ــده اس ــم ش ــتفاده از  .  رس ــا اس ــديب ــودار  لاتتب ــپس نم ، س

)(تابع 32 −−= xfyرا رسم كنيد و سپس دامنه و برد آن را تعيين كنيد .  
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  )17 يصفحه( 

xfy)(تابع  :13 ],[ با دامنه= ],(و برد −12  دامنه ، به كمك ويژگي هاي تبديلات.را در نظر بگيريد 51

  .بع زير را تعيين كنيدو برد هر يك از توا

1
2

1 += )()( xfxh)                                  312ب −−= )()( xfxg) الف  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ،  جابر عامري: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                               :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                               :سايت 
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  )18ي صفحه ( 

   بخش پذيريو تقسيم و  ، توابع يكنوا 3تابع درجه : موددرس 

سپس به معرفي توابع يكنوا مي      .  آشنا مي شويم   3يدر اين درس ابتدا با توابع چند جمله اي، بويژه تابع درجه           

 ـ                 را يري دو چندجملـه اي     ذپردازيم و در نهايت تقسيم چندجمله اي ها و ويژگي هاي آن و همچنين بخـش پ

  . كنيممعرفي مي

  3توابع چند جمله اي و تابع درجه: قسمت اول 

ت در اين صـور   . o≠na اعداد حقيقي باشند كه    naو...  و   2aو1a و oa يك عدد صحيح نامنفي و     nاگر

  . مي نامندnي از درجهايتابع چندجملهتابع زير را يك 

oaxaxaxaxaxaxf n
n

n
n

n
n ++++++= −

−
−

− 1
2

2
2

2
1

1 ...)(  

  .چندجمله اي هستندتوابع براي مثال توابع زير 

  تابع ثابت) الف

cxf                      1تابع چندجمله اي از درجه صفر =)(  

  تابع خطي) ب

baxxfه اي از درجه يك                      تابع چندجمل +=)(  

  )سهمي(2تابع درجه) ج

cbxaxxfتابع چندجمله اي از درجه دو                       ++= 2)(  

  . است3 تابع زير نيز يك تابع چند جمله اي از درجه )د

dcxbxaxxfتابع چندجمله اي از درجه سه                       +++= 23)(  

  .ي آن را بنويسيدسپس درجه. نشان دهيد كه تابع زير يك تابع چند جمله اي است :مثال 

32 1 )()( xxxf −=  
  :حل 

                                                 
 .درجه تعريف نمي شود xf)(=0تابعبراي .  1
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  )19ي صفحه( 

543232232 333311 xxxxxxxxxxxf −+−=−+−=−= )()()(  

  . است5ي اين تابع چندجمله اي از درجه

  : توجه 

، نمايي، لگاريتمي و مثلثاتي چندجمله اي       اتي توابع كسري، راديكالي، مثلث     توابع چندجمله اي،   طبق تعريف  : 1

  .محسوب نمي شوند

  .) دامنه را محدود كرده باشيممگر اينكه( .ي اعداد حقيقي استي هر تابع چندجمله اي مجموعهدامنه : 2

ي توابـع چندجملـه اي را نيـز    درجـه . تعيين كنيد كه كدام يك از توابع زيـر چندجملـه اي اسـت             :1تمرين

  .مشخص كنيد

||)( 2−= xxf) 31  ت 2 +−= )()( xxf)الف  

122 +−+= ))(()( xxxxf) ث  
15

32
2 −+

−=
xx

x
xf   ب()(

xxf sin)( 152  ج (= ++= xxxf   پ ()(

  . به صورت زير است3يساده ترين تابع چندجمله اي درجه

3xxf =)(  

  .موداري به شكل زير استاين تابع داراي ن

2  1  0  1−  2−  x  

8  1  0  1−  8−  y  
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  )20ي صفحه ( 

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

x

y

  

  

3xxf به دو طريق نشان دهيد كه تابع :2تمرين   .سپس وارون آن را تعيين كنيد.  وارون پذير است)(=

  . شد تابع زير به يك تابع چندجمله اي تبديل خواهدm به ازاي چه مقدار :3تمرين

22

3

5

14

mxx

xx
xf

++
−+=)(  

3xxfع به كمك رسم نمودار تاب      :4تمرين  و با استفاده از تبديلات، نمودار هر يك از توابـع زيـر را               )(=

  .رسم كنيد

xxxxk 33 23 13ج              ()(=−+ +−= xxh )()(31ب            ()( += xxg) الف  

***  
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  )21ي صفحه( 

  توابع يكنوا: قسمت دوم 

xfy)(تابع    : گويند، هرگاهصعوديرا روي دامنه اش  =

)()(;, 212121 xfxfxxDxx f ≤→<∈∀  

  

  

  

  

  

xfy)(تابع    : گويند، هرگاه)اكيداً صعودي(صعودي اكيد را روي دامنه اش  =

)()(;, 212121 xfxfxxDxx f <→<∈∀  

  

  

  

  

  

xfy)(تابع    : گويند، هرگاهنزولي روي دامنه اش  را=

)()(;, 212121 xfxfxxDxx f ≥→<∈∀  

  

  

  

  

  

  

2x 1x 

)( 1xf 

)( 2xf 

2x 1x 

)( 1xf 

)( 2xf 

2x 1x 

)( 1xf 

)( 2xf 
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  )22ي صفحه ( 

xfy)(تابع    : گويند، هرگاه)اكيداً نزولي(نزولي اكيد را روي دامنه اش  =

)()(;, 212121 xfxfxxDxx f >→<∈∀  

  

  

  

  

  

xfy)(تابع    : است، هرگاهثابتروي دامنه اش  را =

)()(;, 212121 xfxfxxDxx f =→<∈∀  

  

  

  

   :توجه 

   . مي نامنديكنوا اكيداً تابعهر تابع صعودي اكيد يا نزولي اكيد را   :1

  . مي نامنديكنوا اگر تابعي صعودي يا نزولي باشد، را   :2

  . نيستيكنوااكيداً ولي است يكنوا يعني طبق تعريف تابع ثابت هم صعودي و هم نزولي است   :3

 .يين صعودي يا نزولي يا ثابت بودن تابع به كمك نمودار آن، نمودار را از چپ به راست نگاه كنيد براي تع :4

fDIدر يك فاصله مانند به طور مشابه، صعودي يا نزولي بودن تابع را مي توان  :5   . تعريف نمود⊇

  . زير پاسخ دهيدنمودار تابع زير را در نظر بگيريد و سپس به پرسش هاي  :5تمرين

                     .دامنه و برد تابع را بنويسيد:  الف

  .نزولي يا صعودي بودن تابع در فاصله هاي زير را بنويسيد:  ب

],[ 43)5  ],[ 41)3  ],[ 10)1  

),[ +∞4)6  ],[ 63)4  ],[ 21) 2  

2x 1x 

)( 1xf 

)( 2xf 

2x 1x 

)()( 21 xfxf = 



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2حساباني درسنامه

  )23ي صفحه( 

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

)(][ صعودي يا نزولي بودن تابع: 6 تمرين 1−= xxfرا در دامنه اش به كمك تعريف بررسي كنيد   .  

  :حل

1−= ][)( xxf  

>→≥→−≥−→≥⇒. تابع صعودي است )()(][][][][ 21212121 11 xfxfxxxxxx  

  .ي آنها بررسي كنيد زير را در دامنه صعودي يا نزولي بودن توابع: 7تمرين

23 +−= xy) 1                                             ب
2

+= xy )الف  

  :حل

  )                 الف

⇒<→<→+<+→< ++ )()( 21
1211

2121 2211 xfxfxxxx xx  

  .تابع صعودي اكيد است

  ) ب 

⇒>→+−>+−→−>−→< )()( 21212121 232333 xfxfxxxxxx  

   .تابع نزولي اكيد است
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  )24ي صفحه ( 

 آن  )صـعودي و نزولـي بـودن      (باشد، يكنـوايي آن   شامل نقاط خارج از دامنه       در يك فاصله     ياگر تابع  :توجه  

  .بررسي نمي شود

 تابع :مثال 
x

xf
 همچنين اين . استR−0}{ي اين تابع واضح است كه دامنه.  را در نظر بگيريد)(=1

  . داردتابع نموداري به شكل زير

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

  

  : بنابراين

),(يتابع در فاصله: الف    . نزولي اكيد است∞−0

),(يتابع در فاصله: ب    . نزولي اكيد است0∞+

],[}{يتابع در فاصله: ج  011   .، نه صعودي و نه نزولي است −−

],[ ابع در يك فاصله شامل صفر، مثلاًتصعودي و نزولي بودن  : د   . بررسي نمي شود−11

  .تابعي يك به يك است  ثابت كنيد تابعي كه در دامنه اش صعودي اكيد يا نزولي اكيد باشد،: 8تمرين

1 تابع : مثال
2

+= xy23 صعودي اكيد و تابع +−= xyا يك به يك هستند نزولي اكيد است لذ.  

  



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2حساباني درسنامه

  )25ي صفحه( 

 طبق تعريف توابع يكنوا ، براي حالتي كه تابع به صورت زوج مرتب يك نمودار آن به صورت نقاط :تذكر 

  .نيز قابل بررسي است. غير متصل، نمايش داده شده باشد

  :براي مثال 

)},,(),,(),{(تابع  976251=fيك تابع صعودي اكيد است .  

)},,(),,(),{(تابع  676251=gيك تابع صعودي است .  

)},,(),,(),{(تابع  046251=hنه صعودي و نه نزولي است .  

  .تابع زير يك نيز يك تابع نزولي اكيد است

  

  

  

  

***  

    : براي حلتمرين

سپس تعيين كنيد كه اين توابع در چه فاصله اي صعودي ، در . نمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد  :9

   در چه فاصله اي ثابت است؟نزولي وچه فاصله اي 

xxf −= 13 321  ج ()( −+= ||)( xxf) الف  

||||)( xxxf −++= 1062  د (114
2 +−−= xxxf   ب ()(

سپس تعيين كنيد اين تابع در چه فاصله اي صعودي و در . نمودار هر يك از توابع زير را را رسم كنيد  :10

   و در چه فاصله اي ثابت است؟چه فاصله اي نزولي است
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  )26ي صفحه ( 

  . در زير رسم شده اندh وg وf نمودار توابع :11

  

  

  

  

  

  

  ي صعودي است؟ياه صعودي و در چه فاصله در چه فاصله هايي اكيداfًّتابع) الف

  ي نزولي است؟ ياه نزولي و در چه فاصله  در چه فاصله هايي اكيداgًتابع) ب

   نزولي است؟ در چه فاصله هايي اكيداhًتابع) ج

ي خود، اكيداّ تعيين كنيد كه كدام يك از آنها در تمام دامنه. م كنيدنمودار هر يك از توابع زير را رس:  12

  يكنوا است؟

xxh 2log)( xxgج                         (= −= xxfب                        ()(2 −=   الف ()(2

12 تابع  :13 3 +−= )()( xxfرا در نظر بگيريد .  

3xy را به كمك نمودار تابعfنمودار تابع) الف   . رسم كنيد=

  . را رسم كنيدf−1 وارون پذير است و نمودارfنشان دهيد كه) ب

  . را به دست آوريدf−1يضابطه) ج

  .نموداري براي آن رسم كنيدي را بنويسيد كه شرايط داده شده را دارا باشد و سپس  مورد تابعدر هر  :14

   .در يك فاصله، هم صعودي و نزولي باشد كه تابعي: الف 

  .نزولي باشدنه صعودي و نه تابعي كه در يك فاصله، : ب 

15:   

   باشد، آيا صعودي نيز هست؟ چرا؟در يك فاصله اكيداّ صعوديfاگر تابع: الف 

  . صعودي نيز خواهد بود؟ مثال بزنيديك فاصله صعودي باشد، آيا اكيداًدر fاگر تابع: ب 

3- 0 2- 2 0 

f 

g h 
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  )27ي صفحه( 

gf صعودي باشند، نشان دهيد كه تابع در يك فاصله اكيداgًوf اگر توابع:16 فاصله اكيداً  نيز در اين +

gfبراي. صعودي است    مي توان گفت؟−

)},,(),,(),{( تابع :17 mmf −−=   . را بيابيدm صعودي اكيد است، حدود731221

18 :  

)()(اگر.باشند  متعلق به اين بازهaوbدر يك بازه اكيداّ صعودي باشد وfتابع كنيدفرض )الف bfaf ≤  

baنشان دهيد كه ≤  

)log()log(اگر) ب 321 −≤+ xxحدود ،xرا به دست آوريد .  

19 :  

)()(اگر. متعلق به اين بازه باشندa وbدر يك بازه اكيداّ نزولي باشد وf فرض كنيد تابع)الف bfaf ≤ 

baنشان دهيد كه ≥  

 اگر )ب
64

1

2

1 23 ≤−x)(حدود ،xرا به دست آوريد .  

1313ي نامعادله :20 4
16

1
2 −++− ×< xx   . را حل كنيد)()(

31 را چنان بيابيد كه تابعn وm مقادير :21 22 +−+−= nxmxxxf  هم صعودي و هم )()(

  .نزولي باشد

***  
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  )28ي صفحه ( 

   و بخش پذيري چندجمله اي هاتقسيم: قسمت سوم 

براي تقسيم چند جمله  مي دانيد كه. مله اي ها بر يكديگر آشنا شده ايددر سال هاي گذشته با تقسيم چندج

 xA)(يكه درجهxB)( را بر چند جمله اي غير صفرxA)(اي

باشد، مراحل زير به ترتيب را طي xB)(يبزرگتر يا مساوي درجه

  .مي كنيم

  

  .را استاندارد مي كنيم) xB)((و مقسوم عليه ) xA)(( ابتدا چند جمله اي هاي مقسوم : لي اومرحله

جملاتي از مقسوم ( ي مقسوم عليه تقسيم مي كنيم لين جملهي مقسوم را بر اولين جمله او: مي دومرحله

ي خارج قسمت قرار مي لين جملهو حاصل را به عنوان او.) گترين توانها هستندو مقسوم عليه كه داراي بزر

  .دهيم

سپس عبارت . در چند جمله اي مقسوم عليه ضرب مي كنيمرا  خارج قسمت بدست آمده : مي سومرحله

 باقي لينحاصل جمع اين عبارت با مقسوم، او .بدست آمده را قرينه كرده و در زير مقسوم يادداشت مي كنيم

  .مانده را نتيجه مي دهد

ي به دست آمده را بر عبارت مقسوم عليه تقسيم م ، اين بار باقي ماندهي دو مانند مرحله:ي چهارممرحله

  .مي كنيم

ي چندجمله اي باقي  مراحل فوق را تا زماني ادامه مي دهيم كه باقي مانده يا صفر شود و يا درجه: توجه

  .يه كمتر شودي مقسوم علمانده از درجه

  . را انجام دهيدزير تقسيم : مثال

)()( 2532 15333 xxxxx +÷−+++−  

  

  

  

  

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 

 مقسوم  مقسوم عليه

 خارج قسمت

 باقي مانده
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  . ابتدا مقسوم و مقسوم عليه را استاندارد كرده و مطابق مراحل فوق عمل مي كنيم:حل 

  

  

    

  

  

  

  . تقسيم هاي زير را انجام دهيد و باقي مانده و خارج قسمت آنها را تعيين كنيد: 22 تمرين

)()( 3152 −÷−− xxx) 1  

)()( 11423 32 −÷−−+ xxxx) 2  

)()( xxxx +−÷+−− 2715 24) 3  

)()( 11 235 −+÷+ xxx )4  

)()( yxxyyyxx +÷−−+ 2323 2) 5  

223ي تقسيم را طوري بيابيد كه باقي ماندهk مقدار: 23تمرين ++ kxx2 بر−xشود 6  برابر.  

   تقسيميقضيه

 تقسيم كنيم، در اين صورت همواره خواهيم xB)(اي غير صفر  را بر چند جملهxA)(اگر چند جمله اي

  :داشت

)()()()( xRxBxQxA +×=  

))(deg())(deg( xBxR <  

  

  

  

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 

 5333 235 −+−+ xxxx 12 +x 

3
2

5
x

x

x =  

x
x

x
2

2
2

3
=  

3
3

2

2
−=−

x

x
 

35 xx −− + 

5332 23 −+− xxx 
xx 22 3

−− + 

53 2 −+− xx 

33 2
++ −− x 

2−x 

323 −+ xx 
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  . تقسيم زير را انجام داده و درستي عمل را بررسي كنيد:مثال 

)()( xxxx +÷+++− 21623  

  :حل

  

  

  

  

  

  )امتحان درستي عمل تقسيم(ي تقسيم رابطه

161632123 232232 +++−=+++−−=+++− xxxxxxxxxx ))((  

12ي تقسيم را طوري بيابيد كه باقي ماندهk مقدار:24تمرين ++ kxx1 بر+x شود5 برابر .  

***  

  بخش پذيري در چند جمله اي ها 

بخش پذير گويند، هرگاه باقي xB)(اي  را بر چند جملهxA)(چند جمله اي

  :يم داشت در اين صورت خواه .2 صفر شودxB)( برxA)(ي تقسيممانده

)()()( xBxQxA ×=  

  

xxxx نشان دهيد كه: 25تمرين 75653 234 53 بر++−+ +xبخش پذير است  .  

234 نشان دهيد كه عبارت: 26تمرين 25 −+− xxx1 بر−xبخش پذير است .  

24طوري بيابيد كه را k مقدار: 27تمرين 2 ++ kxx1 بر+xبخش پذير شود .  

  

                                                 
2
  . نيز مي نامندxA)( را عامل xB)( چند جمله اي .  

 1623 +++− xxx 
2+x 

2
3

x
x

x −=−
  

x
x

x
3

3 2
=  

 

23 2xx ++ − 

163 2 ++ xx 
xx 63 2

−− + 

1 

xx 32 +− 

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 
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  نكات تكميلي تقسيم

ax را برxP)(اگر چند جمله اي   : تقسيم كنيم، خواهيم داشت−

)()()()( xRaxxQxP +−×=  

axحال اگر قرار دهيم =  

)()()()()()( aRaPaRaaaQaP =→+−×=⇒
321

0

  

ax برxP)(ي تقسيميعني باقي مانده   . استaP)( برابر−

453ي تقسيم باقي مانده :28تمرين 2 +− xx1 بر−xرا حساب كنيد .  

352ي تقسيم باقي مانده :29تمرين 28 ++− xxx1 بر+xرا حساب كنيد .  

bax برxP)(ي تقسيم باقي مانده :30تمرين   )a≠0. ( را حساب كنيد+

  :حل 

)()()()( xRxQbaxxP ++=  

)()()()( xRxQ
a

b
xaxP ++=→  

)()()()(
a

b
R

a

b
Q

a

b

a

b
a

a

b
Pa

b
x

−+−+−=− →
−=

43421
0

  

)()(
a

b
R

a

b
P −=−→  

ــده   ــاقي مان ــين ب ــراي تعي ــي ب ــسيميعن ــرxP)(ي تق bax ب ــشه + ــت ري ــافي اس baxي ك  را در +

  .جايگزين كنيمxP)(عبارت

bax برxP)(ي تقسيم باقي مانده:نتيجه  )( برابر +
a

b
P   . است−

5324ي تقسيم  باقي مانده :31تمرين 23 +−+= xxxxP 32 بر)( +xرا حساب كنيد .  

  

)(xP ax − 

)(xR 

)(xQ ... 
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  :تمرين براي حل 

823ي تقسيم  باقي مانده: 32 2 −− xx2 بر−xرا حساب كنيد .  

22 را طوري بيابيد كهm مقدار :33 −+= mxxxP   . بخش پذير باشدx−3 بر)(

164 نشان دهيد كه :34 −= xxP   . بخش پذير استx−2بر )(

23ي تقسيم باقي مانده: 35 −+= xxxP 12 بر)( +xرا حساب كنيد .  

243 چندجمله اي هاي كه را چنان بيابيدk مقدار :36 2 +− xxوxxkx −+ 23   در تقسيم بر2

1+xهم باقي مانده شوند .  

123ايتعيين كنيد كه چندجملهرا طوري  a وb مقادير :37 +++ bxaxx2 بر−x 1و+x بخش 

  .پذير باشد

***  

  تعيين باقي مانده  و خارج قسمت به روش هورنر

انده  اي بر چند جمله اي استفاده كنيم و باقي مدر حل بسياري از مسائل ناگزير هستيم كه از تقسيم چندجمله

 هورنر براي تعيين باقي مانده و خارج قسمت، تقسيم چندجمله اي بر .و خارج قسمت تقسيم را تعيين كنيم

  .مله اي روش جالبي معرفي كرده است كه نسبت به روش معمول قدري كوتاه تر استچند ج

)(.... به صورت nيي درجه در اينجا تقسيم چند جمله +++= −− 21 nnn cxbxaxxP بر دو  

kxي اولجمله اي درجه   . را توضيح مي دهيم−

  

  

  

  

  

kx − )(xP 
)(xQ 

R 

.  

.  

.  

. 

.  

.  

.  

. 

 مقسوم عليه

 خارج قسمت

 باقي مانده

 مقسوم 
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 بنويسيم و سپس نموداري مطابق 3در روش هورنر ابتدا بايد مقسوم و مقسوم عليه را به صورت استاندارد

  .نمودار زير تنظيم كنيم

  

  

  

  

  

  :توجه 

kxيريشه. ( قسوم عليه استي م همان ريشهkعدد : 1 −(   

قبل از نوشتن ضريب ها، در نمودار فوق، ضريب جمله يا جملاتي كه وجود ندارند، برابر صفر قرار مي  : 2

  .دهيم

  . استn−1ياعداد داخل دايره ها، ضرايب جملات خارج قسمت مي باشند كه از درجه : 3

  .خر داخل مربع، باقي مانده استعدد آ : 4

1734 باقي مانده و خارج قسمت تقسيم :مثال  23 +−+ xxx2 بر+xرا تعيين كنيد .  

  : حل 

202 −=→=+ xx  

  

  

  5−=R                               354  باقي مانده 2 +−= xxxQ   خارج قسمت  )(

22 باقي مانده و خارج قسمت تقسيم :مثال  35 −++ xxx 1 بر+xرا تعيين كنيد .  

  :حل 

2020 2345 −++++ xxxxx  

101 −=→=+ xx  

                                                 
  xمرتب كردن جملات بر حسب توان هاي نزولي متغير.  3

  ضريب

 جمله يناول

)(xP 

 k× 

 جمله ضريب +

 xP)(دوم
 

  k× 

 جمله ضريب+ 

 xP)(سوم
 

 

 باقي مانده خارج قسمت

4 
)( 2−× 

3+ 

)( 2−× 5- 
5- 3 

7- 

)( 2−× 

1+ 
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6−=R                       433  باقي مانده 234 +−+−= xxxxxQ   قسمت  خارج )(

  : تمرين براي حل 

  . به دست آوريدx−2 را برxP)( به روش هورنر، باقي مانده و خارج قسمت تقسيم عبارت :38

12 43 −+= xxxP   الف ()(

275 23 −+−= xxxxP   ب ()(

22 234 +−−−= xxxxxP   ج ()(

122عبارت  به روش هورنر نشان دهيد كه  :39 234 +−+ ttt1 بر+tبخش پذير است .  

***  

  معرفي چند اتحاد ديگر: قسمت چهارم 

  :در سال هاي قبل به ياد داريد كه  .ارائه كنيمرا در اين جا در پي آن هستيم كه چند اتحاد مفيد ديگر 

))(( axaxax +−=− 22  

))(( 2233 aaxxaxax ++−=−  

  .براي اين كار تمرين زير را انجام دهيد. تعميم دهيمن مي خواهيم اين اتحاد ها را اكنو

44 از تقسيم  :40تمرين ax ax بر−    نشان دهيد كه −

))(( 322344 axaaxxaxax +++−=−  

nn عبارتn براي هر عدد طبيعي:نتيجه  yx yx  بر−   :همچنين .   بخش پذير است−

)...)(( 1221 −−−− ++++−=− nnnnnn yxyyxxyxyx  

  . عبارت هاي زير را تجزيه كنيد: 41تمرين

15 −x)  الف  

1 
)( 1−× 

0+ 

)( 1−× 6- 
1- 3 

2 + 

)( 1−× 

2- 

3- 
)( 1−× 

0+ 

4 
)( 1−× 

1+ 
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646 −x) ب  

  :اتحاد ثابت كنيد كه فوق  فرد باشد، به كمك n اگر: 42تمرين 

)...)(( 1221 −−−− +−+−+=+ nnnnnn yxyyxxyxyx  

  : تبديل كنيم، خواهيم داشت−y را بهy اگر در تساوي داده شده، مقدار :حل 

))()(...)())((()( 1221 −−−− −+−++−+−−=−− nnnnnn yyxyxxyxyx  

  :س پ. ....  و  زوج مي باشدn−1 فرد است لذا، nاز طرفي چون

)...)(( 1221 −−−− +−+−+=+ nnnnnn yxyyxxyxyx  

  . عبارت زير را تجزيه كنيد :43تمرين

1287 += xA  

  :حل 

777 2128 +=+= xxA  

))()()()()()()(( 6542332456 2222222 +−+−+−+= xxxxxxx  

))(( 6432168422 23456 +−+−+−+= xxxxxxx  

  : زوج باشد، به كمك فوق اتحاد ثابت كنيد كه n اگر: 44تمرين 

)...)(( 1221 −−−− −++−+=− nnnnnn yxyyxxyxyx  

  : تبديل كنيم، خواهيم داشت−y را بهy اگر در تساوي داده شده، مقدار :حل 

))()(...)())((()( 1221 −−−− −+−++−+−−=−− nnnnnn yyxyxxyxyx  

  :پس . .... و  مي باشدفرد n−1 است لذا، زوج nاز طرفي چون

)...)(( 1221 −−−− −++−+=− nnnnnn yxyyxxyxyx  

  . يك عامل آن باشدx+2 عبارت زير را طوري تجزيه كنيد كه :45تمرين

164 −= xA  

  : به كمك اتحادهاي فوق داريم. يك عدد طبيعي باشدn يك عدد حقيقي وa اگر :توجه



 جابر عامري : تهيه كننده ............ ...................................................................... .............2حساباني درسنامه

 

  )36ي صفحه ( 

  : الف 

)....)(( 111 24321 +++++++−=− −−−− aaaaaaaa nnnnn  

  

  :مثال 

))(( 111 234567 ++++++−=− xxxxxxxx  

  . فرد باشدnدر حالتي كه: ب 

)....)(( 111 24321 +−++−+−+=+ −−−− aaaaaaaa nnnnn  

  :مثال 

))(( 111 234567 +−+−+−+=+ xxxxxxxx  

  . عبارت زير را تجزيه كنيد:مثال 

37 xxA −=  

  :حل 

))(()( 111 2334337 +++−=−=−= xxxxxxxxxA  

  :تمرين براي حل 

16بارتع  : 46 −x1 را طوري تجزيه كنيد كه−xيك عامل آن باشد .  

16 عبارت :47 −x1 را طوري تجزيه كنيد كه+xيك عامل آن باشد .  

325 عبارت :48 +x2 را طوري تجزيه كنيد كه+xيك عامل آن باشد .  

  .تساوي هاي زير را كامل كنيد  :49

=− 61 x) 3  =− 55 yx) 1  

=− 55 32 yx) 4  =− 44 yx) 2  

***  



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2حساباني درسنامه

  )37ي صفحه( 
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