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  كه ميانه ي هر مثلث آن مثلث را به دو مثلث هم مساحت تقسيم مي كند . كافي است وسط يكي از  توانيم ثابت كنيم  مي

  ضلع هاي زمين را پيدا كنيم و به رأس مقابل آن با يك ديوار مستقيم وصل كنيم.

  

  
  اين نقاط به شكل يك دايره هستند.

  

  

   سانتي متر است. 2نقطه تا مركز دايره اين فاصله ي 

  

  
آن ها از مركز دايره كمتر  صفحه را به دست آوريم كه فاصلة در صفحه داريم اگر نقاطي در Oسانتي متر به مركز  2يك دايره به شعاع 

مفروض قرار دارندو در واقع تمام نقاطي كه درون دايره هستند ،  ةداريم كه درون دايرO  سانتي متر باشند بي شمار دايره به مركز  2از 
آن ها از مركز اين دايره بيش از  صفحه را به دست آوريم كه فاصلة سانتي متر است . اگر نقاطي در 2فاصله شان از مركز دايره كمتر از 

  خواهد بود و اين نقاط بيرون دايره قرار دارند. 2داريم كه شعاع آن ها بيشتر از  Oسانتي متر باشد باز بي شمار دايره به مركز  2

A
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  باشد نقطه  rاز مركز دايره كمتر از  C(O,r)در حالت كلي اگر فاصله ي هر نقطه در صفحه ي دايره 

  باشد اين نقطه بيرون دايره است. rدرون دايره است و اگر اين فاصله بيشتر از 

  
  قرار داردند. dاين نقاط به صورت دو خط موازي در دو طرف خط 

  
  اين فعاليت كافي است دايره اي  2بند به نتيجه ي براي مشخص كردن اين نقاط با توجه 

  رسم كنيم. Pبه مركز سانتي متر  2به شعاع 

  
  جواب اين مسئله هستند. Fو  Eيعني نقاط  d1محل برخورد اين دايره با خط 

  
  اضلاع مثلث روي شكل نمايش داده شده اند.

  
  )A )Bرسم مي كنيم . سپس به مركز  AB سانتي متر به نام  7ابتدا پاره خطي به طول 

  سانتي متر رسم  5) به شعاع B)Aسانتي متر و دايره اي به مركز  4دايره اي به شعاع 
  و قطع مي كنند . از اين دو نقطه به د Yو  Xمي كنيم. اين دو دايره يكديگر را در نقاط 

  جواب مسئله هستند.  AYBو AXBوصل مي كنيم مثلث هاي  ABخط  سر پاره

  
                                       

 

  

H

1 2
AH BH

H H A W H B W H AW BW

WH WH
1 2 9
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Mبه حالت (ض ض ض ) با هم همنهشت هستند. پس بنا بر اجزاي متناظر  BMWو  AMWدو مثلث  M1 2 9     بنا براين
W  روي عمود منصف پاره خطAB  دارد.قرار  

  

  

  
  مي توان رسم كرد. Pبي شمار خط از نقطه ي 

  
  بي شمار خط مي توان رسم كرد كه بر هم منطبق مي شوند و ما آن ها را يكي در نظر مي گريم.

  
  براي مشخص شدن يك خط كافي است دو نقطه از آن خط را داشته باشيم .

  
  

روي عمود منصف  پس نتيجه مي گريم كه اين نقاط (شعاع هاي دايره اند.) يكسان استبله فاصله ي اين دو نقطه از دو سر پاره خط 
AB  .قرار دارند  

  
  بله اگر دو نقطه از خطي معلوم باشد مي توان آن خط را مشخص كرد.

12



5 
 

 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  
  است . ABهمان عمود منصف پاره خط  POخط 

  
  طوري  كنيمو شعاع دلخواه كماني رسم  Mبراي اين منظور كافي است به مركز 

  مي ناميم .  Bو  Aرادر دو نقطه قطع مي كند. اين دو نقطه را  dاين كمان  خط  

  وسط آن ها است .  Mهستند پس  Mروي دايره به مركز   Bو  Aچون 

  
  با استفاده از روش رسم عمود منصف كه قبلا توضيح داده شده است رسم 

  مي كنيم.

  

  
  رسم  dاز خط  Pو شعاع بيش از فاصله ي  Pبراي اين كار دايره اي به مركز 

  P فاصلةقطع كند . واضح است كه  Bو  Aدر دونقطه ي مي كنيم تا خط را
  اندازه است.به يك  Bو  Aكه مركز دايره است از  

   
  را به روشي كه قبلا توضيح داده شده رسم مي كنيم. ABعمود منصف 

  
  باشد از دو سر اين پاره خط به  ABبله زيرا هر نقطه كه روي عمود منصف 

   Bو  Aاز دو نقطه ي  Pيك فاصله است و بالعكس و چون فاصله ي نقطه ي 
  قرار دارد. ABنيز روي عمود منصف  Pبه يك فاصله است پس 

  



6 
 

 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  
  d1 خط  Pبه روش رسم خط عمود بري يك خط از نقطه ي خارج آن از نقطه ي 

  رسم مي كنيم. d را عمود بر خط 

  
  را عمود بر خط d2به روش رسم خطي عمود بريك خط را نقطه اي روي خط خط 

 d1 . رسم مي كنيم  

  
  است . دو خط عمود بر يك خط باهم موازي هستند. dموازي خط  d2خط  

  

  
Oدو مثلث  H P


Oو   K P


  به حالت وتر ويك زاويه حاده با هم همنهشت هستند.  

PHپس بنا بر اجزاي متناظر نتيجه مي گريم كه  PK .  

  

  
Oدو مثلث  H P


Oو   K P


  با هم همنهشت هستند.  ضلع زاويه قائمه به حالت وتر ويك  

ˆپس بنا بر اجزاي متناظر نتيجه مي گريم كه  ˆO O1 2  پس نقطه يP . روي نيمساز زاويه است  

 به يك فاصله است .
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  دايره هستند.با هم برابرند زيرا شعاع هاي 

  
  باهم برابرند زيرا شعاع هاي دايره اند.

  
  باهم همنهشت هستند به حالت ( ض ض ض )

  
  اين دو زاويه بنا بر اجزاي متناظر باهم برابر مي شوند.

  

  
  به يك فاصله باشد روي عمود Bو  Aبنا بر خاصيت عمود منصف نقطه اي اكه از دو نقطه ي 

  فاصله ثابت دارد  C و Dقرار دارد و همچنين نقطه اي كه از دو نقطه ي  ABمنصف پاره خط 
  قرار دارد.بنا براين جواب مسئله محل برخورد اين دو عمود  CDروي عمود منصف پاره خط 

  منصف است .
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  با توجه به بند (الف ) :

  )OA=OB )1است بنابراين :  ABروي عمود منصف   O نقطة
  )OC=OD)2 است بنابراين :  CDروي عمود منصف   O نقطة

  )OC=OB )3است بنابراين :   BCروي عمود منصف   O و با توجه به فرض قسمت (ب) نقطة 
  ) 4( OA=OC) نتيجه مي گيريم كه : 3) و (1از رابطه هاي (

   OA=OB=OC=OD) نتيجه مي گيريم كه : 2( ) و رابطة4از رابطه ي (
  است پس اين نقاط روي دايره قرار دارند. OAبرابر شعاع دايره  Oاز نقطه ي  Dو  B ،C بنا براين فاصله ي نقاط 

  
  روي اين دايره اند زيرا :  C وB  نقاط

  )OB=OC )1است بنا براين  BCروي عمود منصف ضلع  Oنقطه ي 
  )OA=OB )2است بنا براين  ABروي عمود منصف ضلع  Oنقطه ي 

  نيز بايد  C وB  پس نقاط OA=OC=OB)  نتيجه مي گيريم كه : 2) و (1از رابطه هاي (
  باشند. OAروي دايره به شعاع 

مركز اين دايره محل مثلث نام دارد و با توجه به مطالب فوق هر مثلث حتما يك دايره ي محيطي دارد. محيطي ةداير،اين دايره نكته: 
  شعاع آن فاصله ي اين نقطه از رأس هاي مثلث است. برخورد عمود منصف هاي مثلث است و

  
  اضلاع مثلث در پاي عمود ها بر دايره مماس هستند.

  )OH=OH" )1است پس  Aروي نيمساز زاويه  Oنقطه ي 

  )OH=OH' )2است پس  Cروي نيمساز زاويه  Oنقطه ي 

  "OH'=OH) نتيجه مي گيريم كه : 2) و ( 1از رابطه هاي (

با خطي ، بر آن عمود شعاع در نقطه ي تماس  اگرهم روي اين دايره قرار دارند و  'H و "Hپس نقاط  OH'=OH"=OHبنا براين 
  پس اضلاع مثلث در اين نقاط بر دايره مماس هستند. ، استباشد با آن مماس 
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كه مركز آن نقطه مثلث نام دارد و با توجه به مطالب فوق هر مثلث حتما يك دايرة محاطي داخل دارد. محاطياين دايره ، دايرة  نكته :
 برخورد نيمساز هاي داخلي است. و شعاع آن برابر با فاصله ي اين نقطه از اضلاع مثلث است.

  
  BCو ضلع  AB=ACمتساوي الساقين باشد به طوري كه  ABCچون مي خواهيم مثلث 

  باشند.  dو روي خط  Aبه فاصله اي مساوي از  Cو  Bباشد ، پس بايد نقاط  dروي خط 

  و شعاع دلخواه دايره رسم كنيم ولي چون مي خواهيم  Aبه يك فاصله باشند بايد به مركز  Aاگر بخواهيم اين نقاط از نقطه ي 

 dسانتي متر باشد زيرا در غير اينصورت اين دايره خط  4هم باشند بنا براين شعاع اين دايره بايد بزرگ تر از  dكه اين نقاط روي خط 
  را در دو نقطه قطع نمي كند.

  مي توان بي شمار مثلث متساوي الساقين با اين روش رسم كرد.نكته : 

  
  بزرگ تر است 4سانتي متر كه از  6و شعاع  Aبراي اين منظور كافي است به مركز 

  جواب مسئله است . ABCقطع مي كند و مثلث  Cو  Bرا در نقاط  dدايره اي رسم كنيم اين دايره خط  

  
  را  مي توان حساب كرد . نظيرسانتي متر است پس طول قاعده  4طول ارتفاع 

                                      s AH BC BC BC
1 18 4 42 2         

  مي دانيم در هر مثلث متساوي الساقين ارتفاع و ميانه بر هم منطبق هستند بنا براين 

به دست  Cو  Bكمان مي زنيم تا نقاط سانتي متر )  BC  )2و شعاع نصف  Hپس به مركز است.  BCوسط  Hپاي ارتفاع يعني نقطة 
  . جواب مسئله است ABCمثلث  به اين دو نقطه وصل مي كنيم. Aآيند سپس از 
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  خير نمي توان به طور قطع نتيجه گرفت .

  

  

  

/
/

 1 6
2 4 /

 1
1 5

/
/

 2 4
1 6

/ 1 5
1

/
 2

5

/
/

 3 2
8

AD
DB

AE
DC
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رسم مي كنيم . با توجه به شكل مي دانيم كه فاصلة بين دو خط موازي  DEBو  DECرا در دو مثلث DE ارتفاع هاي نظير قاعدة

  مقداري ثابت است پس طول ارتفاع ها باهم برابرند. 

  

  

  

  

DEB DECS

ADE ADE

DEB DEB

ADE ADE

DEC DE

S

B

S AD S AD
S DB S DB AD AE

DB ECS AE S AE
S EC S EC



      
 



 


 



  

  

DEC

DEC DEB

DEB

S h.DE
S S

S h.DE

 




 

1
2
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                                                                   AG AH
HC

GB HC HC
  3 2 1

5 3
  

  

  

              AI AJ x x
x x x x

IB JC /
        2 4 15 5 2 1 2 25 7 5     

  

  

                           

  

                                   AD AE AD AE AD AE
DB EC DB AD EC AE AB AC

     

  

        AD AE AD AB AE AC DB EC DB EC
AB AC AB AC AB AC AB AC

          

  

  
   

AD AE
DE BC

DB EC


AE
EC

EC
AE

EC
CA

CA
CE

AE
AC

AC
AE
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DEبنابه فرض  BF   وDB EF  پس بنا به تعريف چهارضلعيDEFB .متوازي الاضلاع است  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

AE
AC

AE
AC

AE BF

DE

AE DE
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AD AE
DB EC



DE BC
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                                        پاسخ چرا :  
AB AC

A A A BD A C D

AD AD

 
 


 




 

1 2  

  

  

  

 )ض ز ض (
 (فرض خلف)
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ABC  ،aاگر در مثلث  b c 2 2   قائمه است . Aآنگاه مثلث در رأس  2

  

  

  

  

          
A B c
A C bB C A C A B B C b c

B C a B C a
a b c

 
 

              


  



 

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2
  

  

                                                            
A B AB

A C AC A BC A B C A A

B C BC

 


   
        
   

 9  

  
a يك مثلث باشد در اينصورت : ABCفرض كنيم  b c A    2 2 2 9  

  مثلث قائم الزاويه است اگر و تنها اگر مربع يك ضلع برابر با مجموع مربع هاي دو ضلع ديگر باشد.

  

 )ض  ضض ( اجزاي نظير 
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nاگر فرض كنيم كه   nآنگاه داريم:                         41 ( )      241 41 41 41 41 41 2 41 43  

nكه حاصل ديگر عدد اول نيست پس     يك مثال نقض براي رد اين حكم كلي است.41
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ABC

ABC

S AH.BC AH AC
AH.BC AB.AC AH.BC AB.AC

AB BC
S AB.AC

  

 
  




1
1 12
2 21

2

   

  

  

نكته : مي توان ثابت كرد :                                                                              
a nb c nd

a c b d
b d a c

b na d nc

  
 

  

  

  
  

  

          

AB AD
AC AE

AD
AD DB AD AEDB DE BC

DB ECAE
AE EC

EC
AD AE DE DE

DE BC DE BC
AB AC BC BC





 

  


 


   



  2
2

1

1

1 1
2 2

   

  

                             

AP AQ AP
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PB QC
PQ BC

AP AQ PQ PQ
PQ

AB AC BC

 




   

    




2 46 3
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a a b b b

      
1
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3 1 1 2 3 7 7 2
1 2 7 2 1 2 7 2
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1 2 2 7 2 2 1 7 7
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 قضيه تالس تعميم
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AS AT y y
y y

SB TCST BC
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x x
AB BC x x

       
 

       

   

   

8 3 3 12 1 4 34 6 2
8 6 2 6 8 2 18 212 4 1 3 4 1

 

  

                                          
A

AS AE
SE DC AS BTSD EC

SD TCBT AE
TE AB

TC EC

C D:

A BC:





 













   

  
  بود. اگر در مثلثي سه زاويه برابر باشند ، آنگاه سه ضلع نيز برابر خواهند

     
  اگر در يك چهارضلعي زواياي مقابل باهم برابر باشند ، در اين صورت اضلاع مقابل موازي هستند.

   
  صورت رأس هاي چهارضلعي روي يك دايره قرار داردند.اگر زواياي مقابل يك چهارضلعي مكمل يكديگر باشند ، در اين 

  
AB، اگر ABCدر مثلث  AC آنگاهCH BH  

ABبه عبارتي :  AC CH BH    
  

  
  را رسم مي كنيم . AHعمود  Aخارج آن را در نظر مي گيريم . از نقطة  Aو نقطة  dخط 

  را 'AHمي توانيم خط ديگري مانند  Aكه از نقطة  استفاده از برهان خلف ، فرض مي كنيمبا 

AHH' ،عمود كنيم (فرض خلف) . بنا براين در مثلث  dبرخط  H H   9 با توجه  ولي؛  

18مثلث  هر مجموع زاويه هاي داخلياين كه به   ، از ابتدا پس  مي رسيم ،به تناقض  است  
  فرض غلط بودن حكم نادرست بوده و حكم نمي تواند غلط باشد. به عبارتي فرض خلف باطل و حكم مسئله ثابت مي شود.
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

  
  بزرگ تراست. پس اين حكم كلي با اين مثال نقض رد مي شود. 127، اول است و از  131عدد 

  

a2است اما مساحت مثلث قائم الزاويه رنگي  a2مساحت مربع در شكل مقابل 

  است .2

a
a

2
2

  پس با اين مثال نقض حكم كلي فوق رد مي شود.2

  
  شود.در مثلث قائم الزاويه ارتفاع با طول ضلع مثلث برابر است . با اين مثال نقض اين حكم كلي رد مي 

  
  است ولي  ABميانة ضلع  CMو  ABعمود منصف ضلع  dشكل مقابل خط  ABCدر مثلث 

  بر هم منطبق نيستند.
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

  

  

  

  
                                                                   

  

  

  
  

 

 
AB D B

DE BC
AC E C






 

  






 موربق خطوط موازي 

 مورب ق خطوط موازي 
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

  

  

  

  

  

BCبنا بر قضيه خطوط موازي  DE  وBD  مورب پس B D   

BCبنا بر قضيه خطوط موازي  DE  وCE  مورب پس C E  

به حالت برابر بودن دو زاويه با هم متشابه اند.در نتيجه مي توانيم براي آن ها  ADEو  ABC ) تشابه دو مثلث1پس بنا بر قضية (

                                      نسبت تشابه بنويسيم:
AC

D

AC
AC AB BC AC

E
AE AD DE DE

DE

  
 


   



  


33 2733 21 18 22
18 22 33 21 1422
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

  
  كه هر گاه پاره خطي وسط دوضلع مثلث را به هم وصل كند با  ايم قبلا ثابت كرده

  ضلع سوم موازي و نصف آن است .

  

MNبنا بر قضيه خطوط موازي  BC  وNP  مورب پس N P1 3 )1(  
MNهمچنين  BP وMB NP  پس چهارضلعيMNPB متوازي الاضلاع است در نتيجه : N B1   )2 (                                

) نتيجه مي گيريم : 2) و (1از (  N P B 1 3  
MNبنا بر قضيه خطوط موازي  BC  وMP  مورب پس M P1 2 )3(  

MNهمچنين  PC وMP NC پس چهارضلعيMNCP :متوازي الاضلاع است در نتيجه   M C1  )4(                                 
) نتيجه مي گيريم : 4) و (3از (  M P C 1 2  

  
 N B1  و M C1   تشابه اين دو مثلث متشابه اند. 1پس بنا بر قضية  

  
Aاگر  BC A B C

 
    : پس بنا به تعريف تشابه دو مثلث زواياي نظير باهم برابرند   B B ,A A    و C C  )1(  

Aاگر  B C A B C
 

       : پس بنا به تعريف تشابه دو مثلث زواياي نظير باهم برابرند   B B ,A A     و C C )2  (  

)  نتيجه مي گيريم : 2) و (1از رابطه هاي (   B B , A A  ) تشابه داريم  :1پس بنا بر قضيه (A BC A B C
 

  .  
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

  

  

  
  

                                                              
 

 
A H

A BC A H C
C C

    


 



1 9


  

  

                                                                                                        

                                                               
 

 
A H

A BC A H B
B B

    


 



2 9


  

  

Aبا توجه به كار در كلاس قبلي نتيجه مي شود كه  H B A H C
 

  

  

  

  

  

  
                          

BC

AC AB HC BC HB BC BC(HC HB) BC BC AC AB BC          2 2 2 2 2
   

 ) تشابه1قضيه (

 ) تشابه1قضيه (
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  

ABC

ABC

S AH.BC
AH.BC AB.AC AH.BC AB.AC

S AB.AC

 
 




 

1
1 12
2 21

2

  

                                                                                

  

  

  

                                                           h de e e  2 2525 7 7  

  

                                  c d(d e) c ( ) c

b e(d e) b ( ) c

     

   



 

2 2

2 2

5 5 3 4 2 1
3 5 3 24 2 6

   

  

                                                 
BC

bc h.BC h h

  

    

36 64 1
486 8 1 1



 
  

  

  

 
a b c
a b c
  2 2 2   ) تشابه ، متشابه اند. 3بنا براين دو مثلث بنا بر قضيه ( 2

   1اندازة زاوية سوم در مثلث بزرگ تر با توجه به مجموع زواياي داخلي ، 

xاست . پس  1   

 , C C  1 2
6 4 23   متشابه اند.) تشابه ، 2بنا براين دو مثلث بنا بر قضيه ( 2

                                                                     x
x

/
  2 52 5  

BCAC

12
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

 C C1 و 2 B D   9 ) تشابه ، متشابه اند.1بنا براين دو مثلث بنا بر قضيه (  

                              
x

xy
yx y

  
     







16 163 316 12 32 4 3 223
3

 
  

  

  

                       
AB BH BC AB AB

AC BC AB AC AC

AB AC AH BC AH AH

     

    

  

 

 

    

2 2

2 2

9 1 9 3 1

1 9 1
3 1 1 1 3

  

  

  

  

  

            

AC CH BC BC BC

AB BC AC AB AB

AB AC AH BC AH AH

    

     

     





  





2

2 2

2525 2 2
625 525 5 21254 4 2

5 21 255 212 2

  

  

                            
BC AC AB AC BC

AB AC AH BC AH AH

    

    

 

 

2 2 36 64 1
488 6 1 1



 

  

  

               
BH AB AH BH BH

AB BH BC BC BC

AC BC AB AC AC

    

    

     

 

 

 

2 2

2

2 2

144 36 6 3
144 6 3 8 3

192 144 48 4 3

  

  
   

AH AB BH h h

AB BH BD BD BD

AD AB AH BD x x

   

 



  

    


     

2 2

2

144 121 23
144144 11 11

14423 1211 2312 11
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

  
  C E   9  و A A  پس بنا بر قضية اول تشابهA BC A D E

 
   : در نتيجه داريم  

                                                                                                AC BC
AE

AE DE AE
m  5 1 36   

  
 C C1 و  2 B D   9  پس بنا بر قضية اول تشابهA BC C D E

 
  : در نتيجه داريم  

                                                          DC DE CE
BC AB AC

   15 35   

                   CDE

ABC

S
S



1
2 DC DE

1
2

CDE CDE

ABC ABC

DC DE S S
BC AB S S

BC AB
    


3 3 9 

aمي توان ثابت كرد اگر  c e a c e a
b d f b d f b

        

                         CDE CDE

ABC

CDE

A BCB AC

DC DE CE CE P P
BC AB AC AC

P
P P P

       15 35  

  
بنا به فرض B B  و H H   9 پس بنا بر قضية اول تشابه  

 A BH A B H
 

    : در نتيجه داريم   

    
CH                        با توجه به نسبت تشابه دو مثلث و فرض مسئله داريم :             AH AB AH

k k
C H A H A B A H

            

  
  
  

  
aمي توان ثابت كرد اگر  c e a c e a

b d f b d f b
        

                                                                               ABC ABC

A B C A B C

BC AB AC AC
k k

B C A B A C A C
P P
P P     

               

ABC

A B C

S
S   



1
2 AH BC

1
2

ABC

A B C

AH BC S
k k k

A H B C S
A H B C

  
        

   

2
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 تهيه و تنظيم : عطيه تبريزي 

 

a :         ثابت كنيد c e a c e
k k

b d f b d f
      

  
a c e

k
b d f
a c a b a c b d a c c e

k
b d c d c d b d d f
a c

k a c k(b d) a c eb d a c e k(b d) kf a c e k(b d f ) k
b d fe

k e kf
f

  

       
                       

  


 



 


