
     احتمال شرطي و پيشامدهاي مستقل: درس اول 

  .وم احتمال شرطي ، مفاهيم مقدماتي مربوط به احتمال را يادآوري مي كنيمهقبل از ورود به مف

  يادآوري مفاهيم احتمال: قسمت اول 

  .مفاهيم مربوط به احتمال كه در پايه هاي قبل با آنها آشنا شده ايد به شرح زير مي باشند

  ي تصادفيهپديد : 1

ي تـصادفي  ي آن را نتوان قبل از انجام به طور قطعي پيش بيني كرد را پديده      هر پديده يا آزمايش كه نتيجه     

  .مي نامند

  نمونه اي  فضاي : 2

 نمايش مـي  S مي نامند و آن را با فضاي نمونه ايي نتايج ممكن يك آزمايش تصادفي را        ي همه مجموعه

  .دهند

  برآمد  : 3

  .مي گويندبرآمد هر يك از اعضاي فضاي نمونه اي را 

  پيشامد تصادفي : 4

با يك حـرف بـزرگ لاتـين        نيز  و آنرا   مي شود    يده نام پيشامد تصادفي هر زير مجموعه از فضاي نمونه اي را         

  . نمايش مي دهندEمانند

  اعمال روي پيشامدها : 5

 نوشته مـي شـود، پيـشامدي اسـت كـه بـا رخ دادن       BAU كه با نماد B و  Aپيشامد   اجتماع دو    :الف  

  . يا هر دو رخ دهدB يا پيشامد Aپيشامد 

 نوشته مي شود، پيشامدي است كه با رخ دادن هر دو  BAI كه با نماد     B و   A اشتراك دو پيشامد     :ب  

  . رخ دهدB وAپيشامد 

BA د كه با نما   Aاز پيشامد   B تفاضل پيشامد  :ج    A نوشته مي شود، پيشامدي است كه بـا رخ دادن  −

  .رخ دهدBو رخ ندادن
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 2ي صفحه

 مي E ندادن يك پيشامد تصادفي از آن باشد، پيشامدي را كه متناظر با رخEاي و فضاي نمونهSاگر: د 

ESEبديهي است كه .  نمايش مي دهندcEيا′Eمي نامند و آن را باEباشد، مكمل −=′  

  پيشامدهاي ناسازگار : 6

  .به عبارت ديگر اشتراك آنها تهي است. را ناسازگار گويند، هرگاه هر دو با هم رخ ندهندB وAدو پيشامد

Φ=BAI  

  احتمال وقوع يك پيشامد تصادفي : 7

 Eتعداد اعضاي پيشامد تصادفيدر اين صورت ، خارج قسمت       .  باشد Sاييك پيشامد از فضاي نمونه    Eاگر

  .  مي نامندE را احتمال وقوع پيشامد تصادفيSاي نظير آن يعنيبر تعداد اعضاي فضاي نمونه
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  . بيايد3رب در پرتاب يك تاس ، احتمال آن را حساب كنيد كه مض : 1مثال

  : حل 

6654321 =→= )(},,,,,{ SnSفضاي نمونه اي   

263 =→= )(},{ EnEپيشامد تصادفي    
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EP 3   احتمال آمدن مضرب  

احتمال آن را حساب كنيد كه .  به تصادف يك عدد انتخاب مي كنيم100 تا 10از بين اعداد طبيعي از :2مثال

  . باشد8عدد انتخاب شده مضرب 

  :حل 
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 تعداد حالت هاي مطلوب

 مكنتعداد حالت هاي م
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 3ي صفحه

 پيشامد رخ دادن عدد كمتر B و 5 پيشامد رخ دادن عدد بزرگتر از Aاگر . تاسي را پرتاب مي كنيم  :3مثال

  .نشان دهيد كه اين دو پيشامد ناسازگارند.  باشد3از 

  :حل 

6654321 =→= )(},,,,,{ SnS فضاي نمونه اي      

},{ 21=B 6}{                       3     عدد كمتر از=A 5     عدد بزرگتر از   

  . اين دو پيشامد ناسازگارندBAI={}و  چون 

  اصول احتمال : 8

],[ي، عددي حقيقي از بازهE، احتمال وقوع Sه اياز فضاي نمونEبراي هر پيشامد مانند    1o   مـي باشـد و 

  :اصول احتمال عبارتند از . نمايش مي دهندEP)(آن را با

  SP)(=1 : 1اصل

)()()( داريم،Φ=BAI كه AوB براي هر دو پيشامد :2اصل BPAPBAP +=U  

BA كهAوB براي هر دو پيشامد :3اصل  )()( داريم،= BPAP =  

   :نتيجه 

)()( كهمي شود، ثابت Sاز فضاي نمونه ايEنندبراي هر پيشامد ما: الف  EPEP −=′ 1  

  o=Φ)(P: ب 

  روابط اساسي احتمال : 9

  : مي توان روابط زير را نوشتSاز فضاي نمونه ايB وA براي هر دو پيشامد

)()()()( BAPBPAPBAP IU   الف (=+−

)()()( BAPAPBAP I−=−) ب  

مطلوبست احتمـال اينكـه     .  استخراج مي كنيم   100 تا   11 طبيعي از    يك عدد به تصادف از بين اعداد         :مثال  

  :عدد روي اين كارت

  . بخش پذير باشد6 يا بر 4بر : الف 

  .بخش پذير نباشد  6د ولي بر  بخش پذير باش4بر : ب 
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 4ي صفحه

  :حل 
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  :تمرين براي حل 

 و در درس حـسابان قبـول شـود،      34/0 احتمال اينكه دانش آموزي در درس آمار و احتمـال قبـول شـود،                :1

احتمال اينكـه ايـن دانـش       .  است 38/0 و احتمال اينكه دست كم در يكي از اين دو درس قبول شود،               /230

   آموز در هر دو درس قبول شود، چقدر است؟

ال و هم تلويزيون باشـد       و احتمال اينكه هم يخچ     85/0ه اي يخچال داشته باشد، برابر        احتمال آن كه خان    :2

احتمال آن را بيابيد كه در اين .  مي باشد96/0و احتمال آن كه حداقل يكي از اين دو وسيله باشند  40/0برابر 

  :خانه 

  .فقط يخچال باشد:          ب     .         تلويزيون باشد: الف 

},,,...,{ي به تصادف از مجموعه عددي :3   : انتخاب كنيم، احتمال اينكه 1000321

   بخش پذير نباشد، چقدر است؟5 بخش پذير باشد، اما بر 3عدد انتخابي بر : الف 

   بخش پذير باشد، چقدر است؟5 و نه بر 3عدد انتخاب نه بر : ب 

***  
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 5ي صفحه

  احتمال شرطي: قسمت دوم

ا و اتفاق هايي كه در آينده رخ مي دهند، مشروط به نتايج آزمايش هاي ديگر مـي  نتايج بسياري از آزمايش ه    

براي مثال احتمال آسيب ديدن يك راننـده        . احتمال اين چنين رخداد هايي را احتمال شرطي مي نامند         . باشند

 در  در واقـع  . يـك احتمـال شـرطي اسـت       . در يك تصادف به شرط اينكه از كمربند ايمني استفاده كرده باشد           

احتمال شرطي با دو پيشامد مختلف سروكار داريم و فرض مي كنيم يكي از آنها رخ داده است و مي خـواهيم           

  .بدانيم احتمال رخ دادن ديگري چه تغييري كرده است

 رخ داده B در ايـن صـورت اگـر    BP)(<0 دو پيشامد باشند، به قسمي كه    A و Bفرض كنيد  :تعريف  

)|( را با نماد   Aباشد، احتمال وقوع   BAP     نشان مي دهيم و آنرا احتمال شـرطيA    بـه شـرط وقـوع B )

  .مي گوييم و به صورت زير تعريف مي كنيم.)  رخ داده باشدA قبل ازBيعني
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 احتمال اينكه يك اتومبيل دچار نقص فني نشود و به خط پايـان نيـز                ،ي اتومبيل راني  در يك مسابقه  : مثال  

اگـر بـدانيم يـك    .  اسـت 8/0شود، برابـر    است و احتمال اينكه يك اتومبيل دچار نقص فني ن          7/0برسد، برابر   

  اتومبيل دچار نقص فني نشده است، با چه احتمالي به خط پايان رسيده است؟

در ايـن  .  تعريـف  كنـيم  پيشامد رسيدن به خط پايان Aو پيشامد دچار نقص فني نشدن اتومبيل     B اگر :حل  

)(/70: صورت داريم =BAP I 80 و/)( =BPلذا :  
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 در اين صورت طبق تعريف احتمال       Φ≠B دو پيشامد باشند، به قسمي كه        A و Bفرض كنيد  :1نتيجه  

  :شرطي داريم
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 6ي صفحه

نـسبت  Aدر حالتي كه فضاي نمونه اي احتمال هم شانس است، شرطي كردن يك پيشامد مانند            :2يجه  نت

ه اي تلقي  را فضاي نمونB را كنار گذاشته و S اين است كه فضاي نمونه اي يعني Bبه پيشامد ديگر مثل

» كاهش فضاي نمونه اي  « به اين رويكرد    . احتمال روي اين فضاي نمونه اي نيز هم شانس است         . مي كنيم 

  .گفته مي شود

 باشـد را  2  باشد، احتمال آنكه اقلاً يكي از دو تاس 6 دو تاس پرتاب مي شوند، اگر مجموع شماره ها           :مثال  

  .حساب كنيد

  :حل

)}(),(),(),(),(),(),(),(),(),(),{( , 6 25,  24,  23,  21,  22,  62,  52,  42,  32,  22,  1=Aًاقلا  

  .  باشد2يكي از دو عدد 

)}(),(),(),(),{( 1,  52,  43,  34,  25,  1=B باشد6 مجموع دو عدد .  

)}(),{( 2,  44,  2=BAI  
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در ايـن صـورت ،   . مي دانيم كه دست كم يك بار رو آمـده اسـت  .  سكه اي را سه بار پرتاب مي كنيم  :مثال  

  ؟احتمال اينكه هر سه بار رو آمده باشد، چقدر است

  :در اين صورت.  مي ناميمB و دست كم يك بار رو آمدن سكه را Aسه بار رو آمدن سكه را : حل 

},,,,,,.{ PPPRPPPRPPPRPRRRPRRRPRRRS =  

},,,,,.{ RPPPRPPPRPRRRPRRRPRRRB =   
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مطلـوب اسـت    .  را روي نهُ كارت مي نويسيم و سه كارت را به تصادف انتخاب مي كنيم               9 تا   1اعداد  : مثال  

  . اينكه مجموع آنها زوج باشدطاحتمال اينكه هر سه عدد زوج باشند، به شر
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 7ي صفحه

 براي اينكه مجموع سه عدد زوج باشند يا هر سه بايد زوج باشند و يا اينكـه دو عـدد فـرد و يكـي زوج                         : حل  

 پيشامد اينكه هـر سـه عـدد    A حال اگر.اما اعداد زوج در اين مسئله چهارتا و اعداد فرد پنج تا هستند            . باشند

  .داريم.  پيشامد زوج بودن مجموع اعداد سه كارت، تعريف كنيمBزوج و
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  . دو تاس سبز و قرمز را پرتاب مي كنيم:3تمرين 

   آمده است باشد، چقدر است؟6 شده است، احتمال اينكه تاس سبز 10اگر بدانيم مجموع دو تاس ) الف

   باشد، چقدر است؟10 آمده است، احتمال اينكه مجموع دو تاس 6اگر بدانيم كه تاس سبز ) ب

  :حل 

  :الف 

)}(),(),(),(),(),{( , 6 65,  64,  63,  2,  1,  6 66=A  باشدتاس سبز .  

)}(),(),{( 4,  5,  , 6 4 65=B باشد10 تاس مجموع دو .  

)}{( 4,  6=BAI  
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  :ب 

)}(),(),{( 4,  5,  , 6 4 65=A  باشد10 تاسمجموع دو  .  

)}(),(),(),(),(),{( , 6 65,  64,  63,  2,  1,  6 66=B  باشدتاس سبز.  

)}{( 4,  6=BAI  
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 8ي صفحه

فرض كنيد احتمال اينكه يك تيم فوتبال اصلي ترين رقيبش را ببرد،      : مثال
6
1

احتمال قهرماني ايـن تـيم    . 

در حال حاضر  
4
1

 و در صورتي كه اصلي ترين رقيبش را ببرد، اين احتمال به               
3
1

با چه  . هد يافت  افزايش خوا  

براي اين تيم اتفـاق خواهـد       » بردن اصلي ترين رقيب   «يا  » قهرمان شدن « احتمالي حداقل يكي از دو اتفاقِ       

  افتاد؟

  .در اين صورت داريم.  پيشامد بر اصلي ترين رقيب تعريف كنيمB پيشامد قهرمان شدن و A اگر:حل 

3
1=)|( BAP و 

6
1=)(BP و 

4
1=)(AP  

)(واضح است كه هدف اين مسئله تعيين BAP Uلذا بر اساس اطلاعات داده شده داريم.  است.  
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  :تمرين براي حل 

   . تساوي هاي زير را ثابت كنيد :4
0=′)|( AAP)                              1ب=)|( AAP) الف  

اگر  :5
4

1=)(AP و 
6

1=)(BP و 
3

1=)|( BAPباشد .)( BAP Uرا بدست آوريد .  

احتمال رو آمدن سكه در پرتاب سوم را به دسـت آوريـد، بـه شـرط              .  يك سكه را سه بار پرتاب مي كنيم         :6

  .ده باشدم پشت ظاهر شدول و اواينكه در پرتاب 
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 9ي صفحه

  پيشامد هاي مستقل و وابسته: قسمت سوم 

. ي يك آزمايش ديگر است و گاهي مستقل از آن مي باشد     گاهي نتايج يك آزمايش تصادفي وابسته به نتيجه       

  .در اين درس به معرفي پيشامد هاي مستقل و وابسته مي پردازيم

),()(<0باشند، بطوري كه     Sاي دو پيشامد از فضاي نمونه     AوBاگر :تعريف   BPAP  ،   آنگاه اين دو

  . گوييم، هرگاه احتمال وقوع يكي از آنها بر احتمال وقوع ديگري تأثير نداشته باشدمستقلپيشامد را 

  . مي گوييموابسته مستقل نباشند، آنها را AوBاگر دو پيشامد 

  :نتيجه 

  : دو پيشامد مستقل باشند، در اين صورتAوBاگر) 1
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  : دو پيشامد وابسته باشند، در اين صورتAوBاگر) 2
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  .اين دو پيشامد مستقل هستند. تهي باشدB وA دو پيشامد  ازاگر حداقل يكي: توجه 

به عنـوان مثـال قبـولي در درس         . مستقل بودن دو پيشامد، در بسياري از موارد، نياز به بررسي ندارد           : توجه  

زيرا قبولي يا عدم قبولي يكي هـيچ تـأثيري روي           . امد مستقل مي باشند   شنش آموز ، دو پي    فيزيك براي دو دا   

  . و لذا نيازي به بررسي مستقل بودن اين دو پيشامد نيستديگري ندارد

از اين جعبه بـه تـصادف يـك    .  تاي آنها معيوب اند 3لامپ است و مي دانيم كه        12 جعبه اي محتوي    :مثال

احتمـال اينكـه    . ل، لامپ ديگري به تصادف بر مي داريم        بدون جايگذاري لامپ او    لامپ بر مي داريم، سپس    

  هر دو لامپ معيوب باشند، چقدر است؟

  :تعريف مي كنيم:  حل
B=و                      م معيوب  پيشامد لامپ دو              A=ل معيوب پيشامد لامپ او  

       چون معيوب يا غير معيوب بودن لامپ او  م ندارد، پـس  ل هيچ تأثيري بر معيوب يا غير معيوب بودن لامپ دو

  : در اين صورت . مستقل هستندAوBدو پيشامد 
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3 =×== )().()( BPAPBAP I  

 دارند، يك فرد به تصادف انتخاب       Aروه خوني    درصد گ  40 درصد افراد جامعه اي چشم ميشي و         75  :مثال

   داشته باشند، كدام است؟Aاحتمال آنكه اين فرد چشم ميشي يا گروه خوني .مي كنيم

1(78/0                 2 (82/0                      3 (85/0                        4 (95/0  

  : داشتن مستقل هستند،پسAو پيشامد چشم ميشي بودن و گروه خونيد: حل
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1=)|( BAP    و دو پيشامد  BوA  مستقل باشند .)( BAP U   را بدسـت

  .آوريد

  : حل 
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  :مستقل باشند، نشان هيد كه ناتهي و AوB اگر دو پيشامد  :7تمرين

  .                                   نيز مستقل هستند′Aو′Bدو پيشامد) الف

  . نيز مستقل هستند′AوBدو پيشامد) ب

  . نيز مستقل هستندAو′Bدو پيشامد) ج

  :حل
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  . مانند ب حل مي شود و حل آن به فراگيران محترم واگذار مي شود:ج

***  

  :تمرين براي حل 

 ظاهر شدن عددي با مضرب Bهر شدن عدد زوج ، پيشامد ظاAددر پرتاب يك تاس فرض كنيد پيشام : 8

  .مستقل بودن يا نبودن هر دو پيشامد را بررسي كنيد.  باشد2 ظاهر شدن عددي بزرگتر از C و پيشامد3

 تـاس عـددي زوج   احتمال آن را حساب كنيد كه سكه پـشت و . يك سكه و يك تاس را پرتاب مي كنيم   :9

  .بيايد

 درصـد اسـت،     70 در همين درس    درصد و احتمال قبولي ريحانه     90رباضياحتمال قبولي زهرا در درس        :10

  .احتمال اينكه حداقل يكي از آنها در اين درس قبول شود را به دست آوريد

  . آنها پسر باشندي احتمال اينكه هر دو فرزندمطلوب است محاسبه. خانواده اي داراي دو فرزند است :11

 و احتمال قهرماني تيم 5/0فرض كنيد در يك سال احتمال قهرماني تيم ملّي فوتبال ايران در آسيا برابر   :12

  .تعيين كنيد با چه حداقل يكي از اين تيم ها قهرمان خواهد شد.  باشد8/0ايران در  آسيا برابر ملّي  واليبال 
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 در تـيم ملـّي فوتبـال نوجوانـان          8/0ردي مدرسه شان و به احتمال        در تيم كوهنو   7/0احمد به احتمال      :13

  .احتمال هاي زير را محاسبه كنيد. انتخاب مي شود

  .در هر دو تيم مورد نظر انتخاب شود: الف 

  .در هيچكدام از تيم ها انتخاب نشود: ب 

  .فقط در تيم فوتبال انتخاب شود: پ 

  .فقط در يكي از تيم ها انتخاب شود: ت 

  . حداقل در يكي از تيم ها انتخاب شود:ث 

احتمال اينكه رؤيا در درس رياضي قبول شود، دو برابر  احتمال قبول شدن دوستش در اين درس مـي                      :14

حساب كنيد با چـه  .  باشد625/0اگر احتمال اينكه حداقل يكي از آنها در درس رياضي قبول شوند برابر       . باشد

  .واهد شداحتمالي رؤيا در اين درس قبول خ

)().()( : دو پيشامد مستقل باشند، ثابت كنيد كه AوB اگر :15 BPAPBAP ′′−= 1U  

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 

  ه عضو گروه رياضي دوره ي دوم متوسط

  خوزستان استان 
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     آمار توصيفي : موددرس 

آمار توصيفي به خلاصه كردن داده ها در قالب نمودار و جدول و يا با محاسبه ي معيارهاي مختلف گرايش به 

به عبارتي ديگر، آمار به كمك معيارهاي عددي و هندسي، اطلاعاتي           . مركز يا معيارهاي پراكندگي مي پردازد     

  .ونه يا جامعه براي نتيجه گيري مي دهدشده از نم مناسب از داده هاي جمع آوري

  معيارهاي گرايش به مركز: قسمت اول 

  .  مي نامند)پارامتر مركزي( شاخص مركزي معيار مركزي يا هر عدد كه معرف مركز مجموعه داده ها باشد را 

 چند جامعه   يا دوي  لذا براي مقايسه   را تعيين كرد،   ي مركزي مي توان موقعيت كلي داده ها       معيار ها به كمك   

در  .ي مركزي داراي سه نوع مهم هستند       معيار ها  .ي مركزي آنها است   معيار ها  يمحاسبه يك روش مناسب،  

مركـزي  معيـار   ميانگين مهمترين    .پردازيممي   )~x( ميانه و )x(  ميانگين ،از آنها يعني    نوع  فقط به دو     جااين

  .ودمحسوب مي ش

  ميانگين

 .مـي نامنـد   ) ميـانگين حـسابي    (متمايل به وسط آنهـا را ميـانگين         عدد   ، داده هاي آماري   يدر يك مجموعه  

  . داده ها بر تعداد آنها برابر استيخارج قسمت مجموع اندازه  با يا متوسط داده ها،ميانگين

n

x

n

xxxx
x in ∑=

++++
=

...321  

  .ميانگين داده هاي زير را بدست آوريد :مثال

 ix  :5 و8و10و12و14و17
  :لح

11
6

66

6

1714121085 ==+++++== ∑
n

x
x i  

  :تمرين براي حل 

جمع نمرات دانش آموزان اين  . است5/12برابر  رياضيدرس   نفري در16 ميانگين نمرات يك كلاس :1

  .كلاس را بدست آوريد

  . بدست آوريدرا aمقدار . است22هاي زير برابر ه  ميانگين داد  :2

  15 و 20 و 21 و 24 و 25 و aو 22 و 30و 25 و 20
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 14ي صفحه

ميانگين جديد  .  را به داده هاي قبلي اضافه كنيم       11 و   16اگر دو عدد    .  است 17ي آماري    داده 5 ميانگين    :3

  چه عددي خواهد شد؟

  . از ميانگين آنها برابر صفر استك مجموعه آماري ثابت كنيد كه مجموع تفاضل هر يك از داده هاي ي  :4

∑
=

=−
n

i
i xx

1
0)(  

***  

  خواص ميانگين    

يك عدد حقيقـي     k عددي و  يدو مجموعه  )nyو...  و 3y و 2yو1y(و )nxو...  و 3x و 2xو1x( اگر

  .براي ميانگين بررسي كرد  در اين صورت خواص زير را مي توان.باشد

 و  آماري با يك عدد ثابت با حاصل جمع آن عدديميانگين حاصل جمع داده هاي يك مجموعه :الف 

  .انگين آن داده ها برابر استمي

kxzkxz ii +=→+=  

 و  آماري در يك عدد ثابت با حاصل ضرب آن عدديميانگين حاصل ضرب داده هاي يك مجموعه :ب 

  .ميانگين آن داده ها برابر است

xkzxkz ii .. =→=  

با حاصل جمع ميانگين هاي آنها  داده هاي آماري يميانگين حاصل جمع داده هاي متناظر ازدو مجموعه :ج 

  .برابر است

yxzyxz iii +=→+=  

  . داده هاي زير وزن پنج نفر از دوستان نيلوفر برحسب كيلوگرم مي باشند:مثال 

  62 و 55 و 57 و 61 و 55

  .ميانگين داده ها را به دست آوريد: الف 

گين داده هـاي جديـد را بـه دسـت آورده و بـا       واحد اضافه كنيد، سپس ميان     3به هر كدام از اين داده ها        : ب  

  .ميانگين داده هاي اصلي مقايسه كنيد

 ضرب كنيد، سپس ميانگين داده هاي جديد را به دست آورده و با ميانگين        2هر كدام از اين داده ها را در          : ج

  .داده هاي اصلي مقايسه كنيد
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  : حل 

  :الف 

  ix: 62 و 55 و 57 و 61 و 55

kg
n

x
x i 58

5

290

5

5561575562 ==++++== ∑  

  :ب

  iy: 65 و 58 و 60 و 64 و 58

kg
n

y
y i 61

5

305

5

5864605865 ==++++== ∑  

  . واحد افزايش يافت 3ميانگين نيز : نتيجه 

  :ج 

  iz: 124 و 110 و 114 و 122 و 110

kg
n

z
z i 116

5

580

5

110122114110124 ==++++== ∑  

  .ست ضرب شده ا2درميانگين نيز : نتيجه 

  :تمرين براي حل 

  . كنيداثبات هر يك از خواص فوق را  :4

  .يك از آنها است برابر هر ثابت كنيد كه ميانگين داده هاي مساوي،  :5

  ميانگين بر حسب گرم،چقدر است؟اين .  باشد58 بر حسب كيلوگرم برابرمحسن اگر ميانگين وزن دوستان  :6

ايـن  . سـانتي گـراد باشـد     ي  درجـه  45 برابـر    96 سال شهريوراز  دماي هواي اهواز در يك هفته       ميانگين   : 7

32. (ميانگين را برحسب فارنهايت بدست آوريد
5

9 += CF(  

   داده هاي ميانگين . باشد17ابربر )nxو...  و3x و2xو1x(هرگاه ميانگين داده هاي آماري  :8

)12 1 +x12و 2 +x12 و 3 +x12و...  و +nx( را بدست آوريد.  

***  
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  ميانه 

 در يك مجموعه از داده هاي آماري، ميانه داده اي است كه نـصف داده از آن بيـشتر و نـصف داده هـا از آن               

 )از كوچك به بزرگ(به صورت غير نزولي  كه آماريي داده هاي در يك مجموعهبه عبارت ديگر . كمتر است

 ميانـه دد وسط اين داده ها را        ع مرتب شده باشند،  

 ميانه ابتدا داده ها را به       يبراي محاسبه . مي نامند 

  آنگاه  كنيم، صورت غير نزولي مرتب  مي

 وسـط   يداده د،ده هـا فـرد باش ـ     اگر تعداد دا   )الف

  .ميانه است

   . وسط ميانه استيميانگين دو داده اگر تعداد داده ها زوج باشد، )ب

  .هريك از مجموعه هاي زير را بيابيدي ميانه :مثال

  الف (3 و5و  7و  8و 9 و10و 5 و 8 و  5  

  ب( 13 و 15 و16و 17 و17 و 19 و 20و 21 و 22 و 60  

  .ه بزرگ مرتب مي كنيمابتدا داده ها را از كوچك ب: حل

  :الف

                                            

  

  . مي باشد~x=7لذا ميانه برابر. ي وسط ميانه استچون تعداد داده ها فرد است، پس داده

  :ب 

  

  

 ـ. ي وسط ميانه است استچون تعداد داده ها زوج است، ميانگين دو داده     18رلذا ميانه براب
2

1917 =+=x~ 

  .مي باشد

  .ميانه نيز برابر هر يك از آنها است آماري برابر باشند،ي داده هاي اگر تمام داده هاي يك مجموعه :نتيجه

  

  3و 5 و 5 و 5 و 7و  8و  8 و 9 و 10

   13و15و16و17و17و 19 و 20و21 و22و 60    
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چون ميانه تحت تأثير . اي وجود داشته باشندي دور افتادهي داده هاي آماري داده اگر در يك مجموعه   :توجه

ي دور افتـاده،    داده. نسبت به ميانگين، معيار مناسبتري محسوب مي شود       رار نمي گيرد،    داده هاي دور افتاده ق    

  .اي است كه نسبت به ساير داده ها تفاوت بسيار داردداده

  :تمرين براي حل 

.  اسـت  48 و   43 و   10 و   47 و   44 و   42تعداد حمله هاي يك تيم فوتبال در شش ماه گذشته به صورت                : 9

ر شما كدام معيار با معنا تـر  به نظ .تعداد حملات اين تيم را در اين شش ماه به دست آوريد          ي   و ميانه  ميانگين

  است؟ چرا؟

  .ي داده هاي زير را تعيين كنيدميانگين و ميانه  :10

  4 و 5 و 11 و 9 و 16 و 22 و 18 و 15

  . داده هاي زير را در نظر بگيريد :11

  10  و 6 و 4 و 5 و 13 و 11 و 9 و 6

  .ميانگين، ميانه و مد را محاسبه كنيد: الف 

  .يك داده از اين داده ها را طوري تغيير دهيد كه ميانه ثابت بماند: ب 

  .ي ديگر به اين داده ها طوري اضافه كنيد ميانگين تغيير نكنددو داده: ج 

  .نيد ميانگين و ميانه ثابت بمانندي ديگر به اين داده ها طوري اضافه كدو داده: د 

  . داده هاي زير را طوري تغيير دهيد كه ميانه ثابت بماند ولي ميانگين دو واحد اضافه شود :12

  10 و 19 و 12 و 17 و 22

***  
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   هاي پراكندگيمعيار: قسمت دوم 

داده را نسبت بـه همـديگر يـا         ) دوري و نزديكي  ( در فعاليت آماري، گاهي لازم مي شود كه ميزان پراكندگي           

  . براي اينكار از معيارهاي پراكندگي استفاده مي شود. گين محاسبه شودنسبت به ميان

 را نشان دهد، را معيار پراكندگي يا داده ها نسبت به همديگر يا نسبت به ميانگين ميزان پراكندگي عدد كه  ره

، تغييـرات   ي  دامنههاي پراكندگي عبارتند از ،      معيار مهمترين   .مي نامند ) پارامتر پراكندگي (شاخص پراكندگي   

  .واريانس ، انحراف معيار و ضريب تغييرات مي باشند

را نسبت به ، پراكندگي بقيه  داده ها را نسبت به همديگر وپراكندگي تغييرات ي دامنه،هااين معياربين  زا

  .ميانگين نشان مي دهند

   تغييراتيدامنه

بـه   .تغييـرات مـي نامنـد    ي آنها را دامنه   داده هاي آماري تفاضل كمترين داده از بيشترين          ييك مجموعه  رد

 ـقـرار دار  داده هـا در آن       طول بازه اي اسـت كـه         ، تغييرات يعبارتي ديگر دامنه    aاگـر ، در ايـن صـورت    .دن

  .ل زير استي تغييرات به شكدامنه. آماري باشندي داده هاي  بزرگترين داده يك مجموعهbكوچكترين و

abR −=  

  .آماري تعبير كردي داده هاي  تغييرات را مي توان به بيشترين اختلاف بين داده هاي يك مجموعهيدامنه

  .تعبير آن را بنويسيد را حساب كنيد و  تغييرات داده هاي زيريدامنه :مثال

   10و 15 و 14 و  8و  13

  :حل

7815 =−=−= abR  

  .است 7 بيشترين اختلاف بين داده هاي اين مجموعه برابر :يرتعب

  :نتيجه

هر چه قدر اين دامنه بيشتر باشد،  تفاوت زياد در جامعه است،ي تغييرات نشان دهندهي  بزرگي دامنه :1

تغييرات  ياگر دامنه .ندديكترر داده ها به هم نكمتر باشد، اين دامنه قدره چ هرتفاوت بين داده ها زياد است و 

  .همگون است هستند و جامعه برابرداده هاي تمام  صفر باشد،
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 معرف خوبي براي پراكندگي داده ها نمي باشد،  تغييرات ضعيف ترين شاخص پراكندگي است ويدامنه  :2

 ها  دادهيبقيه مقادير يا تعداد و كوچكترين داده استفاده مي شود آن فقط از بزرگترين وي زيرا براي محاسبه

  . تأثيري بر مقدار آن ندارند

***  

  و انحراف معيارواريانس 

اين صورت در. مي نامند )پراش(م تفاضل داده ها از ميانگين آنها را واريانس ميانگين توان دو   

n

xxi∑ −
=

2
2 )(σ  

  . است واريانس در ضمن داشتن اهميت زياد داراي دو اشكال عمدهتوجه داشته باشيد كه

  .تأثير داده هاي بزرگ قرار مي گيرد تحت : الف

مثلاً اگر واحد اندازه گيري داده ها   .واحد اندازه گيري واريانس مجذور واحد اصلي متغير داده ها است: ب 

  .خواهد بود سانتي متر مربع واحد اندازه گيري واريانس  باشد،سانتي متر

انحراف ( ي دوم واريانس را انحراف معيار يشهر. براي رفع اين دو اشكال از انحراف معيار استفاده مي شود

  .مي نامند) استاندارد

2σσ =  
 تعريف بديهي است كه انحراف معيار داراي همان واحدي خواهد بود كه داده ها بر حسب  طبق اينبنابراين

  .آن محاسبه شده اند

  .يدانحراف معيار داده هاي زير را بدست آورواريانس و  :مثال 

   2 و 3 و 7و 4و 9

  :حل

2)( xxi −  xxi −  ix  

9  3−  2  

4  2−  3  

4  2  7  

1  1−  4  

16  4  9  

  جمع=25  -  34
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 5
5

25 === ∑
n

x
x iميانگين   

86
5

342
2 /

)(
==

−
= ∑

n

xxiσواريانس   

62862 // === σσانحراف معيار   

***  

  :تمرين براي حل 

  . را محاسبه كنيدزيرداده هاي و انحراف معيار واريانس    :13

  3و 5 و 6و 9 و 7

  .ثابت كنيد كه واريانس داده هاي مساوي برابر صفر است  :14

  خواص واريانس

 در اين صورت خواص زير .يك عدد حقيقي باشد k عددي ويمجموعهيك  )nxو...  و3x و2xو1x( اگر

  . بررسي كردواريانس آنهابراي  را مي توان

  . با واريانس آن داده ها برابراست ،ثابت با يك عدد  واريانس حاصل جمع داده ها :1

 22
xyii kxy σσ =→+=  

با حاصل ضرب مربع آن عدد در واريانس آن داده ها  ، در يك عدد ثابت واريانس حاصل ضرب داده ها  :2

  .برابر است

222
xyii kxky σσ .. =→=  

***  
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  انحراف معيارخواص 

  .وان نوشت خواص زير را براي انحراف معيار نيز بيان كردتمي . شابه آنچه كه براي واريانس داشتيمم

  . انحراف معيارحاصل جمع داده ها با يك عدد ثابت با انحراف معيارآن داده ها برابراست: 1

xyii kxy σσ =→+=            

اف با حاصل ضرب قدر مطلق آن عدد در انحر  انحراف معيار حاصل ضرب داده ها در يك عدد ثابت، :2

  .معيارآن داده ها برابر است

xyii kxky σσ .||. =→=  

  : تمرين براي حل 

 باشد و تمام داده ها 8 و ميانگين آنها 18ي داده هاي آماري برابر اگر واريانس داده هاي يك مجموعه  :15

  .ميانگين و واريانس داده هاي جديد را تعيين كنيد. را دو برابر كنيم

  داده هاي انحراف معيار  . باشد16برابر )nxو...  و3x و2xو1x(ده هاي آماري داواريانسهرگاه   :16

)12 1 +x12و 2 +x12 و 3 +x12و...  و +nx(  محاسبه كنيدرا.  

***  

  ضريب پراكندگي

 پراكنـدگي   آماري بر ميانگين آنهـا را ضـريب  ي داده هايخارج قسمت انحراف معيار داده هاي يك مجموعه       

  .گويند )ضريب تغييرات(

x
CVx

σ=  

ا اغلب در موارد زير لذ باشد، فاقد واحد اندازه گيري مي ضريب پراكندگي داده ها، كه طبق تعريف   توجه كنيد

  .استفاده مي شود

   .هاي آنها متفاوت باشد آماري كه واحد اندازه گيري دادهي  دو يا چند جامعهيبراي مقايسه: الف 

  .سود ديگري بر حسب دلار باشد  سود دو شركت كه سود يكي برحسب ريال ويمقايسه :مثلاً
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هـاي متفـاوت     ولي ميـانگين   ريانس هاي آنها برابر باشند    كه وا آماري   ي دو يا چند جامعه    يبراي مقايسه : ب  

   .دارند

 داراي انحراف معيار برابر هستند ولي ميانگين مساوي دارنـد،          y و xباتوجه به اطلاعات زير دو شركت      :مثلاً

  . محسوب مي شودx مقايسه با شركتاز پراكندگي شركت بهتري در yلذا شركت

  -  ميانگين  انحراف معيار  ضريب پراكندگي

   x شركت  10  2  2/0

   y شركت  20  2  1/0

  

  . ضريب پراكندگي داده هاي زير را محاسبه كنيد:مثال 

  4 و 9 و 3 و 8 و 6

2)( xxi −  xxi −  ix  

4  2-  4  

9  3 9  

9  3-  3  

4  2 8  

0  0 6  

  جمع = 30  ---  26

6
5

30 === ∑
n

x
x iميانگين   

25
5

262
2 /

)(
==

−
= ∑

n

xxiσواريانس   

 28225 // ==σانحراف معيار   

380
6

282
/

/ ===
x

CV
σ

  ب تغييرات  ضري

  .ضريب تغييرات آنها صفر است اگر تمام داده هاي آماري برابر باشند، :نتيجه

***  

  . كيلوگرم است81 و 80  كيلوگرم و وزن دو فرد چهل ساله5/2 و 5/1وزن دو نوزاد فرض كنيم : مثال 

  .تفاوت وزن دو نوزاد چقدر است: الف 
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  .ل ساله چقدر استهتفاوت وزن دو فرد چ: ب 

  .هر دو دسته را به دست آوريدوزن راف معيارهاي حنا: پ 

   در كدام دسته زيادتر به نظر مي رسد؟هاوزن فكر مي كنيد تفاوت : ت 

  نتيجه اي مي گيريد؟چه . ضريب تغييرات هر دو دسته را به دست آوريد: ث 

  :حل 

522 /=x  511   و /=xوزن دو نوزاد    

812 =x  801   و =yوزن دو فرد چهل ساله      

15152 =−= //xRتفاوت وزن دو نوزاد   

18081 =−=yR فرد چهل ساله تفاوت وزن  

2)( xxi −  ix  

250251 2 /)/( =−  5/1  

250252 2 /)/( =−  5/2  

50
2

250250
/

// =+=xσ  2
2

5251 =+= //
x  

  

2)( yyi −  iy  

25058080 2 /)/( =−  80  

25058081 2 /)/( =−  81  

50
2

250250
/

// =+=yσ  580
2

8180
/=+=y  

لذا  .در كدام دسته بيشتر است تفاوت وزن ها  گفت كهنمي توان. چون انحراف معيار هر دو گروه برابر است

 گروهي كه ضريب تغييرات آن كمتر است، تفاوت وزن هاي كمتر .بهتر است از ضريب تغييرات استفاده كرد

  .دارد

***  

  

  

  ضريب تغييرات

0060
580

50
/

/
/

. ===
y

VC
y

y
σ

 

  ضريب تغييرات

250
2

50
/

/
. ===

x
VC x

x
σ

 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................... ................................................2آموزش رياضي 

 24ي صفحه

  :تمرين براي حل  

  . براي داده هاي زير ضريب تغييرات را محاسبه كنيد :17

  9 و 6 و 3 و 15 و 12

  . باشد، واريانس داده ها را به دست آوريد4 و ميانگين آنها برابر 2 داده برابر 10گر ضريب تغييرات  ا :18

  ضـرب كنـيم،  k آماري را در عدد مثبـت     ي داده هاي   نشان دهيد كه اگر تمام داده هاي يك مجموعه          :19

  .ضريب تغييرات آنها تغييري نمي كند

،  جمـع كنـيم    k آماري را با عدد مثبـت      ي داده هاي  ه اگر تمام داده هاي يك مجموعه       توضيح دهيد ك    :20

  يرات آنها چه تغييري مي كند؟يضريب تغ

واحـد انـدازه گيـري      .  ي داده هاي آماري بر حسب متر اندازه گيري شـده انـد             داده هاي يك مجموعه     :21

  .را مشخص كنيد اف معيار و  ضريب تغييراتمعيارهاي  ميانگين ، واريانس ، انحر

ي ميانگين و واريـانس آن      درباره. ي داده هاي آماري مساوي باشند     ي داده هاي يك مجموعه    اگر همه   :22

  مجموعه چه مي توان گفت؟

مقدار هر يك از شاخص هاي .  باشد5ي آماري مساوي و ميانگين آنها اگر تمام داده هاي يك مجموعه  :23

                           انحراف معيار :                         بميانه : الف             . بنويسيدزير را

در صورتي كه تمام داده ها را سه  . است12 و واريانس آنها 5ي داده هاي آماري  ميانگين يك مجموعه :24

  . برابر كنيم، ميانگين و واريانس داده هاي جديد را بنويسيد

تعيين كنيد .  روز كاري به صورت زير است5 امتيازات مهارت كاري دو نفر از پرسنل يك آزمايشگاه در  :25

  .كه دقت عمل كدام بك بيشتر است

  A : 20 و 23 و 24 و 26  و 27      و       B : 21 و 22 و 23 و 26 و 28

  

 در يك آزمون علمي بـه شـرح    نمرات رياضي و هندسه يك تيم پنج نفره از دانش آموزان براي شركت             :26

در كـدام آزمـون     بهتر اسـت    خانه هاي جدول را كامل كنيد و سپس تعيين كنيد كه اين تيم              . جدول زير است  

  چرا؟ . رياضي يا هندسه شركت نمايد
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  هندسه  رياضي  نام دانش آموز  رديف

  12  15  محسن احمدي  1

  16  11  علي رضايي  2

  10  12  رضا اكبري  3

  17  18  احمد علوي  4

  20  19  حسين صادقي  5

        ميانگين

        واريانس

        انحراف معيار

        ضريب تغييرات

  

***  
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  چارك ها

دد وسط ايـن  ع  كه داده هاي آن به صورت غير نزولي مرتب شده باشند،ي داده هاي آماري  در يك مجموعه  

 ل داده ها را    او ي نيمه ي از طرفي ميانه   . نمايش مي دهند   2Qمي نامند و آنرا با    م  چارك دو  يا   ميانهداده ها را    

1 (لچارك اوQ( ي نيمهيميانه  ودو مم آنها را چارك سو) 3Q(مي نامند .  

  .م داده هاي زير را تعيين كنيدل تا سوچارك هاي او  :مثال

   12و 10و 15 و 23 و 14 و 27 و 18 و 34 و 41 و 43 و 32 و 18 و 25 و 31 و 19

  :حل

  

  

151 لچارك اولذا  =Q   و 232) ميانه ( مچارك دو =Q و 323 مچارك سو =Q  

چارك هاي اول و سوم، ميانـه   براي تعيين چارك ها، ابتدا ميانه را محاسبه مي كنيم ولي براي تعيين  :توجه  

  . كت داده نمي شودرش

  ي ميان چاركيو دامنهنمودار جعبه اي 

نموداري موسوم به نمودار جعبه اي . نموداري كه معيارهاي پراكندگي داده را مي توان به كمك آن تعيين كرد  

اين . و سوم را به تصوير مي كشدو قبل و بعد از چارك اول  اين نمودار پراكندگي داده را در اطراف ميانه .است

ي ترسـيم   ي آمـار  نمودار به كمك كمترين و بيشترين داده و چارك هاي اول تا سوم داده هاي يك مجموعه                

  .مي شود

  

  

  

ميانه به هر سمت متمايل شود، در آن سمت داده ها           . در نمودار جعبه اي ممكن است، ميانه وسط جعبه نباشد         

  . ديگر داده ها پراكنده تر هستندبه هم نزديكترند و در سمت

1Q 2Q 3Q 

  10و 12 و 14و15 و18 و18 و19 و 23و   25و 27و 31و 32و 34 و 41و 43

 چارك سوم چارك دوم ين دادهبيشتر چارك اول كمترين داده

Min Max 
1Q 2Q 3Q 
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ي ميـان   دامنـه . مورد استفاده قرار مـي گيـرد      ) پرت(يك معيار ديگر كه در صورت وجود داده هاي دور افتاده            

 نمايش مي IQRي ميان چاركي مي نامند و آن را با تفاضل چارك اول از چارك سوم را دامنه. چاركي است

  .دهند

13 QQIQR −=  

ترسيم نمودار جعبه اي اين داده ها را . ه استدرا شمريك باغ ي گل قرمز  بوته22حسين تعداد گلهاي : مثال

  .محاسبه كنيدرا ي ميان چاركي نموده و دامنه

  1 و 1و 1 و 1 و 1و 2 و 2 و 2 و 2 و 2  و 2   و 3 و 3 و 4 و 4 و 4 و 5 و 5 و 6 و 7 و 7 و 8

  :حل 

  1 و 1 و1 و 1 و 1 و2 و 2 و 2 و 2 و 2 و  2   و 3 و 3 و 4 و 4 و 4 و 5 و 5 و 6 و 7 و 7 و 8 

8=max 53 و =Q 52  و
2

32
2 /=+=Q 21  و =Q 1  و=min  

  

  

  

32513 =−=−= QQIQRاركيي ميان چ دامنه  

  :تمرين براي حل 

  .  داده هاي زير را در نظر بگيريد: 24

  12 و 10 و 15 و 23 و 14 و 27 و 16 و 34 و 41 و 43 و 32 و 18 و 25 و 31 و19 

  .م داده هاي زير را تعيين كنيدل تا سوچارك هاي او: الف 

  .ي ميان چاركي را محاسبه كنيددامنه: ب 

  .نمودار جعبه اي ترسيم كنيد: ج 

25:  چارك هاي اوداده هاي زير را محاسبه كنيدي ميان چاركي  و دامنهم ل تا سو.  

  17 و 15 و 16 و 18 و14 و 13 و 19 و 16 و 17  و 41

  

1 
3 4 5 

6 7 8 
2 

1Q 2Q 3Q 

max min 
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  . را در نظر بگيريدزيرداده هاي   :26

  20 و 24 و 30و 28 و 22و 25 و 31 و 41 و 22 و 26                                   

                           .ميانه را محاسبه كنيد، نميانگي :الف

  .را تعيين كنيدي ميان چاركي دامنه :ب

  .نمودار جعبه اي مربوط به اين داده ها را رسم كنيد: ج

  . در هر مورد جاي خالي را كامل كنيد :27

  .گويند............. تفاضل بيشترين و كمترين داده را : الف 

  .قرار دارند.........  درصد داده ها بعد از 50 درصد داده ها قبل از و 50ي در نمودار جعبه ا: ب 

درصد داده ها ..... درصد داده ها قبل از چارك اول و ...... ي داده هاي آماري در نمودار يك مجموعه:  پ 

  .درصد داده ها قبل از چارك سوم قرار مي گيرند...... قبل از چارك دوم و 

  .هستند....... و......... پراكندگي كه ميانگين در آنها نقش دارد معيارهاي : ت 

  .) مثبت استkعدد (...... . برابر شوند، ضريب تغييرات kاگر داده هاي آماري: ث 

  .واحد اندازه گيري داده ها است....... واحد اندازه گيري واريانس ، : ج 

  .داده ها، كمتر است....... ر قدر انحراف معيار كمتر باشد، ميزان ه: ح 

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 

  ه عضو گروه رياضي دوره ي دوم متوسط

  خوزستان استان 

 


