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   آشنايي با مفهوم مشتق : لوادرس 

ايده . در رياضيات و در علوم ديگر است از مفاهيم اساسي رياضي است كه داراي كاربردهاي وسيع يمشتق يك

به كمك اين ايده به تـدريج       در اين درس    .  در مورد مفهوم مشتق، به شيب يك خط مربوط مي شود           ،ي اوليه 

  .شنا مي شويمبه صورت دقيق تري با مفهوم مشتق آ

  مشتق تابع در يك نقطه 

xfy)(اگر axي يك تابع پيوسته در نقطه     = xfy)(در اين صورت مشتق تابع    . باشد = - در نقطه  =

axي af)(و آنرا با  را به صورت زير تعريف مي كنند= يا ′
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73مشتق تابع  :مثال −= xxf   . بدست آوريدx=2ي را در نقطه)(
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132مشتق تابع  :مثال −+= xxxf   . بدست آوريدx=4ي را در نقطه)(
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  )2ي صفحه ( 
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  .ه شده ، بدست آوريدي دادمشتق هر يك از توابع زير را به كمك تعريف مشتق، در نقطه   :1تمرين

215 =+−= xxxf   الف ()(;

132 =+−= xxxxf   ب ()(;

1123 =−+= xxxxf    ج ()(;

  :تمرين براي حل 

152 مشتق تابع  :2 −+= xxxf   . به دست آوريدx=2ي را در نقطه)(

xxf مشتق تابع :3   . به دست آوريدx=4ي را در نقطه)(=

xxf مشتق تابع :4 sin)(   . به دست آوريدx=0ي را در نقطه=

***  

  تعبير هندسي مشتق

xfy)(مشتق تابع axيدر نقطه =   . برابر است با شيب خط مماس بر نمودار تابع در اين نقطه ،=

)(afm ′=  

  

  

  

  

12 شيب خط مماس بر نمودار تابع :مثال += xxf   . بدست آوريدx=3ي را در نقطه)(

  :حل 

12 += xxf )(  
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  )3ي صفحه( 
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63 =′= )(fmشيب خط مماس   

***  

  ي خط مماسمعادله

xfy)(معادله ي خط مماس بر نمودار تابع  axيدر نقطه =   .ي زير به دست مي آيد از رابطه=

baxmy +−= )(  

  

  

  

  

  

  . را به دست آوريدx=3يي خط مماس بر نمودار تابع، در نقطه با توجه به مثال قبل ، معادله:مثال 

  :حل 

10133 2 =+= )()(f  

861036           ي خط مماسمعادله −=→+−=→+−= xyxybaxmy )()(  

شيب خط مماس بر نمودار تابع     :5تمرين  
x

xf
-سپس معادله. ست آوريد بدx=2ي را در نقطه)(=1

  .اين نقطه بنويسيد ي خط مماس بر منحني نمودار تابع را در
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  )4ي صفحه ( 

   :تمرين براي حل 

=+1شيب خط مماس بر نمودار تابع         : 6 xxf ي سپس معادله .  بدست آوريد  x=3ي را در نقطه   )(

  .نويسيداين نقطه ب خط مماس بر منحني نمودار تابع را در

xxxfي خط مماس بر منحني نمودار تابعمعادله   :7 22   . بدست آوريدx=3ي را در نقطه)(=−

123ي خط مماس بر منحني نمـودار تـابع          معادله   :8 2 +−= xxxf  بدسـت   x=2ي را در نقطـه    )(

  .آوريد

سپس تعيين كنيد كه .  در نظر بگيريد نمودار مقابل را :9

  خط مماس در كدام نقطه بيشتر است؟شيب 

  

xxf نمودار تابعاگر نمودار تمرين قبل، : 10 =)( 

مقايسه سپس  محاسبه و Bx=4 وAx=1يرا در دو نقطهتابع اين  رنموداشيب خط مماس بر  .باشد

  .يدكن

  . پاسخ دهيدداده شده با توجه به نمودار زير به سئوالات   :11

تعيين كنيد كه شيب روي نمودار نقطه اي را : الف 

  .خط مماس بر نمودار تابع مثبت باشد

نقطه اي را روي نمودار تعيين كنيد كه شيب : ب 

  .خط مماس بر نمودار تابع منفي باشد

نيد كه شيب نقطه اي را روي نمودار تعيين ك: ج 

  .خط مماس بر نمودار تابع صفر باشد

  :در نمودار شكل مقابل :  12

  در چه نقاطي مشتق صفر است؟: الف 

  در چه فاصله هايي مشتق مثبت است؟: ب 

   مشتق منفي است؟فاصله ايدر چه : ج 

A 

B 

1 
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  )5ي صفحه( 

 جدول را ،داربا توجه به نمو.  استداده شدهبر منحني در نقاط متفاوتي  شيب خط مماس زير در جدول  :13

  .كامل كنيدروي منحني نقاط با 

  

  

  

  

1  
2

1
  شيب خط مماس  -2  -1  0  

  ي روي منحنينقطه          

  

  .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد.  نمودار مقابل را در نظر بگيريد :14

axيع در نقطهآيا تاب: الف    . پيوسته است=

نقاط ني در حشيب خط مماس بر منمنفي بودن، مثبت يا : ب 

),(يواقع در بازه ao را بررسي كنيد.  

مثبت يا منفي بودن، شيب خط مماس بر منحني در نقاط : ج 

),(يواقع در بازه 2aرا بررسي كنيد .  

نقطه اي روي منحني مشخص كنيد كه شيب خط مماس بر منحني : د 

  .ر آن نقطه برابر صفر استد

 بر نمودار x=2ي در نقطهf در شكل مقابل تابع خطي :15

   . مماس شده استgتابع

4اگر
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limباشد .

)()()(مقدار 221 ggf   . را محاسبه كنيد++′

  . شود3ر برابx=2ين در نقطهآي را بنويسيد كه شيب ي تابع معادله :16
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  )6ي صفحه ( 

514: در شكل زير داريمf براي تابع :17 /)( =′f254 و =)(f  با توجه به شكل مختصات نقاط

AوBوCرا بيابيد .  

  

  

  

  

 > يا = يا <با توجه به اين نمودار، در هر مورد علامت.  داده شده استf در شكل زير نمودار تابع :18

  .قرار دهيد

  

  

  

  

  

)( 2xf ′      )( 3xf )(ب                                 (′ 2xf ′      )( 1xf   الف (′

)( 4xf ′      )( 2xf )(ت                                   (′ 1xf ′      )( 3xf   پ (′

)( 5xf ′      )( 1xf   ث (′

 > يا = يا <با توجه به اين نمودار، در هر مورد علامت.  داده شده استf در شكل زير نمودار تابع :19

  .ر دهيدقرا

  

  

  

  

٠        )( 3xf )(          ٠  پ                 (′ 2xf )(       ٠ب              (′ 1xf   الف (′

***  
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  )7ي صفحه( 

  ي خط مماسمسئله

. ماس در اين نقطه منجـر مـي شـود         ي يافتن شيب خط م     به مسئله  Aيي يافتن خط مماس در نقطه     مسئله

ــي     ــر منحنـ ــاس بـ ــط ممـ ــافتن خـ ــراي يـ بـ

xfy)(تـابع   بايـد نقطــه اي  Aي در نقطــه=

 در نظـر    A را روي منحنـي در نزديكـي       Bمانند

را بـه  Bي، نقطهABم و با رسم خط قاطع يبگير

 نزديك كنيم و ببينيم كه آيا اين خـط          Aينقطه

ي ها به خط خاصي نزديك مي شوند، يا نه؟ واضح است كه اين خط همان خط مماس بر منحنـي در  نقطـه                     

Aشيب  اين خط با يك عمل حدگيري به دست مي آيداين عمل دقيقاً يك عمل حدگيري است و .  است .  
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   شيب خط مماس در صورت وجود

),)((راBي اگر در شكل فوق مختصات نقطه:توجه  xfx خواهيم داشت. فرض كنيم.  
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  تعريف خط مماس

حـد زيـر موجـود باشـد، آنگـاه خطـي كـه از نقطـه             تعريف شده باشـد و       aي بازي شامل   بر بازه  fاگر تابع 
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  . را مي توان به يكي از شيوه هاي زير به دست آوردشيب خط مماس :حل 

  :روش اول 
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xxf مشتق تابع:19تمرين   . به دست آوريدx=9ي را در نقطه)(=
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  مشتق هاي يك طرفه

-باشــد، حــد يــك طرفــه    تعريــف شــده  a و يــك همــسايگي راســت  aيدر نقطــهfاگــر تــابع 

ي
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  )9ي صفحه( 

- تعريــف شــده باشــد، حــد يــك طرفـــه     a و يــك همــسايگي چـــپ  aيدر نقطــه fاگــر تــابع  

ي
ax

afxf

ax −
−

−→

)()(
lim     ،تابع مشتق چپ را در صورت وجود f  ي در نقطهa         مي نامنـد و آن را بـا 

  . نمايش مي دهند′−af)(نماد 
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afxf
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−

)()(
lim)( چپ مشتق  

  . تعيين كنيدx=2ي مشتق راست و مشتق چپ تابع زير را در نقطه :20تمرين




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=
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xf )(  

   :تمرين براي حل 

  .ست آوريدبد x=0يتابع زير را در نقطهمشتق راست و مشتق چپ   :21
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
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xf
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)(

0
  

312مشتق راست و مشتق چپ تابع  :22 −+= ||)( xxf1ي را در نقطه−=xبدست آوريد .  

  . بدست آوريد x=2يدر نقطهدر صورت وجود تابع زير را مشتق راست و مشتق چپ  : 23
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



=
≠=
2

2

x

xx
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2
)(  

)(|| نمودار تابع :24 xxf سپس در مورد شيب خط مماس بر نمودار تابع در همسايگي .  را رسم كنيد=

  . بحث كنيدx=0ي راست و چپ نقطه

***  
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   پذيري يك تابع در يك نقطهمشتق

xfy)(تابع axي در نقطه=   :، هرگاه گويند پذير مشتق=

lim)(lim)()( ( .در اين نقطه پيوسته باشد) الف afxfxf
axax

==
−+ →→

(  

)()( ( .مشتق راست و مشتق چپ آن در اين نقطه موجود و برابر باشند) ب afaf −+ ′=′(   

axيدر نقطهدر غير اين صورت تابع    . نيست مشتق پذير=

  . بررسي كنيدx=0ي ابع زير را در نقطه مشتق پذيري ت :25تمرين
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  .ابتدا پيوستگي تابع را در نقطه ي داده شده بررسي مي كنيم  :حل

1100 2 =+= )()(f مقدار   

110 2
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x

   حد راست

1001 =+=
→

)sin()()(lim xf
x -0

   حد چپ

  . پيوسته استx=0يتابع در نقطه

  .حال مشتقات يك طرفه را در اين نقطه را بررسي مي كنيم
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)()( 00 −+ ′=′⇒ ff  

  . مشتق پذير استx=0يتابع در نقطه

  



 دهم رياضيدوازي پايه............................ .................................................................... 2ابانحسي درسنامه

  )11ي صفحه( 

)(|| مشتق پذيري تابع: 26تمرين 1−= xxf1يرا در نقطه=xبررسي كنيد .  

  . ابتدا تابع را به صورت زير تعريف مي كنيم:حل





<−−
≥−

=
11

11

xx
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xf
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)(  

  .ي داده شده بررسي مي كنيمحال پيوستگي تابع را در نقطه

0111 =−=)(f مقدار   

011
1

=−=
+→

)(lim xf
x

   حد راست

011
-1

=−−=
→

)()(lim xf
x

   حد چپ

  . پيوسته استx=1ي تابع در نقطه

  .حال مشتقات يك طرفه را در اين نقطه را بررسي مي كنيم

1
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lim)(مشتق چپ   

)()( 11 −+ ′≠′⇒ ff  

  . مشتق پذير نيستx=1يتابع در نقطه

)(|| مشتق پذيري تابع: 27تمرين 12 −= xxf 1را در نقاط=x 1 و−=xبررسي كنيد .  

  . ابتدا تابع را به صورت زير تعريف مي كنيم:حل
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xf )()(  

  .ي كنيمحال پيوستگي تابع را در نقاط داده شده بررسي م

  x=1 يبررسي پيوستگي در نقطه

0111 2 =−=)(f مقدار   
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0112

1

=−=
+→

)(lim xf
x

   حد راست

0112

1-
=−−=

→
)()(lim xf

x
   حد چپ

  . پيوسته استx=1ي تابع در نقطه

  .حال مشتقات يكطرفه را در اين نقطه را بررسي مي كنيم

1
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  . مشتق پذير نيستx=1يتابع در نقطه

  x=−1ي بررسي پيوستگي در نقطه

0111 2 =−−=− )()(f مقدار   

011 2

1

=−−−=
+−→

])[()(lim xf
x

   حد راست

011 2

1-
=−−=

−→
)()(lim xf

x
   حد چپ

  . پيوسته استx=−1ي تابع در نقطه

  .حال مشتقات يكطرفه را در اين نقطه را بررسي مي كنيم
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1
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1

1
1

2

11) +
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+
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− x
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x
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f

xx

)(
lim

)()(
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2
1

11

1

−=
+

+−=
−−→ x

xx

x

))((
lim  

  .يست مشتق پذير نx=−1يتابع در نقطه

   :تمرين براي حل 

  . بررسي كنيدx=1ي مشتق پذيري تابع زير را در نقطه: 28







≥−
<+=
13
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xx

xxx
xf )(  

  .ي داده شده  بررسي كنيدمشتق پذيري توابع زير را در نقطه  :29

0=+= xxxxf :sin.)( ==0  ج (1 xxxxf   الف ()(||:

11 =−= xxxxf ==0  د ()()]([: xxxxf :sgn.)() ب  

***  

  . نقطه مشتق پذير باشد، آنگاه در آن نقطه نيز پيوسته خواهد بوديك  اگر تابعي در :قضيه 

  : اثبات 

)()(lim))()((lim)(
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lim afaxafxfaf
ax
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axaxax
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→→→
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)()(lim)(lim)(lim afxfafxf
axaxax
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0  

axيو اين به معني آن است كه تابع در نقطه   .  پيوسته است=

   :توجه 
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سته باشد ولي در ان ويعني ممكن است يك تابع در يك نقطه پي. ي فوق الزاماً برقرار نيستعكس قضيه  :1

)(|| مانند تابع. نيستمشتق پذيرنقطه  xxf  پيوسته است ولي در اين نقطه مشتق x=0ي كه در نقطه=

  .يستپذير ن

  . اگر تابعي در يك نقطه پيوسته نباشد، در آن نقطه مشتق پذير نيست: 2

  . را بيابيدa وbمقدار  مشتق پذير است،x=1ي تابع زير در نقطه: 30 تمرين
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لذا پيوستگي و سپس  .پس در اين نقطه پيوسته مي باشد  مشتق پذير است،x=1ي چون تابع در نقطه:حل

  . را بررسي مي كنيمهمشتقات يكطرف

21 += bf    مقدار)(
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  مشتق راست
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   مشتق چپ
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  : تمرين براي حل 

  . را بيابيدa وb مشتق پذير است، مقدار x=2يتابع زير در نقطه  :31
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
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
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xax
xf )(  

***  

ax يك تابع در يك نقطه مانند ،در هر يك از موارد زير :نتيجه    . مشتق پذير نيست=

 .تابع در اين نقطه پيوسته نباشد  :1

  . مي گوينديي ناپيوستگنقطهي داده شده را در اين مورد نقطه

)(][ تابع:مانند xxf   . پيوسته نيستx=0يكه در نقطه=

 

تابع در اين نقطه پيوسته است ولي مشتق راست و چپ تـابع در ايـن نقطـه                    :2

 . برابر نباشندليو) متناهي( موجود 

 مـي  )ويـه دار ي زانقطـه  (ي گوشه اينقطهي داده شده را در اين مورد  نقطه 

  . مي نامندنيم مماس راست و نيم مماس چپگويند و خطوط مماس را 

)(|| تابع :مانند xxf مـشتق   و  -1 پيوسته است ولي مشتق چپ آن در اين نقطه           x=0يكه در نقطه  =

  .  است1 راست آن
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00 =)(fدار مق  
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lim)(مشتق چپ   

  و ديگري)متناهي ( تابع در اين نقطه پيوسته است ولي مشتق راست يا چپ تابع در اين نقطه يكي عدد  :3

 . شود)نامتناهي( بي نهايت

  

  

مي گويند و خطـوط ممـاس را        ) ي زاويه دار  نقطه (ي گوشه اي  نقطهي داده شده را     در اين مورد نيز  نقطه     

  . مي نامندنيم مماس راست و نيم مماس چپ

 تابع :مانند
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 . شود−∞ و ديگري +∞اين نقطه پيوسته است ولي مشتق راست يا چپ تابع يكيتابع در  : 4
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3 تابع:مانند 2xxf   زيرا . پيوسته ولي مشتق پذير نيستx=0يدر نقطه)(=
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 . شوند−∞ يا هر دو +∞ه پيوسته است ولي مشتق راست يا چپ تابع هر دو تابع در اين نقط : 5

  

  

5 نمودار تابع:مانند 3xxf    پيوسته است ولي x=0يكه در نقطه)(=
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   :توجه 

تابع در آن نقطه پيوسته نيست و لذا .  اين نقطه تعريف نشده باشد    )راست يا چپ    ( يگي در همسا  يتابعاگر   : 1

 .مشتق پذير نمي باشد

xxfتابع: مانند  پيوستگي راست دارد ولي حـد چـپ         x=0يدر نقطه )(=

  .ي مرزي استاين نقطه يك نقطه .آن در اين نقطه تعريف نمي شود

  

   پيوسته بوده وaدرfتابعاگر   :2

∞−∨+∞=
−
−

→ ax

afxf

ax

)()(
lim  

ax باشد، آنگاه خط   ),)((ي كه از نقطه   = afaA   بـر نمـودار  خط مماس قائم و  مي گـذرد f 

 خط مماس قائم  .گفته مي شود
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  :تمرين براي حل 

  .در شكل هاي زير تعيين كنيد كه هر تابع در كدام نقطه يا نقاط مشخص شده مشتق پذير نيست  :32

  

3 نشان دهيد كه تابع :33 xxf   .مماس قائم دارد x=0ي در نقطه)(=

  .شندانب پيوسته باشند ولي در اين نقطه مشتق پذير x=2ل بزنيد كه هر دو در مثاgوfدو تابع مانند  :34

  : كه مشتق آن نمودار تابعي را رسم كنيد در هر مورد  :35

  .در يك نقطه برابر صفر شود: الف 

  . شود3 برابر x=2در :ب 

  .ثبت باشدمدر تمام نقاط  : پ

  .ام نقاط يكسان باشددر تم : ت

  .در تمام نقاط منفي باشد: ث 

  . بررسي كنيدx=1يزير را در نقطهمشتق پذيري تابع   :36
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  . شود5 برابر x=2سه تابع مثال بزنيد كه مشتق هر يك از آنها در  :37

)(||مشتق پذيري تابع  :38 42 −= xxf2طا را در نق=x   2و−=x بررسي كنيد.  

0f)( موجودند ولي f′−0)( وf′+0)(با توجه به تابع زير نشان دهيد كه  :39   .موجود نيست ′
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)(||ان دهيد كه تابع  نش :40 2−= xxf2ي در نقطه=xي اين ي زاويهاندازه.  داراي گوشه است

  گوشه را تعيين كنيد؟

  .ي اين گوشه را تعيين كنيدي زاويهاندازه.   داراي گوشه استx=0ي نشان دهيد كه تابع زير در نقطه :41
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***  

  قضاياي مشتق تابع در يك نقطه

ي مشتق توابع در اكثر مواقع وقت گير و مشكل است، لـذا جهـت رفـع    استفاده از تعريف مشتق براي محاسبه   

  .اين مشكل قضاياي مشتق كه همگي به كمك تعريف قابل اثبات هستند، به صورت زير مطرح مي شوند

kxf اگر:قضيه  ′=0ثابت كنيد كه. يك تابع ثابت باشد )(= )(af  

  : اثبات 
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  :در اين صورت.  مشتق پذير باشندaيدر نقطهf وg اگر توابع: قضيه

)()()( مشتق پذير است و a نيز در kfتابع) 1( afkakf ′=′  

gfتابع  )2( )()()()( مشتق پذير است و a نيز در + agafagf ′+′=′+  

gfتابع ) 3( )()()()( مشتق پذير است و a نيز در − agafagf ′−′=′−  

)()()()()()( مشتق پذير است و a نيز در fgتابع ) 4( agafagafafg ′+′=′  
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axي در زير در نقطهf وg اگر دو تابع: 40تمرين   . مشتق پذير باشند=

1024 )()( xxxg 1024و  =++ )()( xxxf −+=  

).()().()(حاصل afagagaf   . را بيابيد′+′
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  )22ي صفحه ( 

  . ابتدا حاصل ضرب دو تابع را تعيين مي كنيم:حل

102102 44 )()()().())(.( xxxxxgxfxgf ++×−+==  

1010221022 4444 =−+=++−+= )()])([( xxxxxx  

0=′=′+′→ )().()().()().( agfafagagaf  

***  

 مــشتق پــذير باشــند، در ايــن صــورت ag)( درf و تــابعaي در نقطــهgفــرض كنيــد تــابع :قــضيه 

)()()())(( ق پذير است و مشتaدرfogتابع agfagafog ′′=′  

xgu)( قرار مي دهيم:اثبات  agb)( و=   1 آنگاه=

bagxgu
axax

===
→→

)()(limlim  

axاز طرفي bu نتيجه مي دهد→   :بنابراين  . →

ax

agfxgf

ax

afogxfog
afog

axax −
−=

−
−=′

→→

))((())(((
lim

))(())((
lim)()(  

ax

bu

bu

bfuf

ax

bfuf

axbuax −
−×

−
−=

−
−=

→→→
lim

)()(
lim

)()(
lim  

)())(()()(
)()(

lim
)()(

lim agagfagbf
ax

agxg

bu

bfuf

axbu
′′=′′=

−
−×

−
−=

→→
  

xxf اگر :41تمرين xxg و)(= += ))((، مشتق تابع)(5 xfog4 را در=xبدست آوريد .  

  :حل 

9454 =+=)(g  

1
4

4

4

95

4

4
4

444
=

−
−=

−
−+=

−
−=′

→→→ x

x

x

x

x

gxg
g

xxx
lim

)(
lim

)()(
lim)(  

399 ==)(f  

                                                 
))(( مشتقحاصل xg)(در حالت ثابت بودن.  مي باشدxg)(اين اثبات با فرض غير ثابت بودن تابع.  1 xgf صفر برابر

 .ي بدست آمده نيز مطابقت داردمي شود كه با نتيجه
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  )23ي صفحه( 

3

3

9

3

9

3

9

9
9

999 +
+×

−
−=

−
−=

−
−=′

→→→ x

x

x

x

x

x

x

fxf
f

xxx
limlim

)()(
lim)(  

6

1

39

1

3

1

9

9

9
=

+
=

+
×

−
−=

→ xx

x

x
lim  

6

1
1

6

1
19444 =×=×′=′×′=′ )()()())(()()( fggffog  

***  

  :تمرين براي حل 

xxfبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع  :42 =<0ي را در نقطه)(= axبه دست آوريد .  

 نيز در cfبا محاسبه نشان دهيد تابع.  عدد دلخواهي باشدc مشتق پذير وaي در نقطهf اگر تابع :43

)()()( مشتق پذير است وaينقطه afcacf ′=′.   

bxfxgنشان دهيد،.  باشدaاي مانند تابعي مشتق پذير در نقطهxf)( اگر :44 +=  نيز در )()(

)()( مشتق پذير بوده وaينقطه afag ′=′  

bxcfxgنشان دهيد،.  باشدaاي مانند تابعي مشتق پذير در نقطهxf)( اگر :45 +=  نيز در )()(

)()( مشتق پذير بوده وaينقطه afcag ′=′  

21 اگر :46 =)(f 31و =′ )(f41و −=)(g 51و =′ )(g 64و =−′ )(fيمطلوب است محاسبه  

)()( 1′fog)           د)().( 1′gf) ج              )()( 123 ′+ gf)        ب   )()( 1′+ gf) الف  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ،  جابر عامري: تهيه كننده 

 amerimath@                                                                                :    كانال تلگرامي

 www.mathtower.ir                                                                                :سايت 
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  )24ي صفحه ( 

   تابع مشتق : موددرس 

تابعي ديگر را تعريف كنيم كه مشتق هر نقطه از نمودار تـابع را    در اين درس مي خواهيم به كمك يك تابع ،           

  . اين تابع را تابع مشتق مي نامند. ن به دست آوردآبتوان به كمك 

  تابع مشتق

xfy)(ي تابع    عضو از دامنه   xاگر در اين صـورت متنـاظر آن       . مشتق پذير باشد   xدر f تابع  و  باشد =

  .به صورت زير تعريف مي شود)  مشتق اول ( تابع ديگري تحت عنوان تابع مشتق 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

−+=′
→ 0

  

xf)(ورت تابع مي ناميم و آن را به صمشتقتابع مشتق را به اختصار   يا′yيا′
dx

df
  . نمايش مي دهيم

   يعني. است كه در آن تابع مشتق پذير باشدfي تابعي تابع مشتق زير مجموعه اي از دامنهدامنه

′=−}f نقاط مشتق ناپذير تابع{ ff DD  

13 مشتق تابع :مثال += xxf   . را به دست آوريد)(

  :حل 

13313 ++=++=+ hxhxhxf )()(  

hxhxxfhxf 313133 =+−++=−+ )()()()(  

3
3

00
==−+=′

→→ h

h

h

xfhxf
xf

hh
lim

)()(
lim)(  

142 مشتق تابع :مثال +−= xxxf   . را به دست آوريد)(

  :حل 

144214 222 +−−++=++−+=+ hxhxhxhxhxhxf )()()(  

)()()()( 141442 222 +−−+−−++=−+ xxhxhxhxxfhxf  

)( 4242 2 −+=−+= hxhhhxh  
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  )25ي صفحه( 

h

hxh

h

xfhxf
xf

hh

)(
lim

)()(
lim)(

42

00

−+=−+=′
→→

  

4240242
0

−=−+=−+=
→

xxhx
h

)(lim  

ي آن را سپس تابع مشتق و دامنـه . ي اعداد حقيقي را بررسي كنيد      مشتق پذيري تابع زير در مجموعه      :مثال  

  .              مشخص كنيد







<−
≥+=
0

01
2

xx

xx
xf )(  

)()((.  مشتق پذير نيستx=0يدر نقطهf كه تابع واضح است:حل 00 −+ ′≠′ ff (لذا:  

}{0−=→= ′ RDRD ff  

  :داريم. حال اگر مشتق هر ضابطه را جدا گانه به كمك تعريف حساب شود





<−
>

=′
01

02

x

xx
xf )(  

   :تمرين براي حل 

  . تابع مشتق، مشتق توابع زير را به دست آوريدبه كمك تعريف : 1

143
2 −+= xxxf )() 3  75 +−= xxf )()1  

13
23 +−= xxxf )() 4  xxxf 32 −=)( )2  

  . مشتق چند تابع مهم را بيان و اثبات مي كنيم،در ادامه

cxf ثابتثابت كنيد كه مشتق تابع  :2تمرين ′=o برابر)(= )(xfمي باشد .  

  :اثبات

o
o ==−=−+=′

→→→ hh

cc

h

xfhxf
xf

hhh 000
limlim

)()(
lim)(  

xxfثابت كنيد كه مشتق تابع  :3تمرين ′=1  برابر)(= )(xfمي باشد .  

  :اثبات

1==−+=−+=′
→→→ h

h

h

xhx

h

xfhxf
xf

hhh 000
lim

)()(
lim

)()(
lim)(  
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  )26ي صفحه ( 

axxfثابت كنيد كه مشتق تابع : 4تمرين axf برابر)(= =′   . مي باشد)(

  :اثبات

a
h

ah

h

axhxa

h

xfhxf
xf

hhh
==−+=−+=′

→→→ 000
lim

)(
lim

)()(
lim)(  

baxxfثابت كنيد كه مشتق تابع  :5تمرين axf برابر)(=+ =′   . مي باشد)(

  :اثبات

a
h

ah

h

baxbhxa

h

xfhxf
xf

hhh
==+−++=−+=′

→→→ 000
lim

)())((
lim

)()(
lim)(  

ثابت كنيد كه مشتق تابع  :6تمرين
x

xf
 برابر)(=1

2

1

x
xf −=′   . مي باشد)(

  :اثبات

h

hxx

hxx

h
xhx

h

xfhxf
xf

hhh

)(

)(

limlim
)()(

lim)(
+
+−

=
−

+=−+=′
→→→ 000

11

  

2

1

0

1

xxx

−=
+

−=
)()(

lim
)(

lim
)(

lim
hxxhxxh

h

h

hxx

h

hhh +
−=

+
−=+

−

=
→→→

1

000
  

xxfثابت كنيد كه مشتق تابع  :7تمرين  برابر)(=
x

xf
2

1=′   . مي باشد)(

  :اثبات

h

xhx

h

xfhxf
xf

hh

−+=−+=′
→→ 00

lim
)()(

lim)(  

)(

)()(
limlim

xhxh

xhx

xhx

xhx

h

xhx

hh ++
−+=

++
++×−+=

→→ 00
  

xxx 2

1

0

1 =
++

=
xhxxhxh

h

hh ++
=

++
=

→→

1

00
lim

)(
lim  

xxfثابت كنيد كه مشتق تابع  :8تمرين sin)( xxf برابر= cos)(   . مي باشد′=
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  )27ي صفحه( 

  :اثبات

h

xhx

h

xfhxf
xf

hh

)sin()sin(
lim

)()(
lim)(

−+=−+=′
→→ 00

  

h

xxx

h

xxx

hh

sinhcos)sincosh(sin
lim

sinsinhcoscoshsin
lim

+−=−+=
→→ 00

  

h

x

h

xx

hh

sinhcos
lim

sincoshsin
lim

00 →→
+−=  

h
x

h

x

hh

sinh
coslim

)(coshsin
lim ×+−=

→→ 00

1
  

)(coslim
cosh

cosh)(coshsin
lim 1

1

11

00
×+

+
+×−=

→→
x

h

x

hh
  

x
h

h

h
x

hh
coslim

cosh

cos
sinlim

02

2

0 1

1

→→
+

+
×−×=  

x
h

h

h
x

hh
coslim

cosh

sin
sinlim

02

2

0 1 →→
+

+
×−=  

xxxx
hh

coscoscoslim)())((sinlim =+=+×−=
→→

001
00

  

xxfثابت كنيد كه مشتق تابع  :9تمرين cos)( xxf برابر= sin)(   . مي باشد′=−

  :اثبات

h

xhx

h

xfhxf
xf

hh

)cos()cos(
lim

)()(
lim)(

−+=−+=′
→→ 00

  

h

xxx

h

xxx

hh

sinhsin)coscosh(cos
lim

cossinhsincoshcos
lim

−−=−−=
→→ 00

  

h

x

h

x

hh

sinhsin
lim

)(coshcos
lim

00

1

→→
−−=  

h
x

h

x

hh

sinh
sinlim

cosh

cosh)(coshcos
lim ×−

+
+×−=

→→ 00 1

11
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  )28ي صفحه ( 

)(sinlim
cosh

cos
coslim 1

1

11

0

2

0
×−

+
×−×=

→→
x

h

h
x

hh
  

x
h

h

h
x

hh
sinlim

cosh

cos
coslim

02

2

0 1

1

→→
−

+
×−×=  

x
h

h

h
x

hh
sinlim

cosh

sin
coslim

02

2

0 1 →→
−

+
×−×=  

xxx
hh

sinsinlim))((coslim −=−×=
→→ 00

01  

  :توجه 

xxfمشتق تابع  : 1 tan)( xxf برابر= 21 tan)(   . مي باشد′=+

xxfمشتق تابع  :2 cot)( )()cot( برابر= xxf    . مي باشد′=−+21

  .اثبات اين موضوع را در ادامه خواهيد ديد

xafy)(اگريعني . ضريب تابع در عمل مشتق گيري شركت نمي كند ثابت كنيد كه  :10تمرين  آنگاه =

)(xfay   . يك عدد حقيقي مي باشدa كه در آن′=′

  :اثبات 

)(
)()(

lim
)()(

lim)()( xfa
h

xfhxf
a

h

xafhxaf
xaf

hh
′=−+×=−+=′

→→ 00
  

   .انجام شد  هاي قبلتمرينموارد در برخي اثبات .  مشتق تعدادي از توابع خاص به شكل زير است:نتيجه 

xxfxxf cos)(sin)( =′→=) 5  axfaxxf =′→= )()() 1  

xxfxxf sin)(cos)( −=′→=) 6  0=′→= )()( xfbxf) 2  

xxfxxf 21 tan)(tan)( +=′→=) 7  2

11

x
xf

x
xf

−=′→= )()() 3  

)cot()(cot)( xxfxxf 21+−=′→=) 8  
x

xfxxf
2

1=′→= )()() 4  
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  )29ي صفحه( 

nxxf مشتق تابع :11تمرين   . را به كمك تعريف مشتق به دست آوريد)(=

  :حل 

h

xhx

h

xfhxf
xf

nn

hh

−+=−+=′
→→

)(
lim

)()(
lim)(

00
  

h

xxhxxhxhxxhx nnnn

h

))(...)())(((
lim

1221 −−−−

→

+++++++−+=
0

  

h

xxhxxhxhxh nnnn

h

))(....)()((
lim

1221 −−−−

→

+++++++=
0

))(....)()((lim 1221 −−−−
→

+++++++= nnnn

h
xxhxxhxhx

0

122321 −−−−− +++++= nnnnn xxxxxxxx )(....)()(  

11111 −−−−− +++++= nnnnn xxxxx ....  

1−= nnx  

naxxfمشتق تابع: نتيجه    .به شكل زير است )(=

1−=′ nanxxf )(  

  . به كمك فرمول هاي فوق مشتق هر يك از توابع زير را به دست آوريد: 12تمرين

42xy =) 4                5xy =) 3                  xy 3−=) 2              5=y) 1  

بـراي ايـن كـار كـافي     . به كمك تابع مشتق نيز مي توان، مشتق تابع در يك نقطه را محاسبه نمـود   :توجه  

  .زين كنيم داده شده را در تابع مشتق جايگينقطه. است

تابع  : 13تمرين
x

xf
  . را در نظر بگيريد)(=1

  . بدست آوريدx=1يمشتق تابع را در نقطه) ب                          .مشتق تابع را بدست آوريد) الف

xxfتابع : 14تمرين sin)(   . را در نظر بگيريد=

  . بدست آوريدπ=xيمشتق تابع را در نقطه) ب                         . بدست آوريدمشتق تابع را) الف

***  



 جابر عامري : تهيه كننده ................................... ............................................... .............2حساباني درسنامه

 

  )30ي صفحه ( 

  ققضاياي تابع مشت

ين صورت مي توان قضاياي زير را براي مشتق  باشند، در اx توابعي مشتق پذير برحسبw و v و uاگر 

  .ات كردببيان  و اث

auy تابعيعني مشتق.  ضريب تابع در مشتق گيري شركت نمي كند :1يقضيه uay مي شود= ′=′ .   

  : اثبات 

h

xuhxua

h

xauhxau
y

hh

))()((
lim

)()(
lim

−+=−+=′
→→ 00

  

ua
h

xuhxu
a

h
′=−+=

→

)()(
lim

0
  

  : مثال 

xyxy cossin 33 =′→=  

223 15355 xxyxy ==′→= )(  

  دو يا چند تابع) يا تفاضل(  مشتق مجموع  :2يقضيه

....... +′+′+′=′→+++= wvuywvuy  

)()()(: اثبات براي مجموع دو تابع يعني:اثبات  xvxuxf +=  

h

xvuhxvu

h

xfhxf
xf

hh

))(())((
lim

)()(
lim)(

+−++=−+=′
→→ 00

  

h

xvxuhxvhxu

h

)()()()(
lim

−−+++=
→0

  

h

xvhxv

h

xuhxu

hh

)()(
lim

)()(
lim

−++−+=
→→ 00

  

)()( xvxu ′+′=  

  :مثال

53 45
23 +−=′→++−= xyxxy  

xxyxxy sincoscossin 22 +=′→−=  
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  )31ي صفحه( 

   مشتق حاصل ضرب دو يا چند تابع :3يقضيه

uvvuyvuy ... ′+′=′→=  

vuwwuvwvuywvuy ........ ′+′+′=′→=  

  :اثبات 

)().()( xvxuxf =  

h

xvuhxvu

h

xfhxf
xf

hh

))(.())(.(
lim

)()(
lim)(

−+=−+=′
→→ 00

  

h

xvxuhxvhxu

h

)().()().(
lim

−++=
→0

  

h

hxuxvhxuxvxvxuhxvhxu

h

)().()().()().()().(
lim

+−++−++=
→0

  

h

hxuxvhxvhxuxvxuhxuxv

h

)().()().()().()().(
lim

+−+++−+=
→0

  

h

hxuxvhxvxvxuhxu

h

)()]()([)()]()([
lim

+−++−+=
→0

  

)(.
)()(

lim)(.
)()(

lim hxu
h

xvhxv
xv

h

xuhxu

hh
+−++−+=

→→ 00
  

)().()().( xuxvxvxu ′+′=  

  :مثال

)()()()(

)()(

15.624.53

24.15

3232

33

++−+++−=′→

+++−=

xxxxxy

xxxy
 

  :مثال

xxxxxx
x

xxxxxxxx
x

y

xxxy

22

2

1

2

1

sin.cos.cos.sin

sin.)sin(cos..coscos.sin

cos.sin.

−+=

−++=′→

=

  

)()( اگر :15تمرين xgxxf 84و = =)(g74 و =′ )(g ،مقدار)(4f   . را به دست آوريد′
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  )32ي صفحه ( 

  :حل 

16728
4

1
444

42

1
4

2

1 =+=′+=′→′+=′ )()()()()()()()( ggfxgxxg
x

xf

nuayدر اين صورت مشتق تابع.  باشدx تابعي بر حسبuاگر : توجه    را مي توان به شكل زير =.

  :نوشت

1−′=′ nuunay ...  

  : اثبات 

43421
n

n uuuayuay
بار

××××=→= ....  

444444444444 3444444444444 21

43421

n

n

uuauuuuauuuay

بار

 بار

)...(...)...()...( ′×××++×××′××+×××′×=′→
−1

 

1−′= nuuna ...  

  :مثال

         23
5 )cos)(sinsin)(cos()cos(sin xxxxyxxy −+=′→−= 35  

   مشتق تابع كسري    :4يقضيه

2

1

v

v
y

v
y

′
−=′→=  

  :اثبات 

)(
)(

xv
xf

1=  

h
xvhxv

hxvxv

h
xvhxv

h

xfhxf
xf

hhh

)()(
)()(

lim
)()(

lim
)()(

lim)(
+

+−

=
−

+=−+=′
→→→ 000

11

  

)()(
lim

)()(
lim

)()(

)()(

lim
xvhxvh

xvhxv

xvhxv
h

xvhxv

hhh +
−×−+=

+

−+−
=

→→→

1

000
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  )33ي صفحه( 

)(

)(

)(
)(

xv

xv

xv
xv

22

1 ′
−=×′−=  

  :ال مث

222
3

32

3

1

)(

)(

xx

x
y

xx
y

+
+−=′→

+
=  

x

x
y

x
y

2

1

sin

cos

sin
−=′→=  

   مشتق خارج قسمت دو تابع :5يقضيه

2v

uvvu
y

v

u
y

.. ′−′
=′→=  

  :اثبات 

)(

)(
)(

xv

xu
xf =  

)(

)(
)(

)(
)()(

)(
)(

)(

)(
)(

xv

xv
xu

xv
xuxf

xv
xu

xv

xu
xf

2

11 ′−×+×′=′→×==  

)(

)()()()(

xv

xuxvxvxu
2

′−′
=  

  :مثال

23

223

3

2

21

5362156

21

53

)(

))(())((

x

xxxxx
y

x

xx
y

−
−−−−−=′→

−
−=  

  .نيز به سادگي اثبات كردكسري كتانژانت را از طريق تبديل آنها به تابع ژانت و اكنون مي توان مشتق توابع تان

x

x
y

cos

sin=→= xy tan  

x
xx

xx

x

xxxx
y 2

22

22

2
1

1
tan

coscos

sincos

)(cos

))(sinsin())(cos(cos +==+=−−=′→

x

x
y

sin

cos=→= xy cot  

x

xx

x

xxxx
y

2

22

2 sin

cossin

)(sin

))(cos(cos))(sinsin( −−=−−=′→  
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  )34ي صفحه ( 

)cot(
sinsin

cossin
x

xx

xx 2
22

22
1

1 +−=−=+−=  

  2يديكالي با فرجه مشتق تابع را :6ي قضيه

u

u
yuy

2

′
=′→=  

  :اثبات 

)(
)(

)()(
lim

)()(
lim

)
)()(

)()(
(lim

)
)()(

)()()()(
(lim

)()(
lim

)()(
lim)(

)()(

xu
xu

xuhxuh

xuhxu

xuhxuh

xuhxu

xuhxu

xuhxu

h

xuhxu

h

xuhxu

h

xfhxf
xf

xuxf

hh

h

h

hh

2

11

1

00

0

0

00

×′=
++

×−+=

++
×−+=

++
++

×
−+

=

−+
=−+=′

=

→→

→

→

→→

  

  :مثال

                 

x

x
yxy

xx

x
yxxy

sin

cos
sin

2
=′→=

−

−=′→−=
532

56
53

2

2

  

  2ي بالاتر از  مشتق تابع راديكالي با فرجه :7ي قضيه

m nm

m n

um

un
ynmuy

−

′
=′→>= ,  

  :مثال

5 23

2
5 33

25

163
2

)(

)(
)(

xx

x
yxxy

−

−=′→−=  

7 6
7

7

1

x

x
yxy

cos

)sin(
cos

−=′→=  

  )تابع مركب (  مشتق تابع تابع  :8ي قضيه
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  )35ي صفحه( 

)()( ufuyufy ′′=′→=  

xgu)(قرار مي دهيم :اثبات  =  

uuf

xgxgf
h

xghxg

xghxg

xgfhxgf

h

xgfhxgf

h

xfoghxfog
xfog

hh

hh

′×′=

′×′=−+×
−+
−+=

−+=−+=′

→→

→→

)(

)())((
)()(

lim
)()(

))((())(((
lim

))((())(((
lim

))(())((
lim)()(

00

00

  

  : مثال 

)sin()cos()sin( xxfxxyxxfy −′−=′→−= 22 2) 1  

))(().())(( xgfxgyxgfy ′′=′→=) 2   

   :تمرين براي حل 

xxxfاگر   :16 52 cos)(مشتق .  باشد)(=+ xfy   . را حساب كنيد=

  در اين صورت.  باشدx تابعي مشتق پذير بر حسبuاگر  :1ي نتيجه

1−′=′→= nn uunayuay ....  

nxaxf قرار مي دهيم:اثبات .)( uxg و = ′=−1 در اين صورت )(= nxnaxf   : از طرفي )(..

1−− ′=′=′′=′→= nn uunaunauufuyufy ...)...()(.)( 1  

  :مثال

         6272
544221543 ))(()( +−−=′→+−= xxxyxxy  

  

 x نـسبت بـه    y باشد، آنگاه مـشتق    x تابعي از  u و u تابعي از  y اگر ) :ي زنجيري قاعده (2ينتيجه

   يعنيx نسبت بهu در مشتقu نسبت بهyبرابر است با حاصل ضرب مشتق

)()( ufuyufy ′′=′→=  

  يا به نمادي ديگر

x

u

u

y

x

y

∂
∂×

∂
∂=

∂
∂
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  )36ي صفحه ( 

uy اگر:ثال م sin=و xxu   . را به دست آوريدx نسبت بهyمشتق.  باشد=+

))((cos
x

u
x

u

u

y

x

y

2

1
1+=

∂
∂×

∂
∂=

∂
∂

  

)))((cos(
x

xx
x

y

2

1
1++=

∂
∂→  

   :تمرين براي حل 

3 اگر :17 uuy =−1 و= xuمشتق.  باشدyنسبت به x4ي را در نقطه=xبه دست آوريد .  

14ي زنجيري مشتق تابع  به كمك قاعده :18 += xxf   . را به دست آوريد)(

  .قابل تعميم استنيز ي زنجيري براي چند تابع  قاعده:توجه 

 ـx نسبت بـه y باشد، آنگاه مشتق   x تابعي بر حسب   v و v تابعي از  u و u تابعي از  yاگر  يـر  ل زه شـك  ب

  .است

x

v

v

u

u

y

x

y

∂
∂×

∂
∂×

∂
∂=

∂
∂

  

   :تمرين براي حل 

  . را به دست آوريدx نسبت بهyاگر مشتق تابع  :19









=
=

−=

xv

vu

uuy

sin

2
2

  

   مشتق توابع مثلثاتي :9ي قضيه

uuyuy cos.sin ′=′→=  

uuyuy sin.cos ′−=′→=  

)tan.(tan uuyuy 2
1+′=′→=  

)cot.(cot uuyuy 2
1+′−=′→=  

  . اكتفا مي شودمورديك اثبات در اين قسمت فقط به 
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  )37ي صفحه( 

h

xuhxuxuhxu

h

xuhxu

h

xfhxf
y

h

hh

22
2

0

00

)()(
cos

)()(
sin

lim

)(sin)(sin
lim

)()(
lim

++−+

=

−+=−+=′

→

→→
  

2
2

2
000

)()(
coslim

)()(
lim

)()(

)()(
sin

lim
xuhxu

h

xuhxu
xuhxu

xuhxu

hhh

++×−+×−+

−+

=
→→→

  

)(cos)(
)()(

cos)( xuxu
xuxu

xu ×′=++×′×=
2

0
1  

  : مثال 

)cos()sin( 32
322

2
32 −

−
=′→−= x

x
yxy) 1  

)tan(tan x
x

yxy 21
2

1 +=′→=) 2  

)(cos)sin())(()(cos xxyxy 222532 4−=′→= 5
3) 3  

   :تمرين براي حل 

tan(sin( مشتق تابع  :20 xy   . بدست آوريدx=0ي  را در نقطه=2

xay به كمك قاعده ي زنجيري مشتق تابع  :21 nsin.=را به دست آوريد .  

***  
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  )38ي صفحه ( 

  فرمول هاي مشتق گيري از توابع

لذا در ادامه .  استفاده از تعريف تابع مشتق ، براي تعيين مشتق يك تابع ، قدري طولاني و گاهي مشكل است    

  .مي كنيمبيان مجدداً فرمول هاي مشتق گيري از توابع را براي سهولت كار مشتق گيري برخي از 

  فرمول هاي مقدماتي مشتق) الف

  مشتق تابع ثابت

0=′→= )()( xfcxf) 1  

  .برابر صفر است) عدد ثابت(ني مشتق هر تابع ثابت يع

  :مثال 

0
3

2 =′→= )()( xfxf  

  ي اولمشتق تابع يك جمله اي درجه

axfaxxf =′→= )()() 2  

  . استxي اول برابر ضريبيعني مشتق هر تابع يك جمله اي درجه

  :مثال 

33 =′→= )()( xfxxf  

1=′→= )()( xfxxf  

  مشتق تابع يك جمله اي

1−=′→= nn anxxfaxxf )()() 3  

  :مثال 

445 15533 xxxfxxf =×=′→= )()(  

  مشتق تابع كسري

2

11

x
xf

x
xf −=′→= )()() 4  
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  )39ي صفحه( 

  مشتق تابع راديكالي 

x
xfxxf

2

1=′→= )()() 5  

m nm

m n

xm

n
xfxxf

−
=′→= )()() 6  

  :مثال 

5 3

5 2

5

2

x
xfxxf =′→= )()(  

  مشتق توابع مثلثاتي

xxfxxf cos)(sin)( =′→=) 7  

xxfxxf sin)(cos)( −=′→=) 8  

x
xxfxxf

2
2 1

1
cos

tan)(tan)( =+=′→=) 9  

x
xxfxxf

2
2 1

1
sin

)cot()(cot)( −=+−=′→=) 10  

***  

  )روش هاي مشتقگيري  (فرمول هاي تكميلي مشتق) ب

 باشند، در اين صورت مي توان فرمول هاي زير را براي x توابعي مشتق پذير برحسبw و v و uاگر 

  .مشتق بيان كرد

  مشتق حاصل ضرب يك عدد در يك تابع

uayauy ′=′→=)1  

  .تيعني مشتق حاصل ضرب يك عدد در يك تابع با حاصل ضرب آن عدد در مشتق تابع برابر اس

  : مثال 

xx
yxy

2

5

2

1
55 =×=′→=  
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  )40ي صفحه ( 

xyxy cossin 33 −=′→−=  

  مشتق مجموع دو يا چند تابع

vuyvuy ′+′=′→+=) 2  

...... +′+′+′=′→+++= wvuywvuy) 3  

  .مشتق مجموع دو يا چند تابع با مجموع مشتق هاي هر يك از آنها برابر است

  :مثال 

xyxxy cossin +=′→+= 55  

x
xxyxxxy

2

1
32532 +−=′→+++= sincos  

  مشتق حاصل ضرب دو يا چند تابع

uvvuyvuy ... ′+′=′→=) 4  

vuwwuvwvuywvuy ........ ′+′+′=′→=) 5  

  :مثال 

)sin)(())(cos())(cos( xxxxxyxxxy −+++=′→+= 535653 22  

))(sin)(( xxxy 513 2 +=  

))()((cos))(sin)(())(sin)(( xxxxxx
x

xxxy 55313
2

5
56 22 ++++=′→  

  مشتق تابع تواندار

1−′=′→= nn uunayuay ....) 6  

  :مثال 

2232 363535 )cos)(sin)(()cos( xxxxyxxy +−=′→+=  

))(sin(cossin xxyxy 34 123 =′→=  

  مشتق خارج قسمت دو تابع
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  )41ي صفحه( 

2v

uvvu
y

v

u
y

.. ′−′
=′→=) 7  

  :مثال 

2

22

14

5341456

14

53

)(

))(())((

+
−−+−=′→

+
−=

x

xxxx
y

x

xx
y  

2

1

v

v
y

v
y

′
−=′→=) 8  

  :مثال 

2

2

2

2

3

4

3

13

3

1

)tan(

tan

)tan(

tan

tan xx

x

xx

x
y

xx
y

+
+−=

+
++−=′→

+
=  

  مشتق توابع راديكالي

u

u
yuy

2

′
=′→=) 9  

  :مثال 

tt

tt
ytty

sin

cos
sin

+

+=′→+=
2

2

2

2
  

m nm

m n

um

un
yuy

−

′
=′→= .

) 10  

  :مثال 

5 32
5 22

165

262
16

)(

)(
)(

−+

+=′→−+=
xx

x
yxxy

4 3
4 14

4 )cos(sin

sincos
)cos(sincossin

xx

xx
yxxyxxy

+

−=′→+=→+=  

  مشتق توابع مثلثاتي

uuyuy cos.sin ′=′→=) 15  

uuyuy sin.cos ′−=′→=) 16  
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  )42ي صفحه ( 

u

u
uuyuy

2
21

cos
)tan(tan

′
=+′=′→=) 17  

u

u
uuyuy

2
21

sin
)cot(cot

′−=+′−=′→=) 18  

  : مثال 

)(sincos x
x

yxy
2

1−=′→=  

ع تواندار، گفته شد، مي توان مشتق توابع مثلثاتي تواندار را به شكل زير با توجه به آنچه كه در مورد مشتق تواب

  .بدست آورد

  y′=)ضريب تابع)(توان)(مشتق زاويه)(مشتق نسبت مثلثاتي)(كم كردن يك واحد از توان(

  :مثال

))(sin)(cos)((sin xx
x

yxy 67

2

1
755 =′→=  

***  

  : تمرين براي حل 

  .ت آوريدمشتق توابع زير را به دس  :22

)sin(cos xy =) 7  23 −+= xxy sin)1  

xy 2cos=) 8  xxy tansin=)2  

)(cos
x

y
15=) 9  xxy sin2= )3  

)(tan 43 25 xy =) 10  
x

xx
y

cos

sin+= 2
 )4  

xy 73cot=) 11  
x

x
y

sin

cos

−
=
1

5
 )5  

xy 53 tan=) 12  52 3 )( xxy += )6  
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  )43ي صفحه( 

  . مشتق توابع زير را به دست آوريد :23

))()(( 143 432 −++= xxxy)ج  )sin( 53 2 += xy)الف  

xy 3cos=)532  د 141 )()( ++= xxy) ب  

  .زير را به دست آوريد مشتق هر يك از توابع  :24

xxxf 23 cossin)( +=)5  32 5243 ))(()( −−= xxxf)1  

x

x
xf

sin

sin
)(

+
−=

1

1
) 6  

23

132

+−
+−=

x

xx
xf )()2  

xxxf costan)( 22 −=) 7  ))(()( 123 3 ++= xxxf)3  

xxxf 2cossin)( =) 8  
x

x
xf

29 −=)()4  

6121اگر  : 25 =′= )()( ff و )()( xfxxg 1g)( آنگاه =2   . را حساب كنيد′

  تساوي هاي زير g و نمودارfيبا توجه به معادله.  باشندx=2 دو تابع مشتق پذير درf وg اگر :26

  .را كامل كنيد

xxxf 23 −=)(  

.  

  

  

  

)()( 2′fog)       ه)()( 23 ′f)        د)()( 2′× gf )        ج)()( 2′+ gf )      2)(بg   الف (′

  .يد كه مشتق آنها با هم برابر باشند سه تابع مختلف مثال بزن :27

  

g 
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  )44ي صفحه ( 

  . تابع زير را در نظر بگيريد :28









>+
≤≤

<−
=

36

30

045
2

xx

xx

xx

xf )(  

  . را رسم كنيدfنمودار تابع : الف 

0f)(نشان دهيد كه: ب  3f)( و′   . وجود ندارند′

  .دي تابع مشتق را بنويسيضابطه: پ 

fنمودار تابع: ت    . را رسم كنيد′

  . در هر مورد نمودار تابع را به نمودار مشتق آن نظير كنيد :29

  

***  

  

  

  

  

  

y′ y′ y′ y′ 
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  )45ي صفحه( 

  مشتق پذيري در يك بازه

  . در يك بازه مي توان از تعاريف زير استفاده نمودبراي بررسي مشتق پذيري تابع

),(يي بازه را روfتابع baمشتق پذير گويند، هرگاه در هر نقطه از اين بازه مشتق پذير باشد  .  

],[ي را روي بازهfتابع baي مشتق پذير گويند، هرگاه در بازه),( baي آن مشتق پذير بوده و در نقطهa 

  . مشتق چپ داشته باشدbينقطهمشتق راست و در 

],(يرا روي بازه  fتابع ba     ي مشتق پذير گويند، هرگاه در بازه),( baي آن مشتق پذير بوده و در نقطهa 

  .راست داشته باشدمشتق 

),[ي  را روي بازه  fتابع ba      ي مشتق پذير گويند، هرگاه در بازه),( ba      ي نقطـه   مشتق پذير بـوده و درb 

  .مشتق چپ داشته باشد

  .را در نظر بگيريدتابع زير نمودار  :مثال 







>+
≤≤−=
11

122

xx

xx
xf )(  

  

],[ بازه هايرويتابع  مشاهده مي شود كه ),( و−12 ولي روي . مشتق پذير است مشتق پذير است 1∞+

],[يبازه ],[يهمچنين روي بازه) . چرا؟. (  مشتق پذير نيست20   ) .را؟چ. (  مشتق پذير نيست21

xxfتابع  :مثال  ],[يدر بازه)(=   . مشتق پذير است41

  . تابع چند جمله اي در تمام نقاط دامنه اش مشتق پذير است:نتيجه 

  

  

1 4 
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  )46ي صفحه ( 

  :تمرين براي حل 

],[ي هابازهوي  مشتق پذيري تابع زير را ر :30 ),(و  −11 ],[ و52   .بررسي كنيد −02









<<+−
<≤−−

−<+
=

525

211

142
2

xx

xx

xx

xf )(  

***  

  مشتق مراتب بالاتر

حال اگر از مشتق تابعي، مـشتق ديگـري گرفتـه شـود،     . ي اول مي نامندتابع مشتق هر تابعي را مشتق مرتبه     

ي سـوم   يم، مشتق مرتبه  ي دوم ، مشتق ديگري بگير     ي دوم بدست مي آيد و اگر از مشتق مرتبه         مشتق مرتبه 

  .به جدول زير توجه كنيد. به همين ترتيب مي توان مشتق مراتب بالاتر را تعيين كرد. حاصل مي شود

xfy)(  تابع =  

xfy)(  ي اولمشتق مرتبه ′=′  

xfy)(  ي دوممشتق مرتبه ′′=′′  

xfy)(  ي سوممشتق مرتبه ′′′=′′′  

)()()(  ي چهارممشتق مرتبه xfy 44 =  

)()()(  ي پنجممشتق مرتبه xfy 55 =  

................  .................  

xxxfي سوم تابع  مشتق مرتبه:مثال  sin)( +=   . را بدست آوريد3

  :حل 

xxxf  تابع sin)( += 3  

xxxf  ولي امشتق مرتبه cos)( +=′ 23  

xxxf  ي دوممشتق مرتبه sin)( −=′′ 6  

xxf  ي سوممشتق مرتبه cos)( −=′′′ 6  
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xxfي پنجم تابع  مشتق مرتبه:مثال  cos)(   . را بدست آوريد=+31

  :حل 

xxf  تابع cos)( 31+=  
xxf  ي اولمشتق مرتبه sin)( 3−=′  

xxf  ي دوممشتق مرتبه cos)( 3−=′′  

xxf  ي سوممشتق مرتبه sin)( 3=′′′  
xxf  ي چهارممشتق مرتبه cos)()( 34 =  
xxf  ي پنجممشتق مرتبه sin)()( 35 −=  

  :تمرين براي حل 

32ي دوم تابعمشتق مرتبه  :31 43 xxxf   . بدست آوريدx=0ي  را در نقطه)(=−

  .مشتق سوم تابع زير را به دست آوريد  :32

xy 21 cos+=  

72را چنان بيابيد كهfي دومي تابع درجهضابطه  :33 =)(f82 و =′ )(f62 و =′′ )(fباشد .  

xyهرگاه   :34 2sin= ثابت كنيد كهxy 22cos=′′  

xxyهرگاه   :35 2
2 1 ثابت كنيد كه =+

2 =′′+′ yyy   

xyنشان دهيد كه تابع  :36 sin=0ي جواب معادله=+′+′′+′′′ yyyyاست .  

***  
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  ضميمه

  ول هاي مقدماتيفرم: الف 

  رديف  تابع  مشتق

0=′y  ay =  1  

ay =′  axy =  2  

1−=′ nanxy  naxy =  3  

2

1

x
y

−=′  
x

y
1=  

4  

x
y

2

1=′  xy =  
5  

m nmxm

n
y

−
=′  m nxy =  

6  

xy cos=′  xy sin=  7  

xy sin−=′  xy cos=  8  

x
xy

2
2 1

1
cos

tan =+=′  xy tan=  
9  

x
xy

2
2 1

1
sin

)cot( −=+−=′  xy cot=  
10  

  )روش هاي مشتق گيري ( فرمول هاي تكميلي: ب 

در اين صورت مي توان فرمول هـاي زيـر را نيـز    .  باشندxتوابعي بر حسب متغير   ...  و   v و uفرض كنيد كه  

  .بيان كرد

  رديف  تابع  مشتق

y au′ ′=  y au=   1  

...+′+′=′ vuy  ...++= vuy  2  

uvvuy ′+′=′  vuy .=  3  

vuwwuvwvuy ...... ′+′+′=′  wvuy ..=  4  

ny nu u −′ ′= 1  ny u=   5  

2v

v
y

′−=′  
v

y
1=  6  

2v

uvvu
y

.. ′−′
=′  

v

u
y =  7  

u

u
y

2

′
=′  uy =  8  
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  )49ي صفحه( 

m nmum

un
y

−

′
=′ .

  m nuy =  9  

)(. ufuy ′′=′  )(ufy =  10  

uuy cos.′=′  uy sin=  11  

uuy sin.′−=′  uy cos=  12  

u

u
uuy

2
21

cos
)tan(

′
=+′=′  uy tan=  13  

u

u
uuy

2
21

sin
)cot(

′
−=+′−=′  uy cot=  14  

  

***  
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  )50ي حهصف ( 

   آهنگ تغيير  :موسدرس 

 سفر به بيرون فرض كنيد براي  . با مفهوم سرعت متوسط و سرعت لحظه اي آشنا شده ايد،درس فيزيكدر 

 سنج سرعت. رسيد  بعد به بزرگراه مي،شويد ابتدا در شهر و در ترافيك مدتي گرفتار مي. شويد آماده مي هرش

كيلومتر بر ساعت  90 حالا سرعت داد، نشان مي ر بر ساعت راكيلومت 30 و 50هاي بين  كه ابتدا سرعتاتومبيل

   .دهد را نشان مي

 60كنيد و در جاده با سرعت  خوريد و بعد دوباره حركت مي كنيد و نهار مي در جاده در محلي توقف مي

 . ساعت زمان برد6 كيلومتري حدود300ولي مسافرت در اين مسير. پيماييد كيلومتر بر ساعت مسير را مي 

سرعت داشته ايد و اگر بدون هيچ ترافيك و يا توقفي حركت مي  كيلومتر در ساعت 50يعني به طور متوسط

 مي نامند سرعت متوسطاين سرعت را  در فيزيك .طي مي كرديدساعت   6را در  كيلومتري 300مسيركرديد 

،  متوسطسرعت به عبارتي ديگر .زمان تعريف مي كنندمدت آن را خارج قسمت مسافت طي شده بر و 

 ساعت 6 كيلومتري را با سرعت ثابت در مدت زمان معين300توانست مسير سرعتي است كه اتومبيل مي

  .بپيمايد

سرعت متحرك در هر لحظه از . توجه داشته باشيد كه سرعت اتومبيل در اين مثال در هر لحظه متفاوت است

 90 و در جاي ديگري30درجاييو  5در جايي   براي مثال سرعت اتومبيل،. گويندمي  اي سرعت لحظهزمان را 

باشد، گويند سرعت  كيلومتر در ساعت 30م برابر ساعت سوسرعت اتومبيل در   ، اگركيلومتر بر ساعت است

دهد سرعت  اي نشان مي سرعت لحظه . مي باشد كيلومتر در ساعت30لحظه اي اتومبيل در اين ساعت 

  .است بوده  اتومبيل در هر لحظه از حركت چقدر

],[ي زمانيرعت متوسط روي يك بازهس.  باشدt مسافت طي شده در زمانdاگر 21 tt را به صورت زير 

   .تعريف مي كنند

12

12

tt

dd
v

−
−=  
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  زمان در مورد حركت اتومبيل را - اگر نمودار مكانيعني 

ي دلخواه م، سرعت متوسط بين هر دو لحظهداشته باشي

برابر شيب خطي است كه نمودار مكان زمان را در آن دو 

  .لحظه قطع مي كند

حركت يك بعدي در هر  اي متحرك در سرعت لحظه

 به صورت   و يا زمان -يب نمودار مكانبا ش  لحظه برابر

 براي مثال سرعت .سنجيم مشتق معادله نسبت به زمان مي

atي اتومبيل در لحظهلحظه اي  به صورت زير تعريف =

  .مي شود

)(
)()(

lim ad
at

adtd
v

at
′=

−
−=

→
 

ي زماني خيلي كوچك، به سرعت مطابق آنچه كه در درس فيزيك آموخته ايد، سرعت متوسط روي يك بازه

  : يعني .لحظه اي نزديك است

)(
)()(

lim td
h

tdhtd
v

h
′=−+=

→0
  

tttdيخـط راسـت طبـق معادلـه        خـودرويي در امتـداد       :مثال   205 2 اگـر  .  حركـت مـي كنـد      )(=−+

50 ≤≤ t  

21ي زماني سرعت متوسط اتومبيل را در فاصله: الف  ≤≤ tمحاسبه كنيد .  

  . بدست آوريدt=3يلحظهسرعت لحظه اي اتومبيل را در : ب 

  . بدست آوريدt=2ي اتومبيل را در لحظهسرعت لحظه اي: ج 

  :حل 

  : الف

a 

1t 2t 
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  )52ي حهصف ( 

152051201511 22025 =+−=+−= →= +−= )()()()( dt tttd
  

2040202202522 22025 =+−=+−= →= +−= )()()()( dt tttd
  

5
12

1520

12

12 =
−
−=

−
−=

tt

dd
vمتوسط   

  :ب

2010205 2 +−=′→+−= ttdtttd )()(  

102031033
2010 −=+−=′= →= +−=′= )()()( dvt ttdv

  

  :ج

02021022
2010 =+−=′= →= +−=′= )()()( dvt ttdv

  

  . استقابلم نمودار تابع فوق به شكل :توجه 

را مي توان به مفهوم اعداد بدست آمده در مثال قبل و 

  .صورت زير تفسير كرد

 ، صـفر اسـت  و        t=2ي  سرعت اتومبيل در لحظـه    

مماس بر منحني در اين نقطه موازي محور طول هـا           

مقـدار سـرعت در لحظـه       . است و خودرو ساكن است    

و علامت منفـي در     .  برابر است  t=3  و  t=1هاي  

3d)(مورد    نشان مي دهـد كـه جهـت حركـت در            ′

3=t 1 بر خلاف جهت حركت در=tاست .  

  

  

***  

تق را در پديـده     تعريف شيب خط و همچنين شيب خط مماس، مفهوم مش           كمك اين درس مي خواهيم به    در  

  . اما به ابتدا به تعاريف زير توجه كنيد.هاي فيزيكي بررسي كنيم
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  تغييرات متوسط آهنگ  : الف

ax از xوقتي. x نسبت به تغييراتfتغييرات تابعمتوسط آهنگ  bx تا =   :برابر است با .  تغيير كند=

ab

afbf

x

y

−
−=

∆
∆ )()(

  

abhx اگر قرار دهيم:تذكر  hab در اين صورت ∆==−  را به اندازه a يعني اگر مقدار كميت=+

  :خواهيم داشت.  واحد تغيير دهيمhي

h

afhaf

x

y )()( −+=
∆
∆

  

  )لحظه اي( آهنگ تغييرات آني  : ب

باشـد، را   ) h→0(  خيلـي نـاچيز       x وقتـي تغييـر    x نسبت به تغييرات     fحد آهنگ تغييرات متوسط تابع    

xfy)(هنگ تغيير كميت آهنگ لحظه اي يا به اختصار آ   .  مي گويندa در x به كميت =

h

afhaf

x

y

hx

)()(
limlim

−+=
∆
∆

→→∆ 00
  

   با توجه به تعريف مشتق تابع در يك نقطه واضح است كه :تذكر

)(lim af
x

y

x
′=

∆
∆

→∆ 0
  

 5 بـه  2 از x وقتيx سانتي متر را نسبت به تغييرات   x آهنگ تغييرات متوسط حجم مكعبي به ضلع        :مثال

  .تغيير مي كند، بيابيد

  :حل 

3xxv =)(  

39
3

8125

25

25 =−=
−
−=

∆
∆ )()( vv

x

v
  

 سـانتي متـر باشـد، را      r=5 آهنگ تغيير مساحت يك دايره را نسبت به تغييرات شعاع آن وقتي كه             :مثال  

  .حساب كنيد

  :حل 
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rrsrrs ππ 22 =′→= )()(  

ππ 10525 ==′ )()(s  

21030اگر   :مثال   ttf آهنـگ تغييـر    ) بر حسب ساعت     t. ( نمايش جمعيت يك نوع باكتري باشد      )(=+

21ل ، پس از زمان عت او سا5ات متوسط افزايش جمعيت را در  =tرا حساب كنيد .  

  :حل 

21030 ttf +=)(  

70210302 2 =+= )()(f  

520710307 2 =+= )()(f  

90
5

70520

27

27 =−=
−
−=

∆
∆ )()( ff

t

f
  

آهنگ تغييرات مساحت دايـره را نـسبت بـه محـيط آن را             . مساحت هر دايره تابعي از محيط آن است        :مثال  

  . حساب كنيدπ5دايره اي به محيطبراي 

  :حل 

ππ
ππ π

π

42

2
22

2
2 pp

psrrs

p
rrp

== →=
=→=

)()()(  

πππ 24

2

4

2 pp
ps

p
ps ==′→= )()(  

52
2

5
5 /)( ==

π
ππs  

ي مقابل به اين    فرض كنيد كه زاويه   .  است l و طول ضلع سوم برابر متغير      2 و   1طول دو ضلع مثلثي      :مثال  

  . باشدαضلع 

  . بنويسيدα را بر حسب l:الف 

  . به دست آوريدα را بر حسب lمشتق: ب 

 وقتي كهlآهنگ تغييرات: ج 
4

πα   .آوريد را به دست =
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  )55ي صفحه( 

  :حل 

ααα cos)(cos))(()()( 4521221 222 −=→−+= ll  

α
α

α
αα

cos

sin

cos

sin
)(

45

2

452

4

−
=

−
=′l  

225

2

2

2
45

2

2
2

4
45

4
2

4 −
=

−
=

−
=′

)(

)(

)cos(

)sin(
)(

π

π
π

l  

652ي حركت متحركي به صورت  معادله:مثال  +−= tttx   .مطلوب است.  است)(

31سرعت متوسط اين متحرك بين لحظات : الف  =t 52 تا =tثانيه   

  t=2يسرعت لحظه اي متحرك در لحظه: ب 

  :حل

  :الف 

652 +−= tttx )(  

0615963533 2 =+−=+−= )()()(x  

66252565555 2 =+−=+−= )()()(x  

s

m

tt

xx

t

x
v 3

35

06

12

12 =
−
−=

−
−=

∆
∆=  

  :ب 

s

m
xttx 1522252 −=−=′→−=′ )()()(  

ي هت مثبت بـه طـرف بـالا و معادلـه          اگر ج .  توپي را در راستاي قائم از زمين به بالا پرتاب مي كنيم            :مثال  

tttyحركت توپ به صورت  205 2   ) بر حسب متر y بر حسب ثانيه و t. (  باشد)(=−+

  . را رسم كنيدty)(نمودار  : 1

  . را تعيين كنيدty)(يدامنه : 2
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)(ي پرتاباز لحظه، سرعت متوسط توپ:  3 0=tتا پايان ثانيه م ي دو)( 2=t  حساب كنيدرا.  

)(سرعت لحظه اي توپ را در يك ثانيه پس از پرتاب  : 4 1=tرا حساب كنيد .  

)( ثانيه پس از پرتاب سهلحظه اي توپ را در سرعت  : 5 3=tرا حساب كنيد .  

  قدر است؟ اي توپ هنگام برخورد با زمين چسرعت لحظه : 6

قـدر اسـت و معنـاي آن    در اين لحظه سرعت تـوپ چ . در چه زماني توپ به بالاترين ارتفاع خود مي رسد      : 7

  چيست؟

  : حل 

 پس نمودار سهمي رو بـه پـايين بـوده و داراي              .a=−5 داده شده يك سهمي و چون در آن          يمعادله : 1

  .استMaxينقطه

2
52

20

2
=

−
−=−=

)(a

b
to  

  

  

  

  

  

  

],[. ي تابع مي شودلذا دامنه.  ثانيه توپ مجدداً به زمين بر مي گردد4چون بعد از  :  2 40=D  

3 :   

ttty 205 2 +−=)(  

0020050 2 =+−= )()()(y  

204020220252 2 =+−=+−= )()()(y  

10
2

020

02

02 =−=
−
−=

∆
∆ )()( yy

t

y
  

0 2 4 

20 

4  2  0  t  

0  20  0  y  t 

y 
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4:   

2010205 2 +−=′→+−= ttyttty )()(  

s

m
y 10201101 =+−=′ )()(  

5 :   

s

m
y 10203103 −=+−=′ )()(  

6 :   

s

m
y 20204104 −=+−=′ )()(  

  لذا .  باشدt=2بالاترين ارتفاع توپ زماني است كه : 7

s

m
y 0202102 =+−=′ )()(  

  )ايست لحظه اي. ( يعني سرعت لحظه اي توپ در اين لحظه برابر صفر است

اگـر  .  ، شير اين مخزن بـاز مـي شـود   t=0يدر لحظه. لبريز از آب بود، ليتر  40 گنجايشبامخزني   :مثال  

2ي از رابطهدقيقه tحجم آب باقي مانده در مخزن پس از

100
140 )(

t
v   . به دست آيد=−

  . تخليه شودخزن در چند دقيقه مي تواند كاملاًتعيين كنيد كه اين م: الف 

  ي آب پس از يك دقيقه چقدر است؟تغييرات تخليهمتوسط آهنگ  : ب

   چقدر است؟دقيقه t=25ي آب درآهنگ تغييرات تخليه :ج

  : حل 

  :يعني. باقي مانده در مخزن صفر شودد كه مخزن كاملاً تخليه شده است كه حجم آب زماني مي گوين: الف 
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  :يعني.  واضح است كه حجم آب تخليه شده برابر تفاضل آب باقي مانده از حجم كل آب است :ب
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  :تمرين براي حل 

102ي حركت متحركي به صورت     معادله  :1 +−= tttf 50ي زمـاني  بر حسب متر در بـازه )( ≤≤ t 

) t   تعيين كنيد كه در كدام لحظه سرعت لحظه اي با سرعت متوسط در ايـن               . داده شده است  )  بر حسب ثانيه

  .ي زماني برابر استبازه

32tttm ساعت داراي جرم tكتري پس از اي بوده يك ت :2   . گرم است)(=+

51ي زماني جرم اين توده باكتري در بازه: الف  ≤≤ tچند گرم افزايش مي يابد .  

   جقدر است؟t=4يي باكتري در لحظهآهنگ رشد جرم توده: ب 

  . درستي يا نادرستي عبارت هاي زير را تعيين كنيد :3

],[ي در بازهfتابعي مانند آهنگ متوسط تغيير : الف    . هميشه كمتر از شيب آن منحني در نقطه است10
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  )59ي صفحه( 

  . استمثبت اگر تابعي صعودي باشد، آهنگ متوسط تغيير آن، همواره :ب 

′=0 و همaf)(=0جود ندارد كه براي آن هم تابعي و:ج  )(af  

  .نزديك مي شودي الحظه ، به آهنگ ي خيلي كوچكآهنگ متوسط تغيير يك تابع در يك بازه: د 

ي توپ از سطح صلهي فا نشان دهندهtf)(اگر.  متر به هوا پرتاب مي شود11 توپي از يك پل به ارتفاع  :4

   در جدول زير نمايش داده شده است؟tf)(برخي از مقادير. شد باtزمين در زمان

  s(  6/0  5/0  4/0  3/0  2/0  1/0  0  t(ثانيه 
  m(  4/18  4/17  3/16  1/15  8/13  4/12  11  )(tf(متر 

  

 ثانيـه   4/0بر اساس جدول،كدام يك از مقادير زير مي تواند، سرعت توپ را هنگامي كه ارتفـاع نظيـر زمـان                     

  است، نشان دهد؟

sm)الف // sm)     ب         231 // sm)       ج        9114 // sm)     د          511 //0316  
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