
  ماتريس و اعمال روي ماتريس ها: درس اول 

در اين فصل با مفهوم ماتريس و ويژگي هاي آن آشنا مي شويد و در نهايت از اين مفهوم براي حل دسـتگاه                       

  .هاي معادلات خطي استفاده مي كنيم

  مفهوم ماتريس

 مـاتريس را  بـا يـك    هر. نامند  ميماتريس مستطيل شكل از اعداد ، در قالب سطر و ستون را يك          آرايشهر  

  مانند ماتريس زير . كنند حرف بزرگ لاتين نامگذاري مي

  

  

  

  

  

   ×32ي مرتبهدر اصطلاح گويند اين ماتريس داراي . 1اين ماتريس داراي دو سطر و سه ستون است

 قـرار   j و سـتون   i در سـطر   k اگر درايه . نامند   مي درايهي ماتريس را      هر يك از اعداد تشكيل دهنده     . 2است

  .نويسند دارد، مي

kaij =  

123: مثلاً در ماتريس فوق مي توان نوشت  =a 312 و −=a022 و =a321 و =a  

  :سپس .  را در نظر بگيريدمقابل ماتريس  :مثال

  .ي ماتريس را بنويسيد مرتبه) الف

  .ل كدام استم و ستون اوي واقع در سطر دو درايه) ب 

321) ب .                     است×24ي ماتريسمرتبه)   الف :حل  =a  

                                                 
  .سطر ها را از بالا به پايين و ستون ها را از چپ به راست شماره گذاري مي كنند.  1
nm ي ماتريس از مرتبه،در اين صورت گويند. ون باشد ستn سطر وmاگر ماتريسي دارايبه طور كلي، .  2  . است×

لسطر او

مسطر دو

مستون سو مستون دو لستون او 
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  )2ي صفحه ( 

   .ماتريس زير را با درايه هايش بنويسيد. ي ستون هر درايه باشند شمارهjي سطر و شمارهiاگر  :مثال
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2 3 ×+= ][ jiA  

  :حل 
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در هر مورد ماتريس داده شده را . ر درايه باشندي ستون ه شمارهjي سطر و شمارهi اگر :1تمرين

  .تشكيل دهيد

233 ×= ][ jC) 3  2223 ×+= ][ jiA) 1  

3312 ×
+−= ])([ jiD) 4  33×−= ][ ijB) 2  

***  

  ماتريس مربعي 

  .امندن  ميمربعيهاي يك ماتريس برابر باشند، آن ماتريس را  اگر تعداد سطر و ستون

  .هاي زير  مانند ماتريس
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ji بـراي    ijaقطري كه درايه هـاي    . هر ماتريس مربعي مانند يك چهارضلعي داراي دو قطر است           روي  =

  . مي نامندقطر فرعي و ديگري را  اصليقطرآن قرار دارند را 
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 قطر فرعي قطر اصلي
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  )3ي صفحه( 

  معرفي چند ماتريس خاص

  مانند ماتريس زير.  ماتريسي است كه فقط يك سطر دارد:ماتريس سطري  )1

415131 ×−= ][A  

  مانند ماتريس زير.  ماتريسي است كه فقط يك ستون دارد:ماتريس ستوني  )2
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  مانند ماتريس زير. هاي آن صفر باشند ي درايه  ماتريسي است كه همه:ريس صفر مات )3
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  . نمايش مي دهيمOدر اين فصل ماتريس صفر را با نماد

انند م. ي درايه هاي خارج از قطر اصلي آن صفر باشند  يك ماتريس مربعي است كه همه       : ماتريس قطري  )4

  ماتريس زير
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ماننـد  .  يك ماتريس قطري است كه تمام درايه هاي روي قطـر اصـلي آن برابـر باشـند      :ماتريس اسكالر    )5

  ماتريس هاي زير
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ي  هاي روي قطر اصلي آن يك و بقيه درايهباشد كه تمام   يك ماتريس مربعي مي):واحد(ماتريس هماني  )6

  مانند ماتريس زير. ها صفر هستند درايه
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  )4ي صفحه ( 

ند مان.  يك ماتريس مربعي است كه تمام درايه هاي بالاي قطر اصلي آن صفر باشند:ماتريس پايين مثلثي )7

  ماتريس زير
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ماننـد  .  يك ماتريس مربعي است كه تمام درايه هاي پايين قطر اصلي آن صفر باشند    :ماتريس بالا مثلثي     )8

  ماتريس زير
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***  

  ماتريس هاي مساوي

  : مي گويند، هرگاهمساويدو ماتريس را 

  .   هم مرتبه باشند: الف 

  iوjيعني براي هر.رايه هاي متناظر آنها نظير به نظير مساوي باشندد: ب 

)ijij baBA =⇔=( 
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 اگر دو ماتريس:مثال 
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  )5ي صفحه( 

   :تمرين براي حل 

  عبارت زير را كامل كنيد  :2

اگر ماتريس

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 −
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mn
nm يك ماتريس هماني باشد، حاصل   .است.....  برابر با +

  . را تعيين كنيدa وbمقدار.  دو ماتريس زير مساويند: 3
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  . را تعيين كنيدx وyمقدار.  دو ماتريس زير مساويند: 4
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***  

  )ضرب اسكالر: (ضرب عدد در يك ماتريس 

  براي مثال. ها ضرب كنيم براي ضرب يك عدد در يك ماتريس كافي است آن عدد را درتمام درايه
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بـه  .  مي نامندماتريس قرينه ماتريس حاصل را    .  ضرب كنيم  −1اگر تمام درايه هاي يك ماتريس را در عدد          

آيد كه آن را مـاتريس        هاي ماتريسي را قرينه كنيم ماتريس جديدي بدست مي          عبارتي ساده تر اگر تمام درايه     

  براي مثال. قرينه مي گويند
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  )6ي صفحه ( 

  :در اين صورت .  دو عدد حقيقي باشندr وs دو ماتريس هم مرتبه وA وB اگر :نتيجه 

BArrBrA =→≠= rBrABA                    ب      (,0   الف(=→=

OA =o )      د                                         AA   ج               (1=

  :ثابت كنيد كه.ريس دلخواه هم مرتبه باشند دو ماتB وA يك عدد حقيقي ناصفر وr اگر:مثال 

BArBrA =→=  

 پس r≠0 چون :حل
r

1
  : وجود دارد بنابراين

BABABr
r

Ar
r

rB
r

rA
r

rBrA =→=→=→=→= 11
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)()()()(  

***  

  اعمال روي ماتريس ها

  .در ادامه اعمال روي ماتريس ها را معرفي مي كنيم

  اه جمع ماتريس: الف 

هاي نظير به نظير با هم جمع         در اين صورت درايه   . توان جمع كرد كه هم مرتبه باشند        دو ماتريس را وقتي مي    

  براي مثال. شوند مي
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  ها تفاضل ماتريس: ب 

  .ي دومي جمع كنيم ماتريس اولي را با قرينهبراي تفاضل دو ماتريس كافي است 

)( BABA −+=− 
  براي مثال










−
=

731

213
B        و      







−=
702

531
A 










−
−

=








−−
−−−

+






−=−+=−→
033

324

731

213

702

531
)( BABA

  



 دهم رياضيدوازي پايه............................ ....................................................................... 3هندسهي درسنامه

  )7ي صفحه( 

اگر  : 5تمرين
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Cت تعيين  مطلوبس  

CBA BA              د    (−+ 32 BA           ج        (−   الف (A2            ب     (+2

  :نتيجه 

  .حاصل جمع هر ماتريس با ماتريس صفر هم مرتبه اش، برابر همان ماتريس است) 1

AOA =+  

ماتريس صفر، ماتريس خنثي در      (.حاصل جمع هر ماتريس با ماتريس قرينه اش، برابر ماتريس صفر است           ) 2

  .)جمع ماتريس ها است

OAA =−+ )(  
  .جمع ماتريس ها خاصيت جابجايي دارد ) 3

ABBA +=+  
  .جمع ماتريس ها خاصيت شركت پذيري دارد ) 4

CBACBA ++=++ )()(  
   ضرب مجموع دو عدد حقيقي در يك ماتريس )5

sArAAsr +=+ )(  
   ضرب يك عدد حقيقي در مجموع دو ماتريس )6

rBrABAr +=+ )(  

  ضرب ماتريس در حاصل ضرب دو عدد)  7

)()( sArArs =  

 سه ماتريس هم A وB وC يعني اگر .قرار است نشان دهيد كه قانون حذف در جمع ماتريس ها بر        :مثال  

CABAاز تساوي. مرتبه باشند CB مي توان ثابت كرد +=+ =  

   اگر  سه ماتريس هم مرتبه باشند، نشان مي دهيم كهA وB وC فرض كنيد :حل

CBCABA =→+=+  

CABAبراي اين كار كافي است طرفين تساوي   . جمع كنيم−A را با +=+

CAABAACAABAA ++−=++−→++−=++− )()()()(  

CBCOBO =→+=+→  

***  
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  )8ي صفحه ( 

  :ها س ضرب ماتري: ج 

در . مي باشدلي برابر تعداد سطر هاي دوتوان در هم ضرب كرد كه تعداد ستون هاي او دو ماتريس را وقتي مي

  .كنيم  تعيين مي3ي ماتريس حاصل ضرب را به شكل ضرب داخلي اين صورت هر درايه

   :1مثال 
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   :2مثال 
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BAزيـرا اگـر   . ضرب دو ماتريس خاصيت جابجايي نـدارد        :1تذكر    تعريـف مـي شـود، ممكـن اسـت           ×

AB BA قابل تعريف نباشد و ممكن است قابل تعريف باشد ولي حاصل برابر×   . نشود×

  .به نمونه هاي زير توجه كنيد

  :ي اول نمونه
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 ماتريس اول را در iسطر هاي نظير درايهابتدا  در ماتريس حاصل ضرب ، ijaيبراي تعيين درايهبدين شكل كه .  3

  .حاصل ضرب ها را با هم جمع مي كنيمسپس ضرب كرده و را وم ماتريس دjستون
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  )9ي صفحه( 

=.   تعريف نمي شود
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  :ي دوم نمونه
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 اگر : 6تمرين
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B         ن بدسـت    ماتريس هاي زير را در صـورت امكـا

  .آوريد

=2A)                         ج=× AB)                      ب=× BA) الف  

  .  ضرب ماتريس ها خاصيت شركت پذيري دارد :2تذكر 

CABBCA )()( =  

  . پذير استضرب ماتريس ها نسبت به جمع آنها توزيع  :3تذكر 

ACABCBA +=+ )(  

در .  يك عدد طبيعي باشندn يك عدد حقيقي و  rو ماتريس هماني    I يك ماتريس مربعي   A اگر  :4تذكر

  :اين صورت

nnn ArrA =)() 4              II n =)3             AAA nn ×= −1)2           AA =1) 1  

  خاصيت توزيعي پذيري ضرب ماتريس ها نسبت به جمع ماتريس ها : 5 تذكر 

nmijaA يعني اگر ×= pnijbB و ][ ×= pnijcC و ][ ×=   در اين صورت.ماتريس باشند سه ][

ACABCBA +=+ )(  
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  )10ي صفحه ( 

  ي آن خاصيت ضرب يك ماتريس در ماتريس واحد هم مرتبه  :6تذكر

AAIAI: در اين صورت.  باشدnي يك ماتريس مربعي مرتبهAيعني اگر nn ==   

  . ماتريس واحد، ماتريس خنثي در ضرب ماتريس ها استته مي شود كهبه همين دليل در اصطلاح گف

  دو ماتريس داراي ضريب خاصيت ضرب  :7تذكر

pmijaAيعني اگر ×= npijbB و ][ ×=   در اين صورت .  دو عدد حقيقي باشندs وr دو ماتريس و][

)())(( ABrssBrA =   

 ممكن است حاصل ضرب دو ماتريس، ماتريس صفر باشد، ولـي هيچكـدام از مـاتريس هـا صـفر                     :1توجه  

  . نباشند

OBOAOAB =∨=→/=           

  . دو ماتريس زير صفر نيستند ولي حاصل ضرب آنها ماتريس صفر است: مثال

 OAB =







=








×







=⇒

00

00

00

21

10

00









=

00

21
B و 








=

10

00
A  

  .ي حذف در ضرب ماتريس ها بر قرار نمي باشد قاعده: 2توجه 

CBACAB =→/=  

 اگر : مثال







=

00

40
C و 








=

20

00
B   و 








=

00

21
A    بديهي است كه تساوي ACAB  برقرار  =

CBاست ولي  ≠  

 اگر:مثال 








−−
=

42

64
Aدر اين صورت ثابت كنيد كه IA 64

6 =  

  :حل

IIIAA

IA

64644

4
10

01
4

40

04

42

64

42

64

33326

2

====⇒

=







=








=









−−








−−
=

)()(
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  )11ي صفحه( 

  ي يك ماتريسترانهاده

اگر جاي سطر ها و ستون هاي يك ماتريس را جا به جا كنيم، ماتريس ديگري حاصـل مـي شـود كـه آنـرا                           

  . مي نامندماتريس ترانهاده

jiij

mnij
t

nmij

ba

bAaA

=

=→= ××

                   

][][
  

 اگر :مثال 

















−
−=

10

31

12

Aي ماتريس  در اين صورت ترانهادهAرا بنويسيد .  

  :حل 

32131

012

×









−
−

=tA  

 اگر: 7 تمرين






−
=

32

11
A2 حاصل عبارت

2 IAA t   . را بدست آوريد−+

در صورتي كه شرايط جمع و ضرب ماتريس ها         .  يك عدد حقيقي باشند    r دو ماتريس و   A و B اگر :توجه  

  :اريمدبرقرار باشد، 

ttt BABA +=+ )() 1   

tt rArA =)() 2  

ttt ABAB =)()  3             

AA tt =)() 4  

tnnt AA )()( =) 5  

  . تساوي مقابل را ثابت كنيد: 8 تمرين

ttttt ABBABAAB −=− )(  
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  )12ي صفحه ( 

   :تمرين براي حل 

 اگـر : 9








−
=

450

132
A و 

















−
=

24

05

12

B و 

















=
2

1

0

C و 















−
=

11

24

12

D    حاصـل عبـارت

   .ر صورت امكان به دست آوريدهاي زير را د

BA×) هـ  CA×) ج  =A3) الف  

DB DB  و (× +=  د (− DB) ب  

 اگر: 10







=

14-

20
A و 









−
=

12

31
B اين صورت ماتريس هاي زير را بيابيد در.  

)()( tt BABA )(2          ج       (+×+ BA )()(ب              (+ BABA   الف ( +×−

 اگر: 11






−
=

32

11
A2 حاصل عبارت

2 IAA +−   . را بدست آوريد3

 اگر :12







=

12

01
A و 








=

12-

01
Bدر اين صورت ماتريس BABA 22   . را بيابيد++

 اگر  :13












−−
=

mnm

nmn
A

2

2

OA نشان دهيد كه  =2  

ــر :14  اگ






=
12-

01
Aو 









−
=

15

01
Bو









−−
=

12

12
Cــاتريس CBA م  را بدســت ××

   .آوريد

اگر  : 15






=
12-

01
A و 









−
=

15

01
B و 









−−
=

12

12
C نشان دهيد كه   

ACABCBA +=+ )(  

  اگر :16






=
12-

01
A3 در اين صورت ماتريسAرا تعيين كنيد  .  
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  )13ي صفحه( 

 اگر  :17








−
=

10

01
A 7 ماتريسAرا به دست آوريد .  

 اگر : 18

















−−−
=

312

625

311

A نشان دهيد كه OA =3  

كه هيچكدام ماتريس صفر نباشند ولي حاصل ضرب آنها   مثال بزنيد3يمربعي مرتبه دو ماتريس :19

  .ماتريس صفر است

 را طوري پيدا كنيد كه a وb مقادير: 20






=
















−









− 3

6

1

2

32

021
b

a
  

 را طوري بيابيد كه X ماتريس :21






=








07

40

43

21
X  

ي ماتريسي  معادله:22






=








−








22

54

1

1

22

34

x

y
  . را حل كنيد

  :براي مثال .  را بطور مستقيم تعيين كردnA در حالت هاي خاص مي توان ماتريس: توجه












=⇒







=
10

02

10

02 n
nAA  










+−
−+

=⇒






 −
=

1

1

01

12

nn

nn
BB n  










−
=⇒









−
=

12

01

12

01

n
CC n  

 اگر : 23






 −
=

01

12
A2006 ماتريسAرا تعيين كنيد .  

اگر:  24






=
12

01
A و 







=
12-

01
B1002 در اين صورت  ماتريس

2 )( BABA   . را بيابيد++
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  )14ي صفحه ( 

 اگر  :25








−
=

1b

a
A

4
 و 






 −
=

2

2

3

1
Bمقادير bو aرا طوري به دست آوريد كه BA  يك ×

  .ماتريس قطري باشد

ر اگ :26

















=

33

22

11

00

00

00

a

a

a

Aيك ماتريس قطري باشد و B و دلخواه 3يك ماتريس مربعي مرتبه 

BAباشد، در اين صورت حاصل   چه نتيجه اي مي گيريد؟.  را به دست آوريد×

اگر   :27















−
=

400

030

002

A .3حاصلA چه نتيجه اي مي گيريد؟. ست آوريدد را به  

ABBAدو ماتريس مربعي هم مرتبه و  Aو B اگر :28   .ثابت كنيد. باشند) تعويض پذير ( ×=×

222 2 BABABA ++=+   الف ()(

22 BABABA −=+−   ب ())((

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي،  جابر عامري: تهيه كننده 

  :    كانال تلگرامي

@amerimath 

  :سايت 

www.mathtower.ir 
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  )15ي صفحه( 

  دترمينان ماتريس و وارون  : موددرس 

 و در ادامه مفهـوم وارون يـك مـاتريس         پرداختهه مفهوم دترمينان يك ماتريس مربعي را        بابتدا   درسدر اين   

  .در انتها كاربردهايي از اين دو مفهوم را خواهيم داشت. مربعي را بيان مي كنيم

  دترمينان ماتريس مربعي 

دترمينان مـاتريس   .  عددي به نام دترمينان آن ماتريس نسبت داده مي شود          Aبراي هر ماتريس مربعي مانند    

|| را با نماد   Aمربعي A يا )det(A   ي ماتريس به روشي خاص بدست       توجه به مرتبه    با  و  نمايش مي دهند

22يفقط دترمينان ماتريس هاي مربعي مرتبهدر اينجا  .ورندمي آ 33 و×   .  را معرفي مي كنيم×

22يدترمينان ماتريس مربعي مرتبه :الف  ×  

ل ضـرب درايـه      با تفاضل حاصل ضرب درايه هاي قطر فرعي از حاص ـ          ×22طبق تعريف دترمينان ماتريس   

  .هاي قطر اصلي بدست مي آيد

bcadA
dc

ba
A −=→







= ||
  

  . دترمينان ماتريس زير را بدست آوريد: مثال








−=
42

31
A

  
  :حل 

10642341 −=−−=−−= ))(())((|| A  

  اگر :مثال 






= 26

4

||

||||

A

AA
A . در اين صورت مقدار|| Aرا به دست آوريد .  

dAفرض كنيم كه :حل    : در اين صورت .  باشد||=

025025 23 =−→=− )(dddd→−= ddd 243  





±=→=−
=

→
5025

0
2 dd

d
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  )16ي صفحه ( 

  : تمرين براي حل

  . دترمينان ماتريس هاي زير را بدست آوريد :1








 −
=

θθ
θθ

sincos

cossin
B)                                ب







−=
8-6-

43
A) الف  

  . ي زير را حل كنيد معادله :2

0
23

2
=

−−
−

x

xx

   

  . دترمينان ماتريس زير را بيابيد :3



















−
−

−=

51

32

112

51
11

24

21

32

A  

 براي دو ماتريس :4






 −
=

43

12
A و







=
24

13
Bدرستي يا نادرستي تساوي هاي زير را بررسي كنيد.  

|||||| BAAB ||||||ب                     (= BABA   الف (+=+

***  

  يك درايه در ماتريس مربعي) مينور( ماتريس كهاد

 ijaيام بدست مـي آيـد را كهـاد درايـه    jام و ستونiبراي هر ماتريس مربعي، ماتريسي كه از حذف سطر     

  . نمايش مي دهندijMنامند و آنرا با 

 اگر :مثال

















−
−

−
=

472

350

231

Aدر اين صورت :  








−=
72

31
23M      و     









−
−

=
47

35
11M  

***  
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  )17ي صفحه( 

  يك درايه در ماتريس مربعي) كوفاكتور ( يهمسازه

  . عددي است كه به شكل زير بدست مي آيدijaيبراي هر ماتريس مربعي همسازه ي درايه

||)( ij
ji

ij MA +−= 1
  

  .م ماتريس زير به صورت زير استم و ستون سوي سطر دوي درايه همسازه:مثال

















−
−

−
=

012

111

021

A

  

  :حل 

341
12

21
11 32

23
32

23 =−−=
−

−
−=−= ++ )()(||)( MA

  

***  

33ي دترمينان ماتريسروش هاي محاسبه :ب  ×    

33ي دترمينان يك ماتريسدر اين قسمت روش هاي محاسبه   .  را بيان مي كنيم×

33ي دترمينان ماتريسمحاسبه : روش اول     به روش بسط ×

33 يك مـاتريس   دلخواه و كهاد آنها مي توان دترمينان      ) يا يك ستون  (با توجه به درايه هاي يك سطر        را  ×

  .دمحاسبه كر

: فرض كنيد

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

Aدر اين صورت  :  

∑ )        i=1 يا i=2يا i=3(بسط نسبت به يك سطر دلخواه               
=

=
3

1

 
j

ijij AaA ||  

∑ )      j=1 يا j=2يا j=3( به يك ستون دلخواه             بسط نسبت
=

=
3

1

 
i

ijij AaA ||  
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  )18ي صفحه ( 

  i=1ل  بسط نسبت به سطر او:مثال

131312121111 AaAaAaA ++=||  

ي را روش بسط نسبت به يك سطر يا ستون يا بـه اختـصار               ي دترمينان يك ماتريس مربع    اين روش محاسبه  

  . مي نامند1روش بسط

  . دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد:مثال 

















−
−=
311

321

523

A

  

  . كافي است يك سطر يا يك ستون دلخواه را انتخاب نموده و نسبت به آن بسط مي دهيم:حل 

ممثلاً سطر سو  

21

23
13

31

53
11

32

52
11 332313 +++ −+

−
−+

−
−−= ))(())(())((|| A

  

))()(())()(())()((|| 2613591110611 −+−−−+−−−=A  

42121416 =++=|| A  

  . دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد:مثال

















−
=

021

312

100

A  

  :لذا. ل بسط مي دهيم به جهت وجود صفر هاي بيشتر، نسبت به سطر او:حل 

514
21

12
11 31 =+=

−
−= +)(A  

  ؟ه اي مي گيريدجي حاصل چه نتي با مشاهده.ددترمينان ماتريس زير را به كمك بسط به دست آوري: مثال 

                                                 
  .خاب كنيم كه صفر هاي بيشتري داشته باشددر روش بسط بهتر است سطر يا ستوني را انت: الف .  1

تر نيز به همين شكل انجام مي شود كه جزء هدف كتاب نمي  و بالا4يي دترمينان هاي ماتريس مربعي مرتبهمحاسبه: ب      

  .باشد
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















=
zyx

cba

cba

A  

  بسط نسبت به سطر سوم: حل 

ba

ba
z

ca

ca
y

cb

cb
xA 332313 111 +++ −+−+−= )()()(||  

0=−+−−−=→ )()()(|| ababzacacybcbcxA  

ن آير مساوي باشند، دترمينان ظير به نظاگر درايه هاي دو سطر يا دو ستون يك ماتريس مربعي، ن: نتيجه 

  .ماتريس برابر صفر است

  :تمرين براي حل 

  . ماتريس زير را در نظر بگيريد :5

















−
−=
311

321

523

A  

  .دترمينان اين ماتريس را به كمك بسط نسبت به يك سطر دلخواه بدست آوريد) الف

  . دترمينان اين ماتريس را به كمك بسط نسبت به يك ستون دلخواه بدست آوريد) ب

  .ن دلخواه دترمينان ماتريس زير را بدست آوريد به كمك بسط نسبت به يك سطر يا ستو :6

















−
=

c

b

a

B

53

01

00

  

  . به كمك بسط نسبت به يك سطر يا ستون دلخواه دترمينان ماتريس زير را بدست آوريد :7

















=
c

b

a

C

00

00

00
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جه براي اتريس قطري چه نتيجه اي مي گيريد؟ آيا اين نتيي حاصل ، در مورد دترمينان يك م مشاهدهاب

  .ماتريس هاي مربعي بالا مثلثي و پايين مثلثي قابل بيان است

  .دترمينان ماتريس زير را به دست آوريد : 8























=

2

5
00

0
4

5
0

00
2

1

4A  

  . باشد6 بنويسيد كه دترمينان آن 3ي يك ماتريس مربعي مرتبه  :9

 را محاسـبه  2Aسـپس .  باشد-6نويسيد كه دترمينان آن  بA  مانند3ييك اگر ماتريس مربعي مرتبه   : 10

||يبا  محاسبه. كنيد 2Aي آن با  و مقايسه|| Aچه نتيجه اي مي گيريد؟   

***  

33ي دترمينان هاي ماتريسمحاسبه : روش دوم    به روش ساروس×

سپس با توجه به شكل زير حاصل ضرب هاي درايـه هـاي روي              . دا ماتريس را دو بار كنار هم مي نويسيم        ابت

  .خط ها را محاسبه و مطابق شكل جمع و تفريق مي كنيم

















=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

  

  

  

  

)()(|| 312213332112322311322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaaA ++−++=
  

  

































333231

232221
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+ + + 
_ _ _ 
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  .ي ساروس تعيين كنيد دترمينان ماتريس زير را به كمك قاعده:مثال

















−
=

421

324

253

A  

  :حل 

  

  

  

  

))()(())()(())()(())()(())()(())()((|| 122445233242135423 −−−−+−+=A  

6948018161524 −=+−−+−=|| A  

  : تمرين براي حل 

  .به روش ساروس دترمينان ماتريس زير را محاسبه كنيد : 11

















−
−

=
310

102

111

A  

 اگر :12

















=
bac

acb

cba

Aي ساروس نشان دهيد كه به كمك قاعده  

)(|| 3333 cbaabcA ++−=   

  ي ساروس ثابت كنيد كه  به كمك قاعده :14

abc

cb

ca

ba

2

0

0

0

=   

















−















− 421

324

253

421

324

253

 

+ + + _ _ _ 
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] اگر: 15 ]321 −=Aو 

















−
−

=
3

1

2

Bدر اين صورت || ABو || BAرا به دست آوريد .  

 اگر :16

















−
−

−
=

501

030

002

Aدر اين صورت || 2Aرا به دست آوريد .  

  ماتريس هاي :17

















=
ihg

fed

cba

Aو 

















=
ihg

fed

kckbka

Bرا در نظر بگيريد .   

||حاصل: الف  Aو || Bرا به دست آوريد .  

  .فوق، چه نتيجه اي مي گيريدهاي بدست آمده براي ماتريس هاي ني حاصل دترمينابا مقايسه: ب 

***  

     مربعيماتريسيك دترمينان ويژگي هاي 

ي دترمينان يك ماتريس به كمك بسط نسبت به يك سطر يا يك ستون با ويژگي هـاي جـالبي                    در محاسبه 

  : اين ويژگي ها عبارتند از.برخورد مي كنيم

طري برابر با حاصل ضرب درايه هاي روي         دترمينان هر ماتريس بالا مثلثي ، پايين مثلثي و ق          : ويژگي اول 

  .قطر اصلي آن است

abc                                               :مثلاً

c

b

a

=
− 53

01

00

  

 هرگاه تمام درايه هاي يك سطر يا يك ستون ماتريس مربعي برابر صفر باشند، دترمينان آن    :ويژگي دوم    

  .ماتريس صفر است

0                                                    :مثلاً

703

501

200

=  
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 ضـرب   k هرگاه تمام درايه هاي يك سطر يا يك سـتون مـاتريس مربعـي در عـدد ثابـت                   :ويژگي سوم   

  . برابر مي شودkآنگاه دترمينان آن ماتريس.شوند

  :مثلاً

793

142

231

5

793

545

231

793

52010

231
5

1

−×=−=−
→ 22

125

RR

)()()(  

nnيك ماتريس مربعي A اگر: نتيجه ||||: در اين صورت.  باشد× ArrA n=  

 اگر در يك ماتريس مربعي جاي دو سطر يا دو ستون را جابجا كنيم، دترمينان آن در عدد                    :ويژگي چهارم   

  .ضرب مي شود) -1(

                                     :مثلاً

231

521

793

793

521

231

−−=−
↔ 31 RR

  

 اگر در يك ماتريس مربعي دو سطر يا دو ستون مساوي باشند، دترمينان آن ماتريس صـفر                  :ويژگي پنجم   

  .است

0                                            :مثلاً

793

231

231
21 RR =

=−
−

  

يك سطر يا يك ستون ضريبي از يك سـطر يـا سـتون ديگـر                 اگر در يك ماتريس مربعي       :ويژگي ششم   

  .باشد، دترمينان آن صفر است

0                                            : مثلاً

793

531

231
3 21 CC =

=−−
−−

  

 اگر در يك ماتريس مربعي مضربي از يك سطر يا يك ستون را بـه سـطر يـا سـتون ديگـر      :ويژگي هفتم  

  .ن تغيير نمي كنداضافه كنيم،دترمينان آ
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                                       :مثلاً

753

231

892

753

231

201
3

−
−

=−
→+ 112 RRR

  

||||.   هم برابرنددترمينان ترانهاده اش با دترمينان هر ماتريس مربعي و :ويژگي هشتم  AAt =  

                                       :مثلاً

722

530

311

753

231

201 −
=−  

 دترمينان حاصل ضرب دو ماتريس مربعي هم مرتبه با حاصل ضرب دترمينان هاي آنها برابر                :ويژگي نهم   

  .است

|||||| BAAB =  

 اين ويژگي فقط براي ضرب ماتريس ها برقرار است ولي براي جمع يا دو تفاضل دو ماتريس مربعـي      : توجه

  :يعني.هم مرتبه برقرار نمي باشد

||||||

||||||

BABA

BABA

−≠−
+≠+

  

  : داريم A براي هر ماتريس مربعي:ويژگي دهم 

kk AA |||| =  

 اگر تمام درايه هاي يك سطر يا يك ستون به صورت دو يـا چنـد جملـه اي باشـند،آنگاه                      :ويژگي يازدهم 

  .دترمينان اين ماتريس را مي توان به صورت مجموع چند دترمينان نوشت

  :مثلاً

             

321

321

321

331

321

321

321

321

332211

ddd

ccc

bbb

ddd

ccc

aaa

ddd

ccc

bababa

+=
+++

  

اين ويژگي هـا   .محاسبه كردنيز به كمك ويژگي دترمينان مي توان دترمينان يك ماتريس مربعي را      :توجه

  .به مثال هاي زير توجه كنيد .ي دترمينان بدون استفاده از بسط بكار گرفته مي شوندبخصوص براي محاسبه
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  .ير را محاسبه كنيد بدون بسط دترمينان ز:مثال 

?=
−

602

413

201

  

  :حل

101011

1000

1010

201

602

413

201
3

2
−=−=

−
=

− →+

→+
))()((

221

331

RRR

RRR
  

=5  بدون بسط ثابت كنيد كه :مثال
− 021

312

100

  

  :حل

55

00

221231
=−−=

−
−=

−
−=

−

→+↔
)(

10

350

021

10

312

021

021

312

100
RRRRR

  

  . بدون بسط دترمينان تساوي زير را ثابت كنيد:مثال

0

1

1

1

22

22

22

=
zz

yy

xx

cossin

cossin

cossin

  

  :حل

zz

yy

xx

22

22

22

1

1

1

cossin

cossin

cossin

  

0

11

11

11

1

1

1

2

2

2

222

222

222
32331 CCCCC

z

y

x

zzz

yyy

xxx =→+
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+
+
+

=
sin

sin

sin

cossinsin

cossinsin

cossinsin
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||=5و  3ي يك ماتريس مربعي مرتبهA اگر :مثال  A در اين صورت. باشد|||| AAرا بيابيد .  

  :حل 

625555555 433 ==×===→= |||||||||| AAAAA  

  : تمرين براي حل 

  .ير را محاسبه كنيد زيبه كمك ويژگي هاي دترمينان، دترمينان ماتريس ها :18

















−
−

=
310

102

111

B)                      ب

















−
−=
311

321

523

A) الف  

  . در جاي خالي عبارت رياضي مناسب قرار دهيد:19

33 ماتريسيAاگر 522 و اسكالر باشد و× =aدر اين صورت ،|| A2 است.....  برابر.  

***  

  ماتريس الحاقي 

اين ماتريس را مـاتريس الحـاقي      .  مي توان ماتريس ديگري نظير كرد      Aمتناظر با هر ماتريس مربعي مانند       

تريس در اينجـا فقـط مـا    . ي ماتريس متفاوت اسـت    روش تعيين ماتريس الحاقي با توجه به مرتبه       . 2مي نامند 

22الحاقي ماتريس هاي مربعي 33 و ×   . را معرفي مي كنيم×

  . نمايش  مي دهندA* را با نمادA ماتريس الحاقي ماتريس :توجه 

    ×22ماتريس الحاقي ماتريس مربعي :الف 

 از تعويض درايه هاي روي قطر اصلي و قرينه كردن درايه هـاي روي  ×22ماتريس الحاقي ماتريس مربعي   

  . قطر فرعي بدست مي آيد

براي مثال ماتريس الحاقي ماتريس 







=

dc

ba
Aمي شود 









−
−

=
ac

bd
A*  

 اگر :مثال 






 −
=

53

22
A   

                                                 
2
 .ي ماتريس همسازه ي هر ماتريس مربعي را ماتريس الحاقي آن مي گويندترانهاده.  
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  .  را به دست آوريدAماتريس الحاقي : ب                     . را محاسبه كنيدAدترمينان ماتريس  : الف

  : حل 

  :الف 

166103252 =+=−−= ))(())((|| A  

  : ب 










−
=

23

25*A  

    3×3ماتريس الحاقي ماتريس ماتريس مربعي :ب 

 نمـايش مـي     A*ي هر ماتريس مربعي را ماتريس الحاقي آن مي گويند و آنرا با            ي ماتريس همسازه  ترانهاده

  .دهند



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
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
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




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



=

332313
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312111
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232221

131211
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232221

131211
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N
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A
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 ماتريس الحاقي ماتريس :مثال






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
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



−
−

=
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Aرا بدست آوريد .  

  : حل
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3
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2
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1 33

33
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

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
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















==⇒

212

336

141

332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

NA t*  

22ي ماتريس مربعيي ماتريس الحاق اين روش براي محاسبه:توجه    . نيز درست است×

 ماتريس الحاقي ماتريس: مثال







=

dc

ba
Aرا بدست آوريد .  

  : حل

cMA −=−= + ||)( 12
21

12 1  dMA =−= + ||)( 11
11

11 1  

aMA =−= + ||)( 22
22

22 1  bMA −=−= + ||)( 21
12

21 1  










−
−

=







==⇒

ac

bd

AA

AA
NA t

2212

2111*  

 از تعويض درايه هـاي روي قطـر   ×22قبلاً اشاره شد، ماتريس الحاقي ماتريس مربعيكه انطور   هم بنابراين

  . اصلي و قرينه كردن درايه هاي روي قطر فرعي بدست مي آيد

  : تمرين براي حل 

  .ماتريس الحاقي ماتريس زير را محاسبه كنيد :20

















−
−

=
310

102

111

A  

***  
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  )29ي صفحه( 

 هاي معكوس پذير ماتريس 

  .همديگر گويند، هرگاه حاصل ضرب آنها ماتريس واحد باشد) وارون(دو ماتريس مربعي را معكوس 

IBAAB ==  

 نشان دهيد كه ماتريس : مثال








−
−

=
52

31
A وارون ماتريس 








=

12

35
Bاست .  

  :حل

IAB =







=

















−
−

=
10

01

12

35

52

31
  

IBA =







=









−
−









=

10

01

52

31

12

35
  

  : تمرين براي حل 

نشان دهيد كه ماتريس   :21

















−
−

=
310

102

111

A وارون ماتريس 























−

−=

9

2

9

1

9

2
3

1

3

1

3

2
9

1

9

4

9

1

Bاست .  

ثابت .  نمايش مي دهندA−1در اين صورت وارون آن را به شكل. يك ماتريس مربعي وارون پذير باشدAاگر

  ي شود كه م

  3. وارون هر ماتريس مربعي در صورت وجود منحصر بفرد است :1

  . يك ماتريس مربعي وارون پذير است، اگر و تنها اگر دترمينان آن مخالف صفر باشد :2

*:   همواره داريمA براي هر ماتريس مربعي مانند :3

||
A

A
A ×=− 11  

  

                                                 
3
ثابت مي كنيم كه ايـن  . باشدBوCدو معكوسداراي Aوع فرض مي كنيم كه ماتريس معكوس پذير     براي اثبات اين موض   .  

  .دو معكوس مساويند

ICAACIBAAB ==== ,  

CICCBAACBBIB ===== )()(  
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  )30ي صفحه ( 

  .س هاي زير را در صورت وجود بدست آوريد معكوس ماتري:مثال










−
−

=
64

32
B)                                             ب







=
43

75
A) الف  

    :حل

  :الف

012120     →.  معكوس پذير استA           لذا ماتريس 
43

75
≠−=−=→







= || AA   










−
−

=
53

74*A  










−
−

=








−
−

×
−

=×=−
53

74

53

74

1

11 *

||
A

A
A 1  

  :ب

01212     →. ست معكوس پذير نيB           لذا ماتريس
64

32
=−=→









−
−

= || BB   

 اگر:نتيجه 






=
dc

ba
Aي دو و  يك ماتريس مربعي مرتبهo≠|| A  باشد، در اين صورت اين ماتريس

  . به شكل زير قابل محاسبه استA−1معكوس پذير راست و معكوس آن يعني 










−
−

×
−

=−
ac

bd

bcad
A

11  

  . معكوس ماتريس زير را در صورت وجود بدست آوريد: مثال

















−
−

=
310

102

111

A   

  : حل

09.                                 معكوس پذير استAلذا ماتريس

310

102

111

≠=→
















−
−

= || AA  
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  )31ي صفحه( 

6
30

12
1 12

21
12 −=

−
−=−= + ||)( MA  1

31

10
1 11

11
11 =

−
=−= + ||)( MA  

4
31

11
1 21

12
21 =

−
−=−= + ||)( MA  2

10

02
1 13

31
13 ==−= + ||)( MA  

1
10

11
1 23

32
23 −=

−
−=−= + ||)( MA  3

30

11
1 22

22
22 ==−= + ||)( MA  

3
12

11
1 32

23
32 =

−
−=−= + ||)( MA  1

10

11
1 31

13
31 =

−
−

=−= + ||)( MA  

  
2

02

11
1 33

33
33 =

−
=−= + ||)( MA  

















−
−=

















==⇒

212

336

141

332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

NA t*  























−

−=
















−
−×=×=−

9

2

9

1

9

2
3

1

3

1

3

2
9

1

9

4

9

1

212

336

141

9

11 *

||
A

A
A 1  

 اگر :22تمرين






=
23

25
A1 ابتدا ماتريس−Aرا به دست آورده و || Aرا با || 1−Aمقايسه كنيد .  

  :در اين صورت.  يك ماتريس مربعي وارون پذير باشدA اگر: نتيجه

||
||

A
A

 و 1−=1
||

||
1−=

A
A

1
  

 اگر :مثال 








−
=−

67

321A دترمينان ماتريس Aرا تعيين كنيد .  

  :حل

33

1

7362

11 =
−−

== − ))(())((||
||

1A
A  

  



 جابر عامري : تهيه كننده ................................... ................................................. .............3هندسهي درسنامه

 

  )32ي صفحه ( 

اگر  :23تمرين






=
11

32
Aو 









−
=

51

10
Bبدست آوريد هاي زير را  ماتريس.  

11 −− AB)       11                  ج −− BA)    1                  ب−)(AB) الف   

  در اين صورت .  دو ماتريس مربعي هم مرتبه و معكوس پذير باشندAوB اگر: نتيجه

111 −−− = ABAB)(  

  : تمرين براي حل 

 اگر  :24






=
11

32
A و 









−
=

51

10
Bبدست آوريد هاي زير را  ماتريس.  

11 −− )(A)         2     د
1 IBA ++−   الف  (A−1             ب     (B*                 ج( *

 اگر :25






=
52

25

loglog

loglog
A .  2: نشان دهيد كه

5

log|| =A  

اگر  : 26






=
42

53
A21 دترمينان ماتريس)( −Aرا تعيين كنيد .  

27:  






=
11

32
Aو 









−
=

51

10
B .111ثابت كنيد كه −−− = ABAB)(  

 اگر  :28






=
10

52
Aو 







 −
=

52

11
Bحاصل عبارت هاي زير را بيابيد . باشد.  

11 −− + BA )                                    1ب−+ )( BA) الف  

اگر   :29






=
52

34
Aو 









−
−−

=
15

32
B11حاصل عبارت .  باشد 32 −− − BA را بيابيد.  

  . را چنان بيابيد كه ماتريس زير وارون پذير نباشدm مقدار: 30








 +
=

32

512m
A  

 معكوس ماتريس :31

















−
=

213

654

321

Aرا در صورت وجود بدست آوريد  .  
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  )33ي صفحه( 

  با استفاده از وارون ماتريس حل دستگاه دو معادله و دو مجهولي 

به كمك ماتريس و دترمينان دستگاه هاي معادلات خطي را به روش هاي جالبي به غير از روش هاي معمول 

  .در اين فصل به اين روش هاي اشاره مي كنيم. مي توان حل كرد

  گاه دو معادله ي دو مجهوليدست

هر دستگاه به شكل




=+
=+

222

111

cybxa

cybxa
  

  :ي دو مجهولي مي نامند كه مي توان آنرا به شكل زير نيز نوشترا دستگاه دو معادله

{ {
DXA

c

c

y

x

ba

ba








=

















2

1

22

11

43421

  

را مـاتريس معلومـات مـي       Dمجهولات و ماتريس  را ماتريس    X را ماتريس ضرايب و ماتريس     Aماتريس

  از طرفي بديهي است كه. نامند

DAX =  

DAXDAXIDAAXA 1111 −−−− =→=→=→  

  .  دستگاه زير را به روش ماتريسي نمايش دهيد:مثال





−=−
=+
2

52

yx

yx
   

   :حل










−
=







×








− 2

5

y

x

11

12
  

  : يعني. دستگاه جواب داشته باشد اين است كه دترمينان ماتريس ضرايب آن صفر نباشد شرط اينكه : نتيجه

0≠|| A  

***  
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  )34ي صفحه ( 

  ي دو مجهولي روش هاي حل دستگاه هاي دو معادله

 با روش هاي حذفي، جانشاني و روش قياسي بـه عنـوان روش هـاي حـل              پايه هاي قبل،     رياضيدروس  در  

در اينجا به روش هاي ديگري براي حل اين دستگاه اشاره مي . دو مجهولي آشنا شده ايدي دستگاه دو معادله

  .كنيم

  روش حل دستگاه دو معادله و دو مجهولي با استفاده از دترمينان: الف 

ايـن  . دمي توان آنرا به روش زير حل كـر        .  ماتريس ضرايب يك دستگاه دو معادله و دو مجهولي باشد          Aاگر

  . مي نامندروش كرامرروش را 

||

||

A

A
y                       و                       =2

||

||

A

A
x 1=  

 از تعـويض سـتون مـاتريس        2Aل ماتريس ضرايب و   از تعويض ستون ماتريس معلومات با ستون او1A       كه

  .ومات با ستون دوم ماتريس ضرايب بدست مي آيندمعل

  . دستگاه زير را به روش كرامر حل كنيد:مثال





−=−
=+
2

52

yx

yx
   

0312.                                   لذا دستگاه جواب دارد:حل
11

12
≠−=−−=→









−
= || AA  

  1
12

25

11

12

12

15

=
−−
+−=

−

−−
==

||

||

A

A
x

1
  

3
12

54

11

12

21

52

=
−−
−−=

−

−
==

||

||

A

A
y

2
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  )35ي صفحه( 

  ماتريس معكوس وش حل دستگاه دو معادله و دو مجهولي با استفاده ر: ب 

DAXدر اين روش دستگاه را به شكل        تبديل مي كنيم و در صورت وجود جواب مقـدار مجهـولات           =−1

  .آنرا تعيين مي كنيم

  . دستگاه هاي زير را به روش ماتريس معكوس حل كنيد: مثال





=−
=+−
324

52

yx

yx
ب                                        (





−=−
=+
2

52

yx

yx
  الف (

  :حل

   :الف

0312.                                  لذا دستگاه جواب دارد
11

12
≠−=−−=→









−
= || AA  

















−
=









−
−−

×
−

=×=→ −

3

2

3

1
3

1

3

1

21

11

3

11 *

||
A

A
A 1  






=
=

→






=








−















−
=







→= −
3

1

3

1

2

5

3

2

3

1
3

1

3

1

y

x

y

x
DAX 1  

  :ب

044                      .                       لذا دستگاه جواب ندارد
24

12
=−=→









−
−

= || AA  

  :مرين براي حل ت

  .به دو روش بيان شده حل كنيددستگاه هاي زير را هر يك از   :32





=+−
=−

12

143

yx

yx
                               ب (





=+
=+

1547

42

yx

yx
  الف (

***  
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  )36ي صفحه ( 

  بحثي پيرامون معادلات خط در صفحه

  . در هر صفحه، دو خط نسبت به هم سه حالت زير را دارندمي دانيم كه

  . مي كنندع، همديگر را فقط در يك نقطه قط كه در اين حالت دو خط متقاطع اند:الف 

  . دو خط موازيند كه هيچ گاه همديگر را قطع نمي كنند:ب 

  . دو خط منطبق اند كه در تمام نقاط مشترك هستند:ج 

  .ي دو خط به معادلات زير را تعيين كنيدي تلاق مختصات نقطه:مثال 

12 −=− yx 143  و =− yx  

  . كافي است كه دستگاه زير را حل كنيم:حل 





==→
−=−

=−
23

12

143
yx

yx

yx
,  

),(. ي تلاقي اين دو خط مي شودلذا نقطه 23P  

  .رسم نماييم، همين موضوع تأييد مي شودتوجه كنيد كه در اگر نمودار هاي اين دو خط را 
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  )37ي صفحه( 

  . دو خط به معادلات زير به جهت داشتن شيب هاي مساوي ، موازي هستند:مثال 

586 =− yx 143  و =− yx  

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-3

-2

-1

1

2
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4

5

6

7

x

y

  

  . واضح است كه دو خط به معادلات زير منطبق اند:مثال 

286 =− yx 143  و =− yx  
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  )38ي صفحه ( 

  . اگر معادلات دو خط به صورت زير باشند:نتيجه 

222 cybxa 111  و += cybxa =+  
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رايب ضترمينان  در مورد الف مي توان گفت يك دستگاه معادلات خطي وقتي داراي جواب است كه د:توجه 
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  .كه قبلاّ اين موضوع را مشاهده كرده ايم

  .، تعداد جواب هاي دستگاه زير را تعيين كنيد بدون رسم نمودار و بدون حل دستگاه  :33تمرين
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  :راي حل تمرين ب

  . زير بحث كنيد معادلات خطيدستگاه هايهر يك  روي وجود يا عدم وجود و تعداد جواب هاي  :34
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  . دستگاه زير داراي يك جواب مي باشدk به ازاي چه مقداري از :35 
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