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 فصل چهارم 

 مثلثات  
 هاي مثلثاتي زوياي ديگرنسبت -2                         سال دهم يادوري  -1

    و     حسببر هاي مثلثاتي نسبت  -4    ونمودار توابع   -3

 يادآوري: -1

 در سال گذشته مباحث زير را ياد گرفتيد: 
 ) دايره مثلثاتي(دايره واحد) و ويژگي هاي آن. 1
 مثلثاتي در مثلث قائم الزاويه )نسبت هاي 2
 360°،  270°،   180°،   90°،   60 °،   45°،   30°،  0°) نسبت هاي مثلثاتي برخي زواياي مهم از قبيل: 3
 ) روابط بين نسبت هاي مثلثاتي 4
 ) مساحت چند شكل هندسي 5
  ) شيب خط و  6

 از هر قسمت چند مثال مي زنيم.  

 مثلثاتي را تعريف كنيد. ) دايره 1مثال
د و جهت مثبت آن  مي باش Aدايره اي به مركز مبدا مختصات و شعاع واحد و جهت دار كه شروع از 

 هاي ساعت است. خلاف حركت عقربه

 

 
A 

+ 

-
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) در يك مثلث متساوي الساقين قائم الزاويه ، نسبت هاي مثلثاتي زاويه ي ساق و قاعده را  2مثال
 بيابيد. 

° 

° 

 

 ) مقدار عددي عبارت زير را بدست آوريد. 3مثال

 (الف  

 (ب 

 در ناحيه چهارم باشد ، ساير نسبت هاي مثلثاتي را بدست آوريد.  و  ) اگر 4مثال

 

وآنگاه :  ، باش مي دانيم كه در دايره مثلثاتي اگر    و

 با توجه به مطالب بالا داريم:

چهارم در ناحيه   

 را بدست آوريد.  وحدود   با توجه به دايره مثلثاتي) 5مثال 

 و  

، چند برابر مساحت شش ضلعي منتظم به  مترسانتي  6ساوي الاضلاع به ضلع ) مساحت مثلث مت6مثال
 است؟ انتيمتر س 4ضلع 
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 ) درست و نادرست را تعيين كنيد. 7مثال 

ب  (الف  ج 

ه    و ( و
 (ز  

 دهيم. مورد مثلثات مورد بررسي قرار مي  در سال يازدهم مباحث زير را در

 زاويه (درجه و راديان)  هاي) واحد1
  وبر حسب   و  و  هاي مثلثاتي  ) نسبت2

 تابع كسينوس و نمودار آن و ويژگي ها)  -) توابع مثلثاتي (تابع سينوس و نمودار آن و ويژگي ها 3
 ) برخي كاربردهاي مثلثاتي در حل مسائل 4

 واحد هاي زاويه:. 1

  قسمت مساوي تقسيم كنيم، به يك قسمت آن درجه گفته مي شود.  360دايره را به الف) درجه : اگر 

 
 ب) راديان : زاويه اي كه اندازه ي كمان روبرو به آن برابر شعاع دايره باشد را يك راديان مي گوييم.  
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و   Ɩبر حسب راديان كه طول كمان رو به رو به آن زاويه  θبا توجه به اين تعريف اندازه ي زاويه ي 
 باشد ، از رابطه زير بدست مي آيد: rشعاع دايره 

 

                 :اندازه آن بر حسب راديان  R اندازه زاويه اي بر حسب درجه و Dاگر  نكته:

 ) يك راديان چند درجه است؟ 1مثال

  

 ب) يك درجه چند راديان است؟ 

 

 ) زواياي زير را بر حسب درجه بدست آوريد:2مثال

 (الف  

 قرار ميدهيم. يعني:    180،  روش ديگر: به جاي  

 

 (ب 

 (ج 

 ؟3/ 14است يا تقريباً  180برابر  سوال:  
اندازه گيري  در نظر مي گيريم اما به لحاظ واحد  3/ 14يك عدد حقيقي گنگ است كه تقريب آنرا  

 درجه. يعني:                                                                     180راديان برابر است با     :زاويه خواهيم داشت 
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 آيد:نيز بدست مي از روابط زير از دايره به شعاع  و مساحت قطاع    طول كمان  نكته: 

كمان طول و قطاع  مساحت   

و    ABرا برحسب راديان بدست آوريد؛ سپس طول كمان  αي زاويه ) در شكل روبرو اندازه 2مثال 

  مساحت قطاع كوچك آن را حساب كنيد. 

و  

  θس.م بريده مي شود. مقدار  6كماني به طول  θس.م  توسط زاويه اي   4) در دايره اي به شعاع 3مثال
                                                                به راديان چقدر است؟

 راديان بچرخد ، قرقره كوچكتر چند راديان مي چرخد؟  ) در شكل مقابل وقتي قرقره بزرگتر 4مثال

رگتر طي مي كند را حساب ابتدا مسافتي كه قرقره بز
 مي كنيم. 

 

ي كوچك نيز همين مسافت را طي مي كند؛ يعني در  بودن دو قرقره به يكديگر، قرقره  به دليل متصل
 داريم:قرقره كوچك 

 

 ) ميچرخد، قرقره كوچكتر يك دور كامل مي چرخد. دور (  يعني وقتي قرقره بزرگتر 

            پس:                        :نكته
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بعد از ظهر حركت مي   4بعد از ظهر تا  1اندازه زاويه اي كه عقربه ي ساعت شمار از ساعت ) 5مثال
 كند را بر حسب درجه و راديان بيان كنيد. 

دقيقه حركت مي كند. هر يك دقيقه ، شش درجه است   5تا  3،  4تا  1عقربه ساعت شمار از ساعت 
 حركت كرده است.  بنابرين                 

است  كرده  حركت راديان  يعني

عقربه هاي ساعت شمار ودقيقه شمار از چه رابطه اي بدست مي آيد؟ در ساعت  ) زاويه ي بين 6مثال
h  وM  دقيقه 

 :                                                              12) زاويه عقربه شمار با عدد 1
                                               :                                  12) زاويه دقيقه شمار با عدد 2
 هاي ساعت شمار و دقيقه شمار:  بين عقربه  ي  ) زاويه3

    

 راديان دوران كند؟  ي  تا عقربه دقيقه شمار به اندازه  كشدطول مي ) چه مدت7مثال

 

خلاف عقربه   Aت از نقطه شماره گذاري شده دارد. اگر در آغاز حرككابين  40) چرخ و فلكي 8مثال
راديان دوران ، شما در موقعيت كدام كابين  نشسته باشيد ، بعد از  4، شما روي كابين هاي ساعت
 قرار داريد؟ 

 

 

 )مركز زمين Oاست؟(  چندكيلومترقريباً تهران و مشهد ت ي بين دو ) در شكل  فاصله9مثال

    و     و   B :مشهد   و  A :تهران 
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س.م مي باشد. اندازه زاويه قطاع حاصل از  12س.م و ارتفاع   5، شعاع مخروط) در يك 10مثال
 شكل گسترده اين مخروط چند راديان است؟ 

 

 

 120است. اگر برف پاك كن كماني به اندازه ي س.م  35) طول برف پاك  كن جلوي اتومبيلي11مثال
 درجه طي كند:

 الف) اندازه كمان بر حسب راديان چقدر است؟ 
 ب) طول كمان طي شده توسط نوك برف پاك كن چقدر است؟ 

 

 

 نسبت هاي مثلثاتي برخي زوايا: . 2
درجه و علامت نسبت ها  360و  270،   180،   90، 0،  45،  60،  30در سال قبل نسبت هاي مثلثاتي زواياي 

 را در چهار ناحيه ياد گرفتيد. جهت ياد آوري:

 

                                  

هاي مثلثاتي آنها براي سينوس و تانژانت رابطه  در ناحيه اول دايره ي واحد، زوايا و نسبت  نكته:
 كسينوس و كتانژانت رابطه عكس دارند. مثلاً:مستقيم دارند و در 

و و و    
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 :نسبت هاي مثلثاتي زواياي مهم

 زاويه  0 30 45 60 90 180 270 360
         

         
         
         

 مثال: حاصل را بدست آوريد. 

 :A 

 است)  عددي صحيح  (     هاي مثلثاتي . نسبت3
 نويسيم. مي αو  180◦) زاويه را به صورت مجموع و يا تفاضل مضرب صحيحي از 1
 يم. نويسمي α او نسبت را ب) π±( كنيمو علامت را حذف مي  180رب صحيح و ) مض2
اش پشت نسبت مثلثاتي جواب  ي مربوطه ي اصلي سوال را در ناحيه) علامت نسبت مثلثاتي زاويه 3

 مي گذاريم. 

 مثال:

است  سوم  ناحيه در  

است  دوم ناحيه در  

هستند همان فرد مضارب و هستند همان زوج  مضارب

 است)صحيح فرد   (  ; نسبت هاي مثلثاتي  
 مي نويسيم.  αو  ) زاويه را به صورت مجموع و يا تفاضل مضرب صحيح فردي از 1
 و  و نسبت مثلثاتي متقابل آن را مي نويسيم. يعني   ) را حذف) ( 2
 گذاريم. اصلي پشت جواب ميي ه زاويه ) علامت نسبت مثلثاتي صورت سوال را با توجه ب3
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 مثال:

 

 

 مثال: حاصل؟

 (الف  

 (ب 

 (ج 

 

 : تعيين كنيد در چهار ناحيه دستگاه مختصات را . علامت نسبت هاي مثلثاتي6

 

 

و بطور كلي   و       نسبت هاي مثلثاتي 
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 و   نسبت هاي مثلثاتي   
                                                              

 

                                                

 

                                                

 

                                                 

ـ  

 

 . بين نسبت هاي مثلثاتي روابط زير برقرارند:4

A:  

B:  

C:  

D:  

 راديان چند درجه است؟  3درجه چند راديان است؟  6) 2مثال

                      

 كنيد. عيين مثلثاتي جايگاه آنها را ت) زواياي زير كاربرد بيشتري دارند. در دايره ي  3مثال
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 ) حاصل را بدست آوريد. 4مثال

A =  

 

B:  

 

 )94(تجربي اند) (زوايا درجهباشد، حاصل عبارت زير را بيابيد.  ) اگر 5مثال

 

 

 )91را بيابيد.(رياضي   باشد ،  مقدار  ) اگر 6مثال

 

 

در جهت مثبت مثلثاتي بسازد، در اين  θزاويه ي   Oxبا محور  Ɩاگر خط   نكته:
 يعني:  برابر است با   Ɩصورت شيب خط 

  
 مي سازد. شيب خط را بدست آوريد.   زاويه   Oxبا محور  Ɩ) خط 5مثال
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   توابع مثلثاتي:

 ي نسبت مثلثاتي قرار بگيرد را تابع مثلثاتي نامند. تابعي كه متغير در جايگاه زاويه  هر

 بيابيد. ) حاصل را 6مثال

 

 

دقيقه يك   4متر داريم كه هر 24) فرض كنيد چرخ و فلكي به قطر 7مثال
متر   8دور در جهت مثبت مي چرخد. اگر پايين ترين نقطه چرخ و فلك 

بالاي زمين باشد و كابين خاصي از چرخ و فلك را در نظر گرفته باشيم  
شد و روبه بالا در حال حركت  با Aدر   نقطه ي  t=  0كه در لحظه 

الف) در هر لحظه ارتفاع كابين از سطح زمين را مشخص كنيد.               است. 
راديان  ثانيه ، كماني كه كابين طي مي كند چند  t. پس از گذشت 1

 است؟ 

 

 تابعي بنويسيد كه ارتفاع كابين را نسبت به زمان نشان دهد.  . 2

h(θ)=20+12sinθ M´H´= H´A´+A´M´  ارتفاع كابين = 

     A´H´=12+8=20      OMH:          

 الف جواب :   

 نمايش دهيم ، تابع آن: را با   Pفاصله سايه اين كابين روي زمين تا نقطه   tب) اگر در لحظه ي 

 

و  
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 راديان طي كند ، ارتفاع كابين و طول سايه را بيابيد.  زاويه ي  ،  Aج) اگر كابين از نقطه ي 

 :هاقانون كسينوس

تعميم يافته ي قضيه ي فيثاغورس در مورد تمام مثلث ها به صورت زير است كه روابط آن به قانون  
                                                         كسينوس ها معروف است. 

 

 
 
 

 ها: دستور مساحت
 :ي بين آنها ه معلوم بودن طول دو ضلع و زاويه با توجه ب ABCمساحت مثلث 

 

 قانون سينوسها: 
 : آيدميرا بدست رابطه زير رار دادن رابطه هاي بالا) ها (مساوي قبه كمك دستور مساحت

 

الف)   برحسب راديان) xت است. ( به سمت مركز دايره در حال حرك  AB) وتر 12مثال
 نمايش دهد.  xتابعي بسازيد كه مساحت قطاع دايره را بر حسب 

 را به دست آوريد.  xب) تابع تغييرات وتر بر حسب 

 

ب)طبق قانون كسينوس ها:                                      
  

طاع مساحت ق مساحت مثلث    و      

 

و  

b c 

a 

A 

B 
C 
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 رسم نمودار تابع سينوس
 شكل زير است: با توجه به جدول روبرو نمودار سينوس به 

 

 

 

را     و     و       و   مثال: نمودار توابع
 رسم كنيد. 

 

 )(در تمام نكات       ها:ويژگي
دوره تناوب ان    -1

ايكس  ضريب 
 شود. تكرار مي  در فاصله     يعني نمودار تابع    

 است.       كند. در واقع صفرهاي تابعقطع مي ها را در نقاط   نمودار، محور طول -2

 است كه برابر با يك است.   مقدار ماكزيمم تابع  در نقاطي به طول      -3

 منفي يك است.   است كه برابر با  در نقاطي به طول      مقدار مينيمم تابع  -4

 بررسي و تعيين كنيد.      را در مورد تابع   4الي  1مثال: نكات 

 

 رسم نمودار تابع كسينوس
 با توجه به جدول روبرو نمودار كسينوس به شكل زير است: 
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را   و     و         و مثال: نمودار توابع  
 رسم كنيد. 

 

 

 

 ها: ويژگي
دوره تناوب ان    -1

ايكس  ضريب 
 شود. تكرار مي  در فاصله     يعني نمودار تابع    

 است.      كند. يعني صفرهاي تابعقطع مي ها را در نقاط   نمودار، محور طول -2

 است كه برابر با يك است.   در نقاطي به طول      مقدار ماكزيمم تابع -3

 منفي يك است.   است كه برابر با  در نقاطي به طول      دار مينيمم تابعمق -4

 بررسي و تعيين كنيد.      را در مورد تابع   4الي  1مثال: نكات 

 

 

 

 تعيين كنيد. را   و     و     و     مثال: به روش رسم نمودار مقدار تقريبي   

 

 

 مثال: به روش رسم مجموعه جواب معادلات را بيابيد:

الف ب  
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ج  د  

 

 

 مثال: نمودار توابع زير را رسم كنيد:

الف ب  

 

ج  د  

 

 

 αو β) بر حسب نسبت هاي مثلثاتي مجموع و تفاضل دو كمان ؛ (

جمع يا تفريق مي شد را ياد   و  و  را كه با  و   πهاي مثلثاتي مضاربي از نسبت درس گذشتهدر 
  هاي نسبت و كرده  تبديل) 60+180(  با آنرا 240°نسبت هاي   ونه محاسبه كنيد. مثلا برايگرفتيد چگ

 . داديم مي قرار را  هانسبت علامت ، 240 ي  ناحيه به توجه با وداده  قرار كار ملاك را60  مثلثاتي
 بررسي مي كنيم.  αو βرا بر حسب  )( مثلثاتي  هاي نسبت مبحث اين در

 كنيم. را اثبات ميبرخي عد به كاربرد آنها و در آخر هاي آن مي پردازيم و بابتدا به فرمول 

 
 مثال:                                            

 
 

 
                        

 

���������	
���	���	��www.riazisara.ir



122 
 

 

و  

 

                                                                                                                         مثال:    

 

tan75°= 

و  

 αبر حسب     و   هاي مثلثاتي نسبت
2α  بر حسبα                                                                                                        

 
 

 

 

 

3α  بر حسبα                                                                                                         
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 ) حاصل عبارات را بدست آوريد:13مثال

A)    

B)     

C)     

D)    

 

E)  

F)  

 

 ) مقادير زير را بدست آوريد. 14مثال

A) 

 

B)  = 

 

 ) ثابت كنيد:15مثال

A) 
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 طرف اول  اتحاد مزدوج 

 با توجه به طرف دوم 

 

 ) حاصل را بدست آوريد. 16مثال

A) 

 

 

 

 

 ) درست و نادرست را تعيين كنيد. 17مثال

                                               

 

 

 

 

 روش ديگر اثبات: به عهده شما...
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براي انعطاف بيشتر در حركت ربات ها ، معمولا در مفصل   هاي صنعتيدر طراحي روبات ) 18مثال
  ومكانيكي براي بازوي آن، مطابق شكل زير در نظر مي گيرند. اگر 

 باشد؛ 
 بنويسيد.  αو  θالف) ارتفاع نوك گيره را از سطح زمين تابعي بر حسب 

مفصل خود را در حالت  ،   22/ 5ب) اين روبات براي گرفتن يك شيء در ارتفاع 
30-=α  قرار داده است. تعيين كنيد زاويه يθ  در اين وضعيت چند درجه

 است؟ 

 ، مقدار عددي عبارات زير را بيابيد.    ) هر گاه داشته باشيم 19مثال

)α  منفرجه وβ (حاده 

و و  

 براي حل اين نوع مسائل چند روش مختلف داريم:
 را به كمك مثلث قائم الزاويه بيابيم.  βو  αروش اول: نسبت هاي 
 ها بيابيم. را به كمك روابط بين نسبت βو  αروش دوم: نسبت هاي 

 رو بيابيم: را به كمك به كمك نسبت هاي رو ب βو   αروش سوم: نسبت هاي 

منفرجه 
 

 

حاده 
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قبول قابل  غير منفي
 

 

 

 

 را بيابيد.  آن گاه     و    ) اگر  20مثال

 

 ) عبارات زير را ساده كنيد.21مثال

 

 

 

 را بدست آوريد.   ) نسبت هاي مثلثاتي 22مثال
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 : روش اول يافتن كسينوس 

  

درجه )روش ساده تر:  تقليل            فرمول 

 

 :                  22/ 5به همين ترتيب سينوس

  

 كار در كلاس 
 ) نمودارتوابع زير را رسم كنيد:1
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 نادرست را تعيين كنيد.  ) درست و2
 درجه باشد.  يعني كسينوس زاويه اي از دايره مثلثاتي كه اندازه ي آن  الف)  

 يك عدد حقيقي است.                      ج)   ب) 
 باشد ، آنگاه   د) اگر 

 باشد.  هـ) عددي مي توان يافت كه كسينوس آن  
 و) همواره داريم  

 است.  صفر تابع   مي باشد و  صفر تابع   ز) 
 ح) همواره داريم  

 ي)               ط) 

 ) مقدارهاي مثلثاتي زير را بدست آوريد. 3

 

 

 

 ) حاصل را بدست آوريد. 4

 

 

 

رياضي  
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 )92باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي ) اگر 5

 

 

 

 )96و انتهاي كمان آلفا در ربع چهارم باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 6

 

 

 )95باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 7

 

 )96باشد ، مقدار زير را بدست آوريد. (تجربي  ) اگر 8

 

 

 ) 91رياضي : Bو  94تجربي : A) حاصل را بدست آوريد. (9
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D)  

 

 شود؟ چرخ كوچكتر چند درجه جابه جا مي ، درجه جابه جا شود A  ،40  ) در شكل اگر نقطه10

 

 . را به كمك رسم نمودار بيابيد و   نقاط برخورد دو تابع   ) 11

 . با رسم نمودار بيابيدرا  ) مقادير 12

 

 چند راديان است؟ واحد 10و ارتفاع  4شعاع قاعده  اي مخروطي بده قطاع حاصل از گستر) زاويه 13

 

 را بدست آوريد.  به ازاي   ) حاصل عبارت 14

 

 

 است را بيابيد.  سانتيمتر كه طول كمان آن  5) مساحت قطاعي از دايره به شعاع 15

 ) حاصل را بيابيد. 16
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 . نمودار توابع زير را رسم كنيد و دوره تناوب آنها را تعيين كنيد) 17

 

 

 

   دربازه   مجموعه جواب    و

 

 

 ) كمترين و بيشترين مقدار توابع زير را تعيين كنيد. 18

 

 

 

 ، حاصل باشد 7اشد و بيشترين مقدار تابع ب 2) اگر دوره ي تناوب تابع رو به رو 19

 

 

ي تنفسي براي يك  معرف سرعت جريان هوا طي يك دوره ثانيه است)  t( تابع  )20
 شخص در حال استراحت است. 

 الف) زمان لازم براي يك دوره ي كامل دم و بازدم چقدر است؟ 
 چقدر است؟  t(ليتر بر ثانيه) باشد ، مقدار  ب) اگر سرعت جريان هوا  
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در چند نقطه بيشترين   روي بازه   نمودار تابع به معادله  ) 21
 ) 91مقدار را دارد؟ (تجربي

 

 )95(رياضي است.  ) شكل روبه رو قسمتي از نمودار  22

 

 

 

 )88(تجربي باشد ، مقدار  ) اگر  23

 

 

 )91) ساده شده كسر رو به رو را بدست آوريد. (رياضي24

 

 

 )88(رياضي باشد ،  ) اگر  25

 

 است. حاصل را بدست آوريد.  )  26
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را به ساده ترين شكل   fogباشند، ضابطه ي تابع  و   ) اگر  27
 )93ممكن بنويسيد. (تجربي

 

 

 

 را رسم كنيد. ) Cو () B) دامنه ي توابع زير را بدست آوريد. نمودار قسمت (28
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