
   توابع كسريتقسيم چندجمله اي ها و محاسبه ي حد : لوادرس  

 .تركيب دو تابع را معرفي كنيممي خواهيم اكنون .  روي آنها آشنا شده ايدلو اعمادرسال گذشته با توابع 

  .تركيب دو تابع يكي از مهمترين عمل روي دو يا چند تابع مي باشد

  ريتقسيم چندجمله اي ها و بخش پذي : اولقسمت 

براي تقسيم چند جمله مي دانيد كه . در سال هاي گذشته با تقسيم چندجمله اي ها بر يكديگر آشنا شده ايد

 xA)(يكه درجهxB)( را بر چند جمله اي غير صفرxA)(اي

، مراحل زير به ترتيب را طي باشدxB)(يبزرگتر يا مساوي درجه

  .مي كنيم

  

  .را استاندارد مي كنيم) xB)((و مقسوم عليه ) xA)(( ابتدا چند جمله اي هاي مقسوم : ي اولمرحله

از مقسوم جملاتي ( ي مقسوم عليه تقسيم مي كنيم لين جملهي مقسوم را بر اولين جمله او: ي دوممرحله

ي خارج قسمت قرار مي لين جملهو حاصل را به عنوان او.) و مقسوم عليه كه داراي بزرگترين توانها هستند

  .دهيم

سپس عبارت . در چند جمله اي مقسوم عليه ضرب مي كنيمرا  خارج قسمت بدست آمده : ي سوممرحله

لين باقي اصل جمع اين عبارت با مقسوم، اوح .بدست آمده را قرينه كرده و در زير مقسوم يادداشت مي كنيم

  .مانده را نتيجه مي دهد

ي به دست آمده را بر عبارت مقسوم عليه تقسيم م ، اين بار باقي ماندهي دو مانند مرحله:ي چهارممرحله

  .مي كنيم

ه اي باقي ي چندجمل مراحل فوق را تا زماني ادامه مي دهيم كه باقي مانده يا صفر شود و يا درجه: توجه

  .ي مقسوم عليه كمتر شودمانده از درجه

  . را انجام دهيدزير تقسيم : مثال

)()( 2532 15333 xxxxx +÷−+++−  

  

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 

 مقسوم  مقسوم عليه

 خارج قسمت

 باقي مانده
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 2ي صفحه

  . ابتدا مقسوم و مقسوم عليه را استاندارد كرده و مطابق مراحل فوق عمل مي كنيم:حل 

  

  

    

  

  

  

  .نها را تعيين كنيد تقسيم هاي زير را انجام دهيد و باقي مانده و خارج قسمت آ :1تمرين 

)()( 3152 −÷−− xxx) 1  

)()( 11423 32 −÷−−+ xxxx) 2  

)()( xxxx +−÷+−− 2715 24) 3  

)()( yxxyyyxx +÷−−+ 2323 2 )4  

kxxي تقسيم را طوري بيابيد كه باقي ماندهk مقدار: 2تمرين +−   .شود 6  برابرx−2 بر23

***  

   تقسيميقضيه

 تقسيم كنيم، در اين صورت همواره خواهيم xB)(اي غير صفر  را بر چند جملهxA)(اگر چند جمله اي

  :داشت

)()()()( xRxBxQxA +×=  

))(deg())(deg( xBxR <  

  .ي كنيد تقسيم زير را انجام داده و درستي عمل را بررس:مثال 

)()( xxxx +÷+++− 21623  

  

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 

 5333 235 −+−+ xxxx 12 +x 

3
2

5

x
x

x =  

x
x

x
2

2
2

3

=  

3
3
2

2

−=−
x

x
 

35 xx −− + 

5332 23 −+− xxx 
xx 22 3

−− + 

53 2 −+− xx 

33 2
++ −− x 

2−x 

323 −+ xx 
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 3ي صفحه

  :حل

  

  

  

  

  

  )امتحان درستي عمل تقسيم(ي تقسيم رابطه

161632123 232232 +++−=+++−−=+++− xxxxxxxxxx ))((  

12ي تقسيم را طوري بيابيد كه باقي ماندهk مقدار: 3تمرين ++ kxx1 بر+x شود5 برابر .  

243 چندجمله اي هاي كه را چنان بيابيدkار مقد :4تمرين 2 +− xxوxxkx −+ 23  در تقسيم 2

  . هم باقي مانده شوندx+1 بر

***  

  بخش پذيري در چند جمله اي ها 

بخش پذير گويند، هرگاه باقي xB)(اي  را بر چند جملهxA)(چند جمله اي

  : در اين صورت خواهيم داشت .1 صفر شودxB)( برxA)(ي تقسيممانده

)()()( xBxQxA ×=  

  

xxxx نشان دهيد كه :5تمرين 75653 234 53 بر++−+ +xبخش پذير است  .  

234 نشان دهيد كه عبارت :6نتمري 25 −+− xxx1 بر−xبخش پذير است .  

24 را طوري بيابيد كهk مقدار :7تمرين 2 ++ kxx1 بر+xبخش پذير شود .  

  

                                                 
  . نيز مي نامندxA)( را عاملxB)(چند جمله اي  .  1

 1623 +++− xxx 
2+x 

2
3

x
x

x −=−
  

x
x

x
3

3 2

=  

 

23 2xx ++ − 

163 2 ++ xx 
xx 63 2

−− + 

1 

xx 32 +− 

)(xA )(xB 

)(xR 

)(xQ ... 
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 4ي صفحه

  نكات تكميلي تقسيم

ax را برxP)(اگر چند جمله اي   : تقسيم كنيم، خواهيم داشت−

)()()()( xRaxxQxP +−×=  

axحال اگر قرار دهيم =  

)()()()()()( aRaPaRaaaQaP =→+−×=⇒
321

0

  

ax برxP)(ي تقسيميعني باقي مانده   .ت اسaP)( برابر−

453ي تقسيم باقي مانده :8تمرين 2 +− xx1 بر−xرا حساب كنيد .  

352ي تقسيم باقي مانده :9تمرين 28 ++− xxx1 بر+xرا حساب كنيد .  

5324ي تقسيم  باقي مانده :10تمرين 23 +−+= xxxxP 32 بر)( +xرا حساب كنيد .  

ax برxP)(تقسيم چندجمله اي در :نتيجه    . استaP)(ي تقسيم برابر ، باقي مانده−

ax برxP)(، برابر صفر باشدaP)(حال اگر   .ذير مي باشد بخش پ−

253 در چند جمله اي:مثال  2 −−= xxxP  بر xP)(بنابراين.  برابر صفر است2f)(، مقدار )(

2−xبخش پذير است .  

10352 نشان دهيد :11تمرين 23 −−+= xxxxP    .ر است را بخش پذيx+2 بر)(

12 نشان دهيد كه چند جمله اي  :12تمرين 23 ++ xx 1 بر+xسپس اين عبارت .  بخش پذير است

  .را به صورت حاصل ضرب عامل ها بنويسيد

  :تمرين براي حل 

823ي تقسيم  باقي مانده :13 2 −− xx2 بر−xكنيد را حساب .  

22 را طوري بيابيد كهm مقدار :14 −+= mxxxP   . بخش پذير باشدx−3 بر)(

164 نشان دهيد كه :15 −= xxP   . بخش پذير استx−2بر )(

23ي تقسيم باقي مانده:16 −+= xxxP 12 بر)( +xرا حساب كنيد .  

)(xP ax − 

)(xR 

)(xQ ... 
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 5ي صفحه

123اي را طوري تعيين كنيد كه چندجملهa وb مقادير :17 +++ bxaxx2 بر−x1 و+x بخش 

  .پذير باشد

122 ايچندجمله كه نشان دهيدبه كمك تقسيم،   :18 3 ++= xxxf  x+1 بر دو جمله اي)(

  . را به صورت حاصل ضرب عامل ها بنويسيدxf)(اين اساس  سپس بر.ش پذير استخب

 x−1 اگر مجموع ضريب هاي جملات يك چند جمله اي برابر صفر باشد، آن چندجمله اي بر:توجه 

  .بخش پذير است

  . عبارت زير را به صورت حاصل ضرب عامل ها بنويسيد :19

22 23 +−−= xxxxP )(  

***  

  تعيين باقي مانده  و خارج قسمت به روش هورنر

 اي بر چند جمله اي استفاده كنيم و باقي مانده در حل بسياري از مسائل ناگزير هستيم كه از تقسيم چندجمله

 هورنر براي تعيين باقي مانده و خارج قسمت، تقسيم چندجمله اي بر .را تعيين كنيمو خارج قسمت تقسيم 

  .مله اي روش جالبي معرفي كرده است كه نسبت به روش معمول قدري كوتاه تر استچند ج

)(.... به صورت nيي درجه در اينجا تقسيم چند جمله +++= −− 21 nnn cxbxaxxP بر دو  

kxي اول درجهجمله اي   . را توضيح مي دهيم−

  

  

  

  

  

 بنويسيم و سپس نموداري مطابق 2در روش هورنر ابتدا بايد مقسوم و مقسوم عليه را به صورت استاندارد

  .نمودار زير تنظيم كنيم

                                                 
  xمرتب كردن جملات بر حسب توان هاي نزولي متغير.  2

kx − )(xP 
)(xQ 

R 

.  

.  

.  

. 

.  

.  

.  

. 

 مقسوم عليه

 خارج قسمت

 باقي مانده

 مقسوم 
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 6ي صفحه

  

  

  

  

  

  :توجه 

kxيريشه. ( ي مقسوم عليه است همان ريشهkعدد : 1 −(   

قبل از نوشتن ضريب ها، در نمودار فوق، ضريب جمله يا جملاتي كه وجود ندارند، برابر صفر قرار مي  : 2

  .دهيم

  . استn−1ياعداد داخل دايره ها، ضرايب جملات خارج قسمت مي باشند كه از درجه : 3

  .ه استعدد آخر داخل مربع، باقي ماند : 4

1734 باقي مانده و خارج قسمت تقسيم :مثال  23 +−+ xxx2 بر+xرا تعيين كنيد .  

  : حل 

202 −=→=+ xx  
  

  

  5−=R                                 354  باقي مانده 2 +−= xxxQ     خارج سمت)(

22 باقي مانده و خارج قسمت تقسيم :مثال  35 −++ xxx 1 بر+xرا تعيين كنيد .  

  :حل 

2020 2345 −++++ xxxxx  

101 −=→=+ xx  

  

  

6−=R                       433  باقي مانده 234 +−+−= xxxxxQ     خارج قسمت)(

  ضريب

 جمله يناول

)(xP 

 k× 

 جمله ضريب +

 xP)(دوم
 

  k× 

 جمله ضريب+ 

 xP)(سوم
 

 

 باقي مانده خارج قسمت

4 
)( 2−× 

3+ 

)( 2−× 5- 5- 3 

7- 

)( 2−× 

1+ 

1 
)( 1−× 

0+ 

)( 1−× 6- 1- 3 

2 + 

)( 1−× 

2- 

3- 
)( 1−× 

0+ 

4 
)( 1−× 

1+ 
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 7ي صفحه

  : حل تمرين براي 

  . به دست آوريدx−2 را برxP)( به روش هورنر، باقي مانده و خارج قسمت تقسيم عبارت :20

12 43 −+= xxxP   الف ()(

275 23 −+−= xxxxP   ب ()(

22 234 +−−−= xxxxxP   ج ()(

122 به روش هورنر نشان دهيد كه عبارت  :21 234 +−+ ttt1 بر+tبخش پذير است .  

***  

   حد توابع كسري:قسمت دوم 

طبق اين روش به جاي متغيـر مقـدار مـورد نظـر را              . ي حد، روش جايگزيني است    يك روش معمول محاسبه   

  .ي حاصل مي پردازيمجايگزين نموده و به محاسبه

  :براي مثال 

2
6

12

6

21525

15

2535

1

23 22

5
==+−=

+
+−=

+
+−

→ )(

)()(
lim

x

xx

x
  

يك تابع كسري مانند   ي حد   براي محاسبه ال گذشته ديديم كه     در س 
g

f
،  ميل مـي كنـد     a به x وقتي متغير  

==0گاهي حالتي پيش مي آيد كه در آن        )()( agaf چـون در اين حالـت     .  استf   و g    بـر ax − 

axبخش پذيرند، با تقسيم صورت و مخرج بر   ديگر به دسـت آورد كـه حـد آن در     مي توان تابع گوياي −

 در صورت وجود برابر حد aينقطه
g

f
   .3خواهد شددر اين نقطه  

 ر مقدا :مثال
2

1
2

2

1 −+
−

→ xx

x

x
limرا محاسبه كنيد .  

  :حل 

                                                 
  .ت ها را حالت هاي مبهم و اين عمل را عمل رفع ابهام مي نامندتوجه داشته باشيد كه  اين حال.  3



 جابر عامري: تهيه كننده .....................................................................  3آموزش رياضي

 8ي صفحه

 مبهم   
0

0

211

11

2

1
2

2

2

2

1
=

−+
−=

−+
−

→ )()(

)(
lim

xx

x

x
  

3

2

21

11

2

1

21

11

2

1

112

2

1
=

+
+=

+
+=

+−
+−=

−+
−

→→→ x

x

xx

xx

xx

x

xxx
lim

))((

))((
limlim  

 بوده و تابع هاي كسري كه صورت و مخرج آنهايي عبارت جبريحد ي داشته باشيد كه براي محاسبهتوجه 

شند، مي توانيد صورت و مخرج را تجزيه و اگر صورت و مخرج چند جمله اي با.  باشندمبهمحالت به صورت 

  . همچنين اگر صورت يا مخرج يا هر دو شامل راديكال باشد صورت يا مخرج را گويا كنيد.سپس ساده كنيد

  حد تابع:مثال 
8

432
3

23

+
++=

x

xx
xf   . در صورت وجود به دست آوريدx=−2ي را در نقطه)(

 را در صورت و مخرج x+2بايد عامل.  برابر صفرندx=−2رت و مخرج به ازاي در اين مثال نيز صو:حل 

موع مكعب هاي دوجمله به حاصل ضرب عامل هاي اول جمخرج را مي توانيم به كمك اتحاد م. ظاهر كنيم

  : لذا . تقسيم مي كنيمx+2ي صورت، آن را براما براي تجزيه. تجزيه كنيم

))((

))((
limlim)(lim

422

222

8

432
2

2

23

23

22 +−+
+−+=

+
++=

−→−→−→ xxx

xxx

x

xx
xf

xxx
  

1
12

12

444

228

4222

2222

42

22
2

2

2

2

2
==

++
++=

+−−−
+−−−=

+−
+−=

−→ )()(

)()(
lim

xx

xx

x
  

15 تابع  :مثال
2 −+= xxxf  را در نظر بگيريد و سـپس حاصـل         )(

2

2

2 −
−

→ x

fxf

x

)()(
lim     را بدسـت

  .آوريد

  : حل 

1312522
2 =−+= )()()(f  

9727
2

72

2

145

2

1315

2

2

22

2

2

2

22

=+=+=
−

+−=
−

−+=

−
−−+=

−
−

→→→

→→

)(lim
))((

limlim

)()(
lim

)()(
lim

x
x

xx

x

xx

x

xx

x

fxf

xxx

xx
  

 حد تابع :مثال 
5

12

−
−−=

x

x
xf   . در صورت وجود به دست آوريدx=5ي را در نقطه)(
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 9ي صفحه

 را در صورت و مخرج x−5بايد عامل.  برابر صفرندx=5 در اين مثال نيز صورت و مخرج به ازاي:حل 

12و مخرج در ضرب صورت  ابراي اين كار صورت كسر را ب. ظاهر كنيم −+ xگويا مي كنيم .  

12

12

5

12

5

12

555 −+
−+×

−
−−=

−
−−=

→→→ x

x

x

x

x

x
xf

xxx
limlim)(lim  

12

1

12

1

5

5

12

1

5

14

555 −+
−=

−+
×

−
−=

−+
×

−
−−=

→→→ xxx

x

xx

x

xxx
limlim

)(
lim  

4

1

152

1 −=
−+

−=  

 حد تابع :مثال 
2

8
3

2

−
−=

x

xx
xf   . در صورت وجود به دست آوريدx=8ي را در نقطه)(

 را در صورت و مخرج x−8بايد عامل.  برابر صفرندx=8 ازاي در اين مثال نيز صورت و مخرج به:حل 

4233 ضرب صورت و مخرج در  كسر را باخرجمبراي اين كار . ظاهر كنيم 2 ++ xxگويا مي كنيم .  

42

42

2

8

2

8

33 2

33 2

3

2

83

2

88 ++

++×
−

−=
−

−=
→→→ xx

xx

x

xx

x

xx
xf

xxx
limlim)(lim  

)(
)(

lim
)()(

lim 42
8

8

1

42

2

8 33 2

8

33 2

333

2

8
++×

−
−=++×

−
−=

→→
xx

x

xxxx

x

xx

xx
  

964448 =++= )()(lim 4233 2

8
++=

→
xxx

x
   

***  
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 10ي صفحه

  : تمرين براي حل 

  .حدود زير را در صورت وجود، محاسبه كنيد  :22

32

12

1 ++
−

−→ xx

x

x
lim) ت  

xx

x

x 3

9
2

2

3 +
−

−→
lim) الف  

221 −+
−

→ xx

xx

x
lim) ث  

12

144
2

2

2

1 −+
+−

→ xx

xx

x

lim) ب  

23

1
2

3

1 ++
+

−→ xx

x

x
lim) ج  

924132

14
23

2

2

1 −+−
−

→ xxx

x

x

lim) پ  

  .حدود زير را در صورت وجود، به دست آوريد  :23

44

43
23

2

4 +++
−+

−→ xxx

xx

x
lim)پ      

25

544
2

23

5 −
−−−

→ x

xxx

x
lim) ب     

14

2
2

2

2

1 −
−

→ x

xx

x

lim)الف  

  .حدود زير را در صورت وجود، به دست آوريد  :24

2

162
38 +

+
−→ x

x

x
lim) پ               

12

92

3 +−
−

→ x

x

x
lim)               ب

xx

xx

x −
−−

→ 21

12
lim) الف  

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 
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      نامتناهي هايحد : درس دوم 

اين مفهوم را گسترش دهيم و مي خواهيم اكنون . آشنا شده ايدمفهوم حد تابع در يك نقطه درسال گذشته با 

تعريف همسايگي يك عدد ولي ابتدا به . ا معرفي كنيمر ت نامتناهي و همچنين حد در بين نهايهايمفهوم حد

  .حقيقي دقت كنيد

  ي يك عدد حقيقيگهمساي: قسمت اول 

 مـي   aرا يك همسايگي بـراي     aي باز شامل   هر بازه  در اين صورت  .  عددي حقيقي باشد   aفرض كنيد كه  

  . نامند

  

),(در شكل فوق چون    nma ),(ي است، پس بازه   ∋ nm  ينقطهمسايگي براي    يك هa     محـسوب مـي 

),(}{يمجموعه.  را از همسايگي فوق حذف كنيم      aياگر نقطه حال  . شود anm حاصل مي شود كه به     −

  . مي گويندaيآن همسايگي محذوف نقطه

  

),(ي بازه :مثال   ),(}{ي و مجموعه  2ي   يك همسايگي نقطه   51 562 ي  يك همسايگي محذوف نقطه   −

  . است5

بـه عبـارتي    . باشـند  a شامل ي باز تعريف نمود كه     مي توان تعداد بيشمار بازه     a براي هر نقطه مانند    :تذكر

),(مـثلاً بـازه هـاي     . سايگي هاي بيشمار مـي تـوان تعريـف كـرد          ديگر براي هر نقطه، هم     ),( و −11 23− 

  .همسايگي صفر هستند

  همسايگي چپ و همسايگي راست يك نقطه

),(اگر nm    ي يك همسايگي براي نقطهa يدر اين صـورت بـازه     .  باشد),( am       همـسايگي چـپ و بـازه  

),( naي همسايگي راست نقطهaتعريف مي شوند .  

  

  

  

a m n 

a m n 

a n 

m a 

 aهمسايگي راست

 aچپهمسايگي 
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),(ي عضو بازه  3 چون عدد    :مثال   ),(يبنـابراين بـازه   .  اسـت  71  ـ  3 همـسايگي چـپ      31 ),(يازه و ب 73 

  . است3همسايگي راست 

),(ي بازه:مثال    . مي باشد1 و يك همسايگي راست 4 يك همسايگي چپ 41

يك همسايگي راست و يك همسايگي چپ براي عـدد   ، يك همسايگي محذوف،      يك همسايگي   :1تمرين

  . مثال بزنيد5

),(ي آيا بازه :2تمرين    مي باشد؟ چرا؟2 يك همسايگي براي 32

 تعريـف شـده باشـد ولـي در     -2ي  نمودار تابعي را رسم كنيـد كـه در  همـسايگي راسـت نقطـه         :3تمرين

  .همسايگي چپ آن تعريف نشده باشد

  :تمرين براي حل 

 تعريـف شـده     x=3يكنيد كه هر دو در يك همـسايگي نقطـه          را طوري رسم     g و f نمودار دو تابع    :4

)()(باشند و  33 gf ≠  

 تابع  :5
x

x
xf

24   .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد.  را در نظر بگيريد)(=−

  .ي اين تابع را به دست آوريددامنه: الف 

  سايگي محذوف كدام نقطه است؟ي تابع شامل همبنويسيد كه دامنه: ب 

   تعريف شده است؟x=1آيا اين تابع در: ج 

   تعريف شده است؟x=2تابع در كدام يك  همسايگي هاي راست يا چپ:  د 

),(ي اگر بازه :6 31 +− xx ي مقادير باشد، مجموعه2 يك همسايگيxرا به دست آوريد .  

***  
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   نامتناهيهايحد : مودقسمت 

نمودار زير ، نمودار تابع 
x

xf
  . مي باشد)(=1

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

  

دير  با مقادير بزرگتر از صفر به صفر نزديك شود، مقاxهر چه. همانطور كه در اين نمودار مشاهده مي كنيد

)(xfبه عبارتي ديگر مي توان.  بدون هيچ محدوديتي افزايش مي يابد)(xf را از هر عدد مثبتي كه 

ي كافي با مقادير بزرگتر از صفر به صفر  را به اندازهxدلخواهي كه در نظر بگيريم بزرگتر كرد به شرطي كه

  .در  اين صورت مي نويسيم.  كردنزديك

+∞=
+→

)(lim xf
x o

  

چون مقدار تابع به عدد خاصي . توجه داشته باشيد كه اين نماد نشان مي دهد كه حد فوق موجود نيست

نزديك نمي شود و مثبت بي نهايت فقط يك نماد است كه نمايش مي دهد مقدار تابع از هر عدد مثبتي مي 

  .تواند بزرگتر باشد

 با مقادير كمتر از صفر به صفر نزديك شود، مقادير xهر چه. مچنين در اين نمودار مشاهده مي كنيده

)(xfبه عبارتي ديگر مي توان.  بدون هيچ محدوديتي كاهش مي يابد)(xf را از هر عدد منفي كه 
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ي كافي با مقادير كمتر از صفر به صفر  را به اندازهxريم كوچكتر كرد به شرطي كهدلخواهي كه در نظر بگي

  .در  اين صورت مي نويسيم. نزديك كرد

−∞=
−→

)(lim xf
x o

  

چون مقدار تابع به عدد خاصي . باز تأكيد مي شود كه اين نماد نشان مي دهد كه حد فوق موجود نيست

 شود و منفي بي نهايت فقط يك نماد است كه نمايش مي دهد مقدار تابع از هر عدد منفي مي نزديك نمي

  .تواند كوچكتر باشد

با درك توصيف هاي فوق براي نمودار تابع
x

xf
 مي توان حدهاي يك طرفه نامتناهي را بدين شكل )(=1

  .تعريف كرد

  تعريف حدهاي يك طرفه نامتناهي

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در يك همسايگي راست نقطه اي مانندf تابع فرض كنيم كه

 +∞=
+→

)(lim xf
ax

  

 را به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي به را از سمت راست به اندازهxكهشرطي 

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در يك همسايگي چپ نقطه اي مانندfهمچنين فرض كنيم كه تابع

 +∞=
−→

)(lim xf
ax

  

 را به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي به را از سمت چپ به اندازهxشرطي كه

=∞−ي به طور مشابه مي توان حد هاي يك طرفه
+→

)(lim xf
ax

=∞− و 
−→

)(lim xf
ax

نيز را 

  .در تمرين زير جاي خالي مربوط به اين دو حد را تكميل كنيد. تعريف كرد
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  . جاي خالي را كامل كنيد :7تمرين

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در يك همسايگي راست نقطه اي مانندfفرض كنيم كه تابع : الف 

 −∞=
+→

)(lim xf
ax

  

كوچكتر كرد به ......  را به دلخواه  هر قدر كه بخواهيم از هر عدد xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهبه اندازه........  را از سمت xشرطي كه

  در اين صورت.  تعريف شده باشدaنقطه اي مانند.........  در يك همسايگي fفرض كنيم كه تابع : ب 

 −∞=
−→

)(lim xf
ax

  

بخواهيم از هر عدد منفي كوچكتر كرد به  را به دلخواه هر قدر كه xf)(بدين معني است كه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهبه اندازه........  را از سمت xشرطي كه

ي نامتناهي، در شكل هاي زير اين حالت ها را  و درك تعاريف مربوط به حدهاي يك طرفهپس از ملاحظه

  .مشاهده مي كنيد

  

1 نمودار تابع  :8تمرين 
2

−= xxf log)(در مورد حد زير بحث كنيد.  را رسم كنيد.  

=
+→

)(lim xf
x 1
   

 نمودار تابع  :9 مرينت
x

xf
  .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد)(=−1

=
−→

)(lim xf
x o

=           ب                            (
+→

)(lim xf
x o

  الف (
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 نمودار تابع  :10تمري
||

)(
x

xf
  .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد=1

=
−→

)(lim xf
x o

=ب                                       (
+→

)(lim xf
x o

  الف (

xxf نمودار تابع :11تمرين tan)( ),(ي را در فاصله= π0سپس تساوي هاي زير را كامل .  رسم كنيد

  .كنيد

=
−→

)(lim
)(

xf
x

2

π
=ب                                       (

+→
)(lim

)(

xf
x

2

π
  الف (

***  

  تعريف حدهاي نامتناهي

با توجه به نمودار تابع
||

)(
x

xf
=∞+اهده كرديد كهمش=1

+→
)(lim xf

x o

=∞+و
−→

)(lim xf
x o

  

، مقادير )از سمت راست و از سمت چپ(ي كافي به صفر  به اندازهxلذا مي توان گفت كه با نزديك كردن

)(xfبنابراين.  را مي توان به دلخواه بزرگ كرد)(xf از هر عدد دلخواهي بزرگ تر مي شود و در نتيجه 

  .مقدار تابع يك عدد خاصي نمي شود و حد نامتناهي است و مي نويسيم

+∞=
→

)(lim xf
x o

  

  . را به صورت زير تعريف مي كنيمحدهاي نامتناهياكنون 

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در همسايگي محذوف fفرض كنيد تابع

 +∞=
→

)(lim xf
ax

  

 xرا به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد مثبتي بزرگتر كنيم به شرطي كهxf)(يعني اينكه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهرا از هر دو سمت راست و چپ به اندازه

  در اين صورت.  تعريف شده باشدa در همسايگي محذوفfهمچنين فرض كنيد تابع

 −∞=
→

)(lim xf
ax
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 xوچكتر كنيم به شرطي كهرا به دلخواه هر قدر كه بخواهيم از هر عدد منفي كxf)(يعني اينكه مي توانيم

  . نزديك كرده باشيمaي كافي بهرا از هر دو سمت راست و چپ به اندازه

 نمودار تابع  :12تمرين
2

1

x
xf   .سپس تساوي هاي زير را كامل كنيد.  را رسم كنيد)(=

=
−→

)(lim xf
x o

=                               ب        (
+→

)(lim xf
x o

  الف (

  

  .با توجه شكل زير وجود حد تابع در نقاط داده شده را بررسي كنيد  :13تمرين

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

x

y

  

=
−→

)(lim xf
x 2
 )5  =

+−→
)(lim

)(
xf

x 5
)1  

=
→

)(lim xf
x 5

) 6  =
+−→

)(lim
)(

xf
x 2

) 2  

=
→

)(lim xf
x 6

) 7  =
−−→

)(lim
)(

xf
x 2

) 3  

=
−→

)(lim xf
x 7

) 8  =
−→

)(lim xf
x 2

) 4  
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  قضاياي حدهاي بي نهايت

  . ي مهم در مورد حدهاي بي نهايت ، بدون اثبات بيان مي كنيمدر اين قسمت، چند قضيه

  : يك عدد طبيعي باشد، آنگاه n اگر :1ي قضيه

+∞=
+→

n
x x

1

o

lim)الف  

=∞+.              زوج باشدnدر صورتي كه
−→

n
x x

1

o

lim) ب  

=∞−.              فرد باشدnدر صورتي كه
−→

n
x x

1

o

lim) ج  

  : توان نوشتي فوق مي با توجه به قضيه:مثال 

+∞=
+→

3

1

xx o

lim)الف  

+∞=
−→

4

1

xx o

lim) ب  

−∞=
−→

3

1

xx o

lim) ج  

   : 2ي قضيه

=∞+اگر :  الف 
+→

)(lim xf
ax

=∞+و 
−→

)(lim xf
ax

=∞+آنگاه 
→

)(lim xf
ax

   و برعكس

=∞−اگر : ب 
+→

)(lim xf
ax

=∞−و 
−→

)(lim xf
ax

=∞−آنگاه 
→

)(lim xf
ax

   و برعكس

  :مثال 

+∞=
−

→










+∞=
−

+∞=
−

→
−→

+→
||

lim

||
lim

||
lim

1

2

1

2
1

2

1

1

1
x

x

x

x

x

x  
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=≠o اگر  :3ي قضيه
→

Lxf
ax

)(lim و o=
→

)(lim xg
ax

  : آنگاه 

=∞+بت باشد،آنگاه مثa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo>Lاگر: الف 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞− مثبت باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo<Lاگر: ب 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞− منفي باشد،آنگاهaگي محذوف در يك همسايxg)( و مقاديرo>Lاگر: ج 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

=∞+ منفي باشد،آنگاهa در يك همسايگي محذوفxg)( و مقاديرo<Lاگر: د 
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

→+يعني در حالت هاي كه( ناهي  اين قضيه براي حد هاي يك طرفه نامت:تذكر  axو −→ ax (  نيز

  .برقرار است

 حاصل:مثال 
2

2 4

1

x

x

x −
+

−→
limرا به دست آوريد .  

3121چون : حل 
2

=+=+
−→

)(lim x
x

−=−=oو 
−→

444 2

2
)(lim x

x
  پس طبق قضيه 

+∞=
−
+

−→
2

2 4

1

x

x

x
lim  

=oيسيم  وقتي مي نو:توجه 
→

)(lim xg
ax

بلكه عدد .  ، يعني اين كه حاصل حد صفر مطلق نمي باشد

به همين دليل است كه گفته مي شود . بسيار بسيار نزديك صفر مي باشد كه برخي آن را صفر حدي مي نامند

د و كه در حد توابع كسري وقتي صورت عددي غير صفر و مخرج صفر حدي باشد، حد ، بي نهايت مي شو

ي حد زير براي مثال بعضي براي محاسبه. علامت آن را با توجه به علامت صورت و مخرج تعيين مي كنند

  .به شكل زير عمل مي كنند

+∞==
−

+=
−
+

+−−→ o

3

24

12

4

1
22

2 )(
lim

x

x

x
  

  .به نمونه هاي زير نيز توجه كنيد
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−∞==
−

=
− −−→ − 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 2            +∞==
−

=
− ++→ + 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 1  

+∞=−=
−

−=
−

−
−−→ − 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim)4           −∞=−=
−

−=
−

−
++→ + 0

5

22

5

2

5

xx 2

lim) 3  

−∞=−=
−

−=
−
−

++→ + 0

4

33

73

3

7

x

x

x 3

lim) 5  

)    مخرج صفر مطلق است(  نامعين
0

3

55

3

55

25

5

2

5
=

−
=

−
−=

−
−

+→ + ][][
lim

x

x

x
) 6  

  صفر حدي و صفر مطلق

  . ، لازم است تفاوت صفر حدي و صفر مطلق را بدانيمهاي نامتناهيدحبراي درك مفهوم 

  .ت كه مبدأ اعداد حقيقي استهمان عدد صفر اس: صفر مطلق 

  .عدد بسيار كوچك مثبت و نزديك صفر و يا عدد بسيار كوچك منفي و نزديك صفر است: صفر حدي 

  بر اين اساس 

براي مثال كسر . مي باشد) نامعين ( اين كسر تعريف نشده . اگر مخرج كسري صفر مطلق باشد : 1
0

5
 نامعين 

  .است

. اين كسر يك عدد بسيار بزرگ مثبت و يا بسيار بزرگ منفي خواهد شد. خرج كسري صفرحدي باشدم اگر : 2

  : مانند 

+∞=−
−0

5
−=∞−د                (

+0

5
0−=∞−ج                 (

5
0+=∞+ب                (

5
  الف (

آن كسر تعريف نشده است ولي اگر صورت و مخرج آن صفر .رت و مخرج كسري صفر مطلق باشداگر صو : 3

  . حدي باشند، گويند حد مبهم است و قابل محاسبه مي باشد

  

 حاصل:مثال 
x

x

x sin
lim

1−
+→o

  .را به دست آوريد

 و مخرج كسر برابر صفر است و از آنجا -1  در همسايگي راست صفر باشد، صورت كسر برابرx وقتي:حل 

  :در نتيجه طبق قضيه، خواهيم داشت.  مقداري مثبت استxsinكه در همسايگي راست صفر 

−∞=−
+→ x

x

x sin
lim

1

o

  

ي 
را

ط ب
فق

عه
طال

م
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 حاصل:مثال 
122

2

1 ++
+

−−→ xx

xx

x )(
limرا به دست آوريد.  

( از آنجا كه حد فوق به صورت مبهم :حل 
o

o
 پس مي توان صورت و مخرج x≠−1در مي آيد و چون ) 

  :يعني.  تقسيم كردx+1كسر را بر

+∞=
+

=
+

+=
++

+
−−→−−→−−→ 11

1

12 1
2

1
2

2

1 x

x

x

xx

xx

xx

xxx )()()(
lim

)(

)(
limlim  

  . زير را در صورت وجود، بدست آوريدهايمقدار حد :14تمرين 

][

][
lim

xx

x

x −+→

1-

2

  الف(

2−
+

−→ x

x

x

1

2

][
lim) ب  

  .مقدار حد زير را در صورت وجود، بدست آوريد :15تمرين

4

1

4 −
−

→ x

x

x

][)(
lim  

   :تمرين براي حل

  .حد هاي زير را محاسبه كنيد  :16

2

2

1 1

1

)(
lim

−
−

+→ x

x

x
پ                  (

2

2

−
−

−→ x

x

x

][
lim

2

ب                 (
2

1

+
−

+−→ x

x

x 2)(
lim) الف  

17 :   

=∞+عبارت  :الف 
−→

)(lim xf
x 2

   به چه معنا است؟ توضيح دهيد؟

=∞−عبارت  :ب 
+→

)(lim xf
x 2

   به چه معنا است؟ توضيح دهيد؟

  )مسئله چند جواب دارد؟. ( هر دو شرط بالا را داشته باشدرسم كنيد كه طوري  را fعي مانندب نمودار تا:پ 

و  تعريف شده باشد -2 را طوري رسم كنيد كه در يك همسايگي محذوف fي مانندنمودار تابع : 18

−∞=
+−→

)(lim
)(

xf
x 2
=∞+و

−−→
)(lim

)(
xf

x 2
  آيا اين مسئله فقط يك پاسخ دارد؟ چرا؟. 
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و ي محذوف يك تعريف شده باشد  را طوري رسم كنيد كه در يك همسايگfنمودار تابعي مانند : 19

+∞=
+→

)(lim xf
x 1

=∞+و 
−→

)(lim xf
x 1

  آيا اين مسئله فقط يك پاسخ دارد؟ چرا؟ . 

***  

  :4يقضيه

Lxfاگر
ax

=
→

)(limو+∞=
→

)(lim xg
ax

=∞−يا(
→

)(lim xg
ax

=oآنگاه)
→ )(

)(
lim

xg

xf

ax
  

  

→+يعني در حالت هاي كه(ي حد هاي يك طرفه نامتناهي اين قضيه برا:تذكر  axو −→ ax (  نيز

  .برقرار است

 حاصل :مثال 
x

x

x
tan

lim
1

2

+

→π
  . را به دست آوريد

 مي دانيم كه تابع تانژانت در همسايگي:حل 
2

π
  . رفتار بي كران دارد

o=+→













+=+

−∞=

+→+→

+→

x

x

x

x

x
x

x

tan
lim

)(lim

tanlim

)(
)(

)(
1

1
2

1
2

2

2

π
π

π

π  

o=+→













+=+

+∞=

−→−→

−→

x

x

x

x

x
x

x

tan
lim

)(lim

tanlim

)(
)(

)(
1

1
2

1
2

2

2

π
π

π

π  

+=oلذا 

→ x

x

x
tan

lim
1

2

π
  

 در حالت كسري، اگر صورت كسر عدد غير صفر و مخرج كسر بينهايت شود، آن كـسر بـسيار بـسيار       :توجه  

  :مانند حالت هاي زير. مي باشد) صفر حدي(كوچك 

0
2 =
∞−

−
0   و  

2 =
∞+

−
0   و   

2 =
∞−

0   و   
2 =
∞+

  

  

عه
طال

 م
ي

را
ط ب

فق
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=∞+ اگر  :5ي  قضيه
→

)(lim xf
ax

=≠o و
→

Lxg
ax

)(lim آنگاه  

+=∞+ :الف 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞+ آنگاه o>Lاگر : ب 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞− آنگاه o<Lاگر : ج 
→

))()((lim xgxf
ax

  

→+يعني در حالت هاي كه( اين قضيه براي حد هاي يك طرفه نامتناهي :تذكر  axو −→ ax (  نيز

  .برقرار است

 توابع  :1مثال 
2

1

x
xf =+1 و )(= xxg   .  را در نظر بگيريد)(

lim)(صل حا: الف  xf
x o→

lim)( و  xg
x o→

  . را به دست آوريد

lim))()((حاصل: ب  xgxf
x

+
→o

  .را محاسبه كنيد

lim))()((حاصل: پ  xgxf
x

×
→o

  .را محاسبه كنيد

  :حل 

11 =→+=
→

)(lim)( xgxxg
x o

=→=∞+      و     
→

)(lim)( xf
x

xf
x o2

1
  

+∞=+=+
→→→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx ooo

  

+∞=×=×
→→→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx ooo

  

  .  حد هاي زير را محاسبه كنيد :2مثال 

2

2

x

xx

x

sin
lim

+
+→o

lim)(ب                                     (
2

1
12

x
x

x
++

→o
  الف (

  :حل 

+∞=++=++

∞+

→→→ 4342143421 ooo
)(lim)(lim)(lim

2

1

2

1
12

1
12

x
x

x
x

xxx
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+∞=+=+=+
+→

∞+

+→+→+→+→ 4342143421 ooooo

1

2

2

2

2

22

2 1

x

x

xx

x

x

x

x

xx

xxxxx

sin
limlim

sin
limlim

sin
lim  

=∞− اگر  :6يقضيه
→

)(lim xf
ax

=≠o و
→

Lxg
ax

)(lim آنگاه  

+=∞− :الف 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞− آنگاه o>Lاگر : ب 
→

))()((lim xgxf
ax

  

×=∞+ آنگاه o<Lاگر : ج 
→

))()((lim xgxf
ax

  

حاصل : 20تمرين
||

][
lim

12

1

2

1 −
+

→ x

x

x

  . را محاسبه كنيد

 مخرج در نزديكي:حل 
2

1
 با مقادير مثبت به صفر ميل مي كند و حد صورت هم در

2

1
.  استيك برابر 

  :بنابراين 

+∞=+∞×=
−

×+=
−
+

→→→
)()(

||
lim)]([lim

||

][
lim 1

12

1
1

12

1

2

1

2

1

2

1 x
x

x

x

xxx

  

   :تمرين براي حل 

  .حدود زير را محاسبه كنيد  :21

||
lim

3

2

3 −→ xx
  ت (

5

2

5 −−→ x

x

x
lim) الف  

||

][
lim

13
3

1 +−→ x

x

x

  ث (
5

2

5 −+→ x

x

x
lim) ب  

x

x

x 20

1

sin
lim

+
→

  ج (
20

1

xx

−
→

lim) پ  
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xxf نشان دهيد كه تابع  :22تمرين tan)( ي در نقطه=
2

π=xداراي حد نيست .  

  : حل

  

  

  

  

−∞=×==

∞−

+→+→+→+→
44 344 214434421

x
x

x

x
x

xxxx
cos

limsinlim
cos

sin
limtanlim

)()()()(

1

1

2222

ππππ
  

+∞=×==

∞+

−→−→−→−→
44 344214434421

x
x

x

x
x

xxxx
cos

limsinlim
cos

sin
limtanlim

)()()()(

1

1

2222

ππππ
  

يد كه با توجه به نمودار تانژانت در همسايگيتوجه كن
2

π
  . اين نتايج نيز مورد تأييد هستند

xxfع نمودار تاب :23تمرين  tan)( ],[ي را در فاصله= π0حد  به كمك آن را رسم كنيد و سپس 

  .هاي زير را محاسبه كنيد

x
x

tanlim
)( −→

2

π
x                            ب    (

x

tanlim
)( +→

2

π
  الف( 

  :تمرين براي حل 

  . با استفاده از قضاياي حدهاي نامتناهي درستي حد هاي زير را نشان دهيد :24

+∞=
−→ 42 2

1

)(
lim

xx
+=∞+ب                             (

→ 2

23

x

x

x o
lim) الف  

−∞=
−
+

−→ 62

2

3 x

x

x
lim)                                 د+∞=

+
−

−→
||lim

x

x

x 2

5

2
  ج (

cos 

sin 

٠ 
0

22

0
22

>→<→→

<→>→→

−

+

xxx

xxx

cos)(

cos)(

ππ

ππ

 

مربع دو 

 اولربع 
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  .حدهاي زير را محاسبه كنيد : 25

x
x

cos
lim

)(

1

2
+→ π

  خ (
23 3

1

)(
lim

−
−

→ xx
  ث (

xx

1

0+→
lim) الف  

x
x

tanlim
)( +→

2

π
  د (

2

2

1 12

14

)(
lim

+
+

−→ x

x

x

  ج( 
||

lim
xx

1

0

−
→

  ب (

x
x

tanlim
)( −→

2

π
  ذ (

9

51
2

3 −
−

+→ x

x

x
lim )چ  

1

1

1 −−→ xx
lim) پ  

3

3

3 −
−

−→ x

x

x

][
lim) ر  

4

3
2

2 −
−

−−→ x

x

x )(
lim) ح  

26 6

9

)(
lim

+−→ xx
  ت (

  

  . حد هاي زير را حساب كنيد :26

12

12
2

2

3 −+
−+

−→ xx

xx

x
lim)                             ب           

4

2
2

2 −+→ x

x

x
lim) الف  

xx cos
lim

−−→ 1

2

o

د                                        (
xx cos

lim
−+→ 1

2

o

  ج  (

  .حدود زير را به دست آوريد : 27

44

1
2

2 ++
+

+−→ xx

x

x )(
lim )ج                        )(lim

1

1

1 −
+

−→ x

x

x
  الف( 

2

22

x

x

x

cos
lim

−
−→o

lim)(                     د( 
2

2

x

xx

x

+
+→o

  ب( 

***  

  عامريجابر: تهيه كننده 

  خوزستان استان ه عضو گروه رياضي دوره ي دوم متوسط
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     حد در بي نهايت : ومسدرس  

ميـل كنـد، را بررسـي       ) بي انتها ( به سمت بي نهايت      xمتغيردر اين درس مي خواهيم رفتار تابع را وقتي كه           

  . در اين حالت گويند با حد در بينهايت سروكار داريم. كنيم

  حد در بي نهايت

نمودار زير ، نمودار تابع 
x

xf
  . مي باشد)(=1

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

  

 به سمت بي نهايت از سمت راست بزرگ و بزرگتر xهر چه. همانطور كه در اين نمودار مشاهده مي كنيد

ي كافي بزرگ اختيار شود مي ازه به اندxبه عبارتي وقتي.  به صفر نزديك مي شوندxf)(شود، مقادير

  .در  اين صورت مي نويسيم. ي دلخواه به صفر نزديك كرد را به اندازهxf)(توان

o=
+∞→

)(lim xf
x

  

 به سمت بي نهايت از سمت چپ كوچك شود، xهر چه. همچنين به كمك همين نمودار مشاهده مي كنيد

ي كافي كوچك اختيار شود مي  به اندازهxبه عبارتي وقتي.  نيز به صفر نزديك مي شوندxf)(ديرمقا

  .در اين صورت مي نويسيم. ي دلخواه به صفر نزديك كرد را به اندازهxf)(توان
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o=
−∞→

)(lim xf
x

  

  : نوشته مي شود كه و به طور خلاصه

o=
∞±→

)(lim xf
x

  

  . زير توجه كنيدتعاريفاكنون به 

),(در بازه اي مانندxf)( اگر تابع:الف +∞aتعريف شده باشد، گوييم حد)(xfوقتيx به سمت بي 

lxf است و مي نويسيمlنهايت ميل مي كند برابر
x

=
+∞→

)(limهرگاه بتوان با اختيارx هاي به قدركافي 

  . را به هر اندازه كوچك كردlازxf)(يبزرگ، فاصله

),(اننددر بازه اي مxf)( اگر تابع:ب a−∞تعريف شده باشد، گوييم حد)(xfوقتيx به سمت بي 

lxf است و مي نويسيمlنهايت ميل مي كند برابر
x

=
−∞→

)(limهرگاه بتوان با اختيارx هاي به قدركافي 

  . را به هر اندازه كوچك كردlازxf)(يبزرگ، فاصله

  . حدهاي زير را به دست آوريدgو f با استفاده از نمودار هاي  :1تمرين 

  

   : 2تمرين 

=−1هر يك از رابطه هاي: الف 
+∞→

)(lim xf
x

=2و
−∞→

)(lim xf
x

   به چه معنا هستند؟ توضيح دهيد؟

  مسئله چند جواب دارد؟.  را رسم كنيد كه هر دو ويژگي فوق را داشته باشدfنمودار تابعي مانند: ب 
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  .نيم هاي زير را بيان مي كقضيهحال پس از آشنايي با مفهوم حد در بي نهايت، پيرامون اين موضوع 

   عددي طبيعي باشد، آنگاهn عددي حقيقي وa اگر :1قضيه 

o=
∞±→ nx x

a
lim  

  :مثال 

o=
∞±→ 2

2

xx
lim) الف  

o=−
∞±→ 32

5

xx
lim) ب  

1Lxfقي و اعداد حقي2L و1L اگر :2قضيه
x

=
∞+→

)(lim2وLxg
x

=
∞+→

)(lim آنگاه:  

21 LLxgxfxgf
xxx

+=+=+
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim) الف  

21 LLxgxfxgf
xxx

−=−=−
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim) ب  

21 LLxgxfxgf
xxx

×=×=×
∞+→∞+→∞+→

)(lim)(lim))((lim) ج  

o≠==

∞+→

∞+→

∞+→
2

2

1 L
L

L

xg

xf

x
g

f

x

x

x
;

)(lim

)(lim

)(lim) د  

  .، نيز برقرار است ميل مي كند−∞ به سمت xي فوق وقتيقضيه: تذكر 

  :مثال 

33
5

3
5

3
33

=+=+=+
∞+→∞+→∞+→

o

xx xxx
limlim)(lim) الف  

2

1

4

2

4
5

3
2

4
5

3
2

22
=

+
+=

+

+
=

+

+

∞−→∞−→

∞−→∞−→

∞−→ o

o

xx

xx

x

x

x

x

x

limlim

limlim

lim) ب  
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مقدار   :مثال
653

147
2

2

−+
+−

∞+→ xx

xx

x
limرا به دست آوريد .  

 كه در مخرج وجود دارد، xي اين حد ابتدا بايد صورت و مخرج را بر بزرگترين تواني از  براي محاسبه:حل 

02 ، پس مي توان نتيجه گرفت كه x→∞+چون. (  تقسيم كنيم2xنييع ≠x(  

2

2

2

2

2

2

2

2

65
3

14
7

653

147

653

147

xx

xx

x

xx

x

xx

xx

xx

xxx −+

+−
=

−+

+−

=
−+
+−

∞+→∞+→∞+→
limlimlim  

3

7

003

007

65
3

14
7

65
3

14
7

2

2

2

2
=

−+
+−=

−+

+−
==

−+

+−
=

∞+→∞+→∞+→

∞+→∞+→∞+→

∞+→

∞+→

xx

xx

xx

xx

xxx

xxx

x

x

limlimlim

limlimlim

)(lim

)(lim

  

  :تمرين براي حل 

  .حد هاي زير را محاسبه كنيد  :3

126

13
3 +−

−+−
∞−→ xx

xx

x

3

lim) ج                     
x

x

x

12 −
∞+→

lim )ب                
2

3

xx ∞−→
lim )الف  

***  
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  حدهاي نامتناهي در بي نهايت

 به عدد xf)( ميل كند، مقدار هاي−∞ يا+∞ به سمتxي حد توابع ممكن است وقتيدر محاسبه

  .خاصي نزديك نشوند و از هر عدد دلخواه مثبت بزرگتر شوند يا از هر عدد دلخواه منفي كوچكتر شوند

  . به شكل هاي زير توجه كنيد و تساوي هاي زير را كامل كنيد

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

x

y

  

=
∞−→

)(lim xf
x

=ب                                     (
∞+→

)(lim xf
x

  الف(

  .اكنون به تعاريف زير توجه كنيد

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :الف  +∞aتعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfزرگتر شوند، مي نويسند از هر عدد دلخواه مثبت ب.  

+∞=
∞+→

)(lim xf
x

  

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :ب  +∞aتعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xf ،مي نويسند از هر عدد دلخواه منفي كوچكتر شوند.  

−∞=
∞+→

)(lim xf
x
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),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :ج  a−∞تعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfاز هر عدد دلخواه مثبت بزرگتر شوند، مي نويسند .  

+∞=
∞−→

)(lim xf
x

  

),(يكه در بازهfبراي هر تابع مانند :د  a−∞تعريف شده باشد، اگر با بزرگ شدن مقادير x مقادير 

)(xfاز هر عدد دلخواه منفي كوچكتر شوند، مي نويسند .  

−∞=
∞−→

)(lim xf
x

  

  .به مثال هاي زير توجه نماييد

  .1حد توابع زير را بدست آوريد :مثال 

+∞=−∞−=−
−∞→

32 )()(lim 32x
x

) 4  −∞=+∞−=−
+∞→

32 )()(lim 32x
x

) 1  

−∞=±∞−=−
±∞→

23 )()(lim 23x
x

) 5  +∞=−∞=
−∞→

43 )()(lim 43x
x

) 2  

  +∞=−∞−=−
−∞→

355 )()(lim 3x
x

) 3  

  

 هاي زير را بيان مي قضيه بي نهايت، پيرامون اين موضوع حال پس از آشنايي با مفهوم حد نامتناهي در

  .كنيم

   عددي طبيعي باشد، در اين صورتn عددي حقيقي وa فرض كنيد كه :1قضيه 

=∞+ زوج باشد، آنگاه nاگر: الف 
∞±→

n

x
xlim  

=∞+ فرد باشد، آنگاه nاگر: ب 
∞+→

n

x
xlim  و −∞=

∞−→
n

x
xlim  

  : مثلاً 

+∞=
∞+→

5x
x

lim    و   +∞=
∞−→

4x
x

lim   و   −∞=
∞−→

3x
x

lim  

                                                 
1
 .ي نوشتن از نظر رياضي ايراد دارد، ولي براي تعيين علامت حاصل لازم استتوجه داشته باشيد، اين نحوه.  
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Lxfو) ناصفر( عددي حقيقي L اگر :2قضيه 
x

=
+∞→

)(lim و+∞=
+∞→

)(lim xg
x

  : آنگاه 

  . مثبت باشدLاگر: الف 

+∞=×=×
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

  . منفي باشدLاگر: ب 

−∞=×=×
+∞→+∞→+∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

=∞− اين قضيه براي :تذكر 
+∞→

)(lim xg
x

  . به طور مشابه برقرار است

Lxfو) ناصفر( عددي حقيقي L اگر :3قضيه 
x

=
−∞→

)(lim و+∞=
−∞→

)(lim xg
x

  : آنگاه 

  . مثبت باشدLاگر: الف 

+∞=×=×
−∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

  . منفي باشدLاگر: ب 

−∞=×=×
−∞→−∞→−∞→

)(lim)(lim))()((lim xgxfxgxf
xxx

  

=∞− اين قضيه براي:تذكر 
−∞→

)(lim xg
x

  . به طور مشابه برقرار است

  .ي فوق را مي توان به شكل جدول زير تعميم دادو به طور كلي قضيه

nزوج   nفرد     

+∞=
+∞→

n

x
axlim  +∞=

+∞→
n

x
axlim  

+∞=
−∞→

n

x
axlim  −∞=

−∞→
n

x
axlim  

aمثبت   

−∞=
+∞→

n

x
axlim  −∞=

+∞→
n

x
axlim  

−∞=
−∞→

n

x
axlim  +∞=

−∞→
n

x
axlim  

aمنفي   

  .را مي توان عنوان كردزير اكنون با توجه به اين قضيه، مثال 
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  .حد توابع زير را بدست آوريد :مثال 

−∞=−
−∞→

)(lim 62x
x

) 4  −∞=−
+∞→

)(lim 32x
x

) 1  

−∞=−
±∞→

)(lim 23x
x

) 5  +∞=
−∞→

)(lim 43x
x

) 2  

−∞=
−∞→

)(lim 3x
x

5) 6  +∞=−
−∞→

)(lim 3x
x

5) 3  

توجه  زير مثالبه . به كمك قضاياي قبل مي توان حد توابع چند جمله اي در بي نهايت را نيز محاسبه كرد

  .كنيد

)(lim)(lim
432

42 752
3752

xxx
xxxx

xx
+−+=+−+

−∞→−∞→
43  

+∞=+++×+∞=+−+×=
−∞→−∞→

)()()(limlim 0003
752

3
432

4

xxx
x

xx
  

  . حدود زير را محاسبه كنيد :4تمرين

)(lim 2532 xx
x

+−
+∞→

  الف (

)(lim 9542 23 −−+−
−∞→

xxx
x

  ب (

  .ي زير توجه كنيدبه قضيه. ر تابع چند جمله اي را به دست آوردهبا اين روش مي توان حد 

  اي به صورت حد هر چند جمله  :4قضيه 

oaxaxaxaxaxf n
n

n
n

n
n +++++= −

−
−

− 1
2

2
1

1 ...)(  

  :يعني .  برابر حدجمله اي از آن است كه داراي بزرگترين درجه است±∞ در

n
n

x

n
n

n
n

xx
xaaxaxaxaxf

∞±→
−

−
∞±→∞±→

=++++= lim)...(lim)(lim o1
1

1  

  .به استدلال زير توجه كنيد

)...(lim)(lim oaxaxaxaxaxf n
n

n
n

n
n

xx
+++++= −

−
−

−
±∞→±∞→

1
1

2
2

1
1  

)...(lim
nn

nn
n

n

x x

a

x

a

x

a

x

a
ax o+++++= −

−−
±∞→ 1

1
2
21  
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n
n

x
n

n

x

nn
nn

n
x

n

x

xaax

x

a

x

a

x

a

x

a
ax

±∞→±∞→

−
−−

±∞→±∞→

=+++++×=

+++++×=

lim)(lim

)...(limlim

00...00

1
1

2
21 o

  

 با توجه به روش فاكتورگيري نتيجه مي شود، كه حد تابع چند جمله اي ، با حد  وابع چند جمله اي،لذا در حد ت   

از اين به بعد در يك چند جمله اي ، جملـه اي كـه               . جمله اي از آن كه داراي بيشترين توان باشد، برابر است          

  .نام گذاري مي كنيم ي ارشدجملهداراي بيشترين توان باشد، را 

  . هاي زير را حساب كنيد حد:مثال 

−∞=−=−+−
+∞→+∞→

)(lim)(lim 747 5235 xxx
xx

) 1  

−∞=−=−−
+∞→+∞→

)(lim)(lim 22 xxx
xx

4743) 2  

+∞=−=−−+
−∞→−∞→

)(lim)(lim 33 2 xxxx
xx

253) 3  

  . حدود زير را محاسبه كنيد :5تمرين

)(lim 43 xx
x

52 −−
+∞→

lim)(ب                         ( 12 −+−
−∞→

xx
x

  الف (3

، مانند توابع چند جمله اي ، ابتدا جملات ارشد را از صورت و              2يي حد توابع كسر   به طور مشابه براي محاسبه    

  .مخرج انتخاب نموده و پس از ساده كردن، حد را محاسبه مي كنيم به استدلال زير توجه كنيد

در محاسبه ي حد توابع كسري نظير 
)(

)(
)(

xq

xp
xf   . به شكل زير عمل مي كنيمx→∞± وقتي كه =

mn

xm

x

n

x

x

x

xx
x

b

a

xb

xa

xq

xp

xq

xp
xf −

±∞→
±∞→

±∞→

±∞→

±∞→
±∞→±∞→

==== lim
lim

lim

)(lim

)(lim

)(

)(
lim)(lim  

   .مخرج فرض شده استي ارشد  جملهmbx صورت وارشدي  جملهnaxكه در آن

  

                                                 
 . تابعي كه صورت و مخرج آن چند جمله اي باشند. 2
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  . حد هاي زير را حساب كنيد:مثال 

+∞=−∞−=
−

=
−

=
−

−+
−∞→−∞→−∞→

)(limlimlim
3

1

3335

7
22

x

x

x

x

xx

xxx

33 2
) 1  

2

5

2

5

2

5

132

754
22

−=−=−=
++

+−
+∞→+∞→+∞→ xxx x

x

xx

xx
limlimlim

22

) 2  

0
3

2

3

2

3

2

135

2
44

=
−∞−

=
−

=
−

=
+−

−
−∞→−∞→−∞→ )(

limlimlim
xx

x

xx

x

xxx

33 2
) 3  

−∞=+∞−=
−

=
−

=
−

++
+∞→+∞→+∞→

)(limlimlim
3

4

3

4

3

4

3

174
22

x

x

x

xx

xx

xxx

33

) 4  

  .ي حد توابع كسري سه حالت وجود داردشود كه در محاسبهنتيجه مي 

در اين صـورت جـواب مثبـت بـي          . ي ارشد مخرج ، بيشتر باشد     ي ارشد صورت از توان جمله     توان جمله ) الف

    فوق4 و 1مانند مثال هاي . نهايت يا منفي بي نهايت مي شود

در اين صورت جواب صفر حدي مي       .  باشد ي ارشد مخرج ، كمتر    ي ارشد صورت از توان جمله     توان جمله ) ب

    فوق3مانند مثال . شود

در اين صورت جواب عددي غير صفر بـوده و برابـر نـسبت    . ي ارشد صورت و مخرج برابر باشد  توان جمله ) ج

   فوق2مانند مثال . ضريب هاي جملات ارشد مي شود

  . حد هاي زير را محاسبه كنيد :6تمرين

126

13
3 +−

−+−
∞±→ xx

xx

x

3

lim) ج  
135

25
4 +−

−+
+∞→ xx

xx

x

23

lim) الف  

124

12
3 −+

+−
∞−→ xx

xx

x

2

lim) د  
32

173
2 +−

+−
∞±→ xx

xx

x

3

lim) ب  

، با توجه به روش فاكتورگيري هم ارزي هاي زير حاصل )اصم (2ي ي حد تابع راديكالي با فرجهبراي محاسبه

هـم ارز   ه دو تـابع را      توجه داشته باشيد ك ـ   .  مي نامند  هم ارزي هاي نيوتن   اين هم ارزي ها را      . مي شود 

  .گويند هرگاه حد برابر داشته باشند
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)(limlim
a

b
xacbxax

xx 2

2 +≡++
+∞→+∞→

  

)(limlim
a

b
xacbxax

xx 2

2 +−≡++
−∞→−∞→

  

  .  مثبت فرض شده است و اگر منفي باشد، تابع داراي حد نيستaدر اين دو هم ارزي عدد

  . حدهاي زير را حساب كنيد:  مثال 

+∞=+∞==−+=+−
+∞→+∞→+∞→

)(lim)
)(

(limlim 22
42

7
474 xxxx

xxx
12) 1  

+∞=−∞−=−=−+−=+−
−∞→−∞→−∞→

)(lim)
)(

(limlim 33
92

1
99 xxxx

xxx
12) 2  

+∞=−∞−=−=+−=+
−∞→−∞→−∞→

)(lim)
)(

(limlim 33
92

0
979 xxx

xxx

2) 3  

+∞==−+=+−
+∞→+∞→+∞→

xxxx
xxx

lim)
)(

(limlim
12

1
112) 4  

=.  حد ندارد
−

+−=++−
+∞→+∞→

)
)(

(limlim
42

5
4354 xxx

xx

2) 5  

  : تمرين براي حل 

  .در هر مورد حد داده شده را محاسبه كنيد : 7

xx 32

1

−+∞→
lim )       پ               

tt

t

t 3

51
2

2

+
−

−∞→
lim)                    ب

1

23

−
+

−∞→ x

x

x
lim) الف  

  . باشد-1 برابر +∞ تابعي مثال بزنيد كه حد آن در  :8

  . باشد5 برابر −∞ تابعي مثال بزنيد كه حد آن در  :9

  .ده را به دست آوريدنمودار هر يك از توابع زير را رسم كنيد و سپس حدود خواسته ش  :10

)(lim,)(lim,)(lim;)( xfxfxf
x

xf
xxx o→+∞→−∞→

= 1
  الف(

)(lim,)(lim;)( xgxg
x

x
xg

xx +∞→−∞→



<−
>

=
01

01
  ب( 
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   .حدود خواسته شده را بنويسيد.  به شكل مقابل استfنمودار تابع  :11

  

)(lim xf
x −→1

lim)(  ث (
)(

xf
x −−→ 1

lim)(  پ(  xf
x −∞→

  الف (

)(lim xf
x +∞→

lim)(  ج ( xf
x +→1

lim)(  ت( 
)(

xf
x +−→ 1

  ب (

  . حدود زير را محاسبه كنيد :12

 )(lim 67
2

1 23 −+−
+∞→

xx
x

) 6  )(lim
3

7
9

xx
+

−∞→
) 1  

5
4

1
3

2

−

+

+∞→
x

x
x

lim )7 

 
32

1

−−∞→ xx
lim) 2  

35

132
2

2

−+
+−

−∞→ xx

xx

x
lim )8 13

12

+
−

+∞→ x

x

x
lim) 3  

x

xx

x −
+

+∞→ 3

2

lim )9  
15

62
2

35

+−
−−

−∞→ xx

xxx

x
lim) 4  

4

12 +
+∞→

x

x
lim )10 

xxx

xx

x +−
−+−

−∞→ 23

3

42

976
lim) 5  

  . حدود زير را محاسبه كنيد :13

92

54
3

27

+
+−

−∞→ x

xx

x
lim) پ   

8

45
3 −+

+
−∞→ xx

x

x
lim)ب     

xxx

xx

x 6117

452
23

3

−−
+−

+∞→
lim)الف  
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  . زير را محاسبه كنيد حد هاي :14

x

xxx

x 65

9

−
−+

−∞→

22
lim)  4- 5  1)4 +−−

−∞→
xxx

x
95(lim) 4- 1  

59

754

+−

−+
−∞→ 2

2

6 xx

xxx

x
lim) 4- 6  

135

23
4 +−

−+
+∞→ xx

xx

x

23

lim) 4- 2  

25

174

2

2

−++

−+−
+∞→ xxx

xxx

x
lim) 4- 7  

12

1
23 +−

+
−∞→ tt

t

t

2

lim) 4- 3  

146

13-

2

2

−+

++
+∞→ xx

xx

x
lim) 4 - 8  )(lim 513 +−−+

+∞→
xxx

x

2) 4- 4  

   .حد هاي زير را حساب كنيد  :15

53

82 3

+
−

−∞→ x

xx

x
lim) الف  

)(lim 7252 22 ++−+−
+∞→

xxxx
x

  ب (

1

3

++

++
+∞→ 2

2

xx

xx

x
lim) ج  

  . با توجه به تابع مقابل حد هاي زير را به دست آوريد :16










≤
+−

−

>
=

0
1

35

0
1

2

2

x
x

xx

x
x

xf )(  

=
−∞→

)(lim xf
x

=              ب     (
+∞→

)(lim xf
x

  الف (

 را به قسمي تعيين كنيد كه حد تابع kمقدار  :17
1

12

24

34

++
−+=

xkx

xx
xf  x→∞+ وقتي كه )(

  . باشد4برابر
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 40ي صفحه

1.  را چنان بيابيدm وnمقدار   :18
232

52

=
−−

−
+∞→ xx

mx
nx

lim   

51412.  را چنان بيابيدk مقدار  :19 2 =+++−
−∞→

][lim kxxx
x

  )k=−24جواب (

2342. را چنان بيابيدm وn مقدار  :20 =−−++
+∞→

][lim xxnmx
x

        

  )m=−1 وn=4جواب (

53اگر:  21
1

322
2

23

=+
+

++−
−∞→ bx

xxa

x

)(
limمقدار aو bرا به دست آوريد .  

0 اگر :22
3

=
+∞→ nx ax

x
limآنگاه حداقل مقدار nرا تعيين كنيد .)( Nn∈  

  

***  
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