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رادیان

نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

توابع مثلثاتی

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا
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4فصل 

4درس 
زوایاروابط مثلثاتی مجموع و تفاضل

آنها آشنایی با روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا و کاربرد❑

آشنایی با نسبت های مثلثاتی زوایای دو برابر کمان❑
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1 + 𝒕𝒂𝒏2𝜶 =
1

𝒄𝒐𝒔2𝜶

1 + 𝒄𝒐𝒕2𝜶 =
1

𝒔𝒊𝒏2𝜶

ن درس، اکنون در ای. اتحادهایی مانند اتحادهای بالا که در سال قبل خوانده ایم، تنها شامل یک زاویه هستند

.برخی از روابطی را که در آنها دو زاویه مختلف به کار رفته است فرا می گیریم
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کتاب درسی110فعالیت صفحة 

ویکبرابر𝐴𝐹خطپارهاندازة.استمستطیلیک𝐴𝐵𝐶𝐷ضلعیچهارمقابلشکلدر(1

.استشدهداده𝛽و𝛼زوایای

𝐹هایزاویهاندازةزیرروابطتکمیلبا(الف ෠𝐸𝐶و𝐴 ෠𝐹𝐷برحسبرا𝛼و𝛽آوریددستبه.

.استصفحهنیم෠𝐸زاویه:

.استدرجه180برابر𝐴𝐵𝐸مثلثداخلیهایزاویهمجموع:

𝐹 ෠𝐸𝐶 + 90° + 𝐴 ෠𝐸𝐵 = 180
𝛼 + 90° + 𝐴 ෠𝐸𝐵 = 180

→ 𝐹 ෠𝐸𝐶 = 𝛼

𝐷زاویةکسینوسوسینوسبرحسباست،یکبرابر𝐴𝐹کهاینبهتوجهبارا𝐴𝐷𝐹مثلثاز𝐷𝐹و𝐴𝐷اضلاعاندازة(ب ෠𝐹𝐴

.بنویسید

.استکردهقطعراهاآنکهاستموربخطی𝐴𝐹خطپارهوموازیهمبا𝐷𝐶و𝐴𝐵اضلاع:

βاویةزکسینوسوسینوسبرحسباست،یکبرابرآنوترکهاینبهتوجهبارا𝐴𝐸𝐹الزاویهقائممثلثاز𝐸𝐹و𝐴𝐸اضلاع(پ

.بنویسید

→ 𝐴 ෠𝐹𝐷 = 𝛼 + 𝛽

sin 𝐷 ෠𝐹𝐴 =
𝐴𝐷

𝐴𝐹
→ sin 𝛼 + 𝛽 =

𝐴𝐷

𝐴𝐹
→ sin 𝛼 + 𝛽 =

𝐴𝐷

1
→ sin 𝛼 + 𝛽 = 𝐴𝐷

cos 𝐷 ෠𝐹𝐴 =
𝐷𝐹

𝐴𝐹
→ cos 𝛼 + 𝛽 =

𝐷𝐹

𝐴𝐹
→ cos 𝛼 + 𝛽 =

𝐷𝐹

1
→ cos 𝛼 + 𝛽 = 𝐷𝐹

sin 𝛽 =
𝐸𝐹

𝐴𝐹
→ sin 𝛽 =

𝐸𝐹

1
→ sin 𝛽 = 𝐸𝐹

cos 𝛽 =
𝐴𝐸

𝐴𝐹
→ cos 𝛽 =

𝐴𝐸

1
→ cos 𝛽 = 𝐴𝐸
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کتاب درسی110ادامة فعالیت صفحة 

sin 𝛼 =
𝐵𝐸

𝐴𝐸
→ 𝐵𝐸 = sin 𝛼 × 𝐴𝐸

.آوریددستبه𝛼زاویةکسینوسوسینوسبرحسبرا𝐴𝐵و𝐵𝐸،𝐸𝐶،𝐹𝐶هایخطپارهاندازة(پ

cos 𝛽 = 𝐴𝐸
𝐵𝐸 = sin 𝛼 . cos 𝛽

cos 𝛼 =
𝐴𝐵

𝐴𝐸
→ 𝐴𝐵 = cos 𝛼 × 𝐴𝐸

cos 𝛽 = 𝐴𝐸
𝐴𝐵 = cos 𝛼 . cos 𝛽

sin 𝛼 = sin 𝐹 ෠𝐸𝐶 =
𝐹𝐶

𝐹𝐸
→ 𝐹𝐶 = sin 𝛼 × 𝐹𝐸

sin 𝛽 = 𝐹𝐸
𝐹𝐶 = sin 𝛼 . sin 𝛽

cos 𝛼 = cos 𝐹 ෠𝐸𝐶 =
𝐸𝐶

𝐹𝐸
→ 𝐸𝐶 = cos 𝛼 × 𝐹𝐸

sin 𝛽 = 𝐹𝐸
𝐸𝐶 = cos 𝛼 . sin 𝛽

.یدکنکامل«ت»تا«الف»هایقسمتبهباتوجهراآنها.آیدمیدستبهزیرروابط𝐴𝐵𝐶𝐷مستطیلدرروروبهاضلاعتساویاز(ث

𝐴𝐷 = 𝐵𝐸 + 𝐸𝐶 = sin 𝛼 + 𝛽 = sin 𝛼 . cos 𝛽 + cos 𝛼 . sin 𝛽

𝐴𝐵 = 𝐷𝐹 + 𝐹𝐶 → cos 𝛼 . cos 𝛽 = cos 𝛼 + 𝛽 + sin 𝛼 . sin 𝛽

→ cos 𝛼 + 𝛽 = cos 𝛼 . cos 𝛽 − sin 𝛼 . sin 𝛽

.استبرقرارفوقروابطکماکاننباشدیکبرابر𝐴𝐹خطپارهاندازةاگرچرادهیدتوضیح(2

𝑟برابر 𝐴𝐹اگر اندازة پاره خط  ≠ .  باشد، از طرفین تساوی ساده خواهد شد و خط می خورد1
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:داریم𝛽و 𝛼در حالت کلی برای زوایای دلخواه 

:م داشتاستفاده شود، با توجه به نسبت های مثلثاتی زوایای قرینه خواهی𝛽−از 𝛽اگر در روابط بالا به جای 
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کتاب درسی111مثال صفحة 

sinمقدار .کنیدمحاسبهرا75°

sin 75° = sin 45° + 30°

sinطبق رابطة   𝛼 + 𝛽 = sin 𝛼 . cos 𝛽 + cos 𝛼 . sin 𝛽خواهیم داشت:

sin 45° + 30° = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30°

=
2

2
3

2
+

2
2

1
2

=
6

4
+

2
4

=
6 + 2

4
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کتاب درسی111مثال صفحة 

.دهیدنشانرازیررابطةدرستی

tan
𝜋

2
+ 𝜃 = − cot 𝜃

tan
𝜋

2
+ 𝜃 =

sin
𝜋
2 + 𝜃

cos
𝜋
2 + 𝜃

=
sin

𝜋
2 . cos 𝜃 + sin 𝜃 . cos

𝜋
2

cos
𝜋
2 . cos 𝜃 − sin

𝜋
2 . sin 𝜃

=
1 cos 𝜃 + sin 𝜃 0
0 cos 𝜃 − 1 sin 𝜃

=
cos 𝜃 + 0
0 − sin 𝜃

=
cos 𝜃

− sin 𝜃
= − cot 𝜃
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:داریم𝛽و 𝛼در حالت کلی برای زوایای دلخواه 

tan 𝛼 + 𝛽 =
tan 𝛼 + tan 𝛽

1 − tan 𝛼 . tan 𝛽

tan 𝛼 − 𝛽 =
tan 𝛼 − tan 𝛽

1 + tan 𝛼 . tan 𝛽

cot 𝛼 + 𝛽 =
cot 𝛼 . cot 𝛽 − 1

cot 𝛼 + cot 𝛽

cot 𝛼 − 𝛽 =
cot 𝛼 . cot 𝛽 + 1

cot 𝛼 − cot 𝛽
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.یدکنمحاسبهرازیرمثلثاتیهاینسبتمقدار

کتاب درسی112صفحة 1تمرین 

الف cos 15° = cos 45° − 30° = cos 45° cos 30° − sin 45° sin 30° =

=
2

2
3

2
−

2
2

1
2 =

6
4

−
2

4
=

6 − 2
4

ب

پ sin
𝜋

12
=

(با این قسمت کار داریم. )به آن می پردازیم1در انتهای تمرین 

sin
𝜋

3
−

𝜋

4
= sin

𝜋

3
. cos

𝜋

4
− sin

𝜋

4
. cos

𝜋

3
=

=
3

2
2

2
−

2
2

1
2 =

6
4

−
2

4
=

6 − 2
4
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.یدکنمحاسبهرازیرمثلثاتیهاینسبتمقدار

کتاب درسی112صفحة 1تمرین 

ت sin 120° =

cos 90° + 45° = cos 90° cos 45° − sin 90° sin 45° =

= 1
3

2
+ 0

1
2

=
3

2

sin 90° + 30° = sin 90° cos 30° + cos 90° sin 30°

= 0
2

2
− 1

2
2

= −
2

2

ث cos 135° =

sin 120° = sin 90° + 30° = cos 30° =
3

2
:آموختیمقبلدرسدر

cos 135° = cos 90° + 45° = −sin 45° = −
2

2
:آموختیمقبلدرسدر
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.یدکنمحاسبهرازیرمثلثاتیهاینسبتمقدار

کتاب درسی112صفحة 1تمرین 

ب tan 105° = tan 60° + 45° =
sin 60° + 45°

cos 60° + 45° =

sin 60° cos 45° + sin 45° cos 60°

cos 60° cos 45° − sin 60° sin 45° =

3
2

2
2 +

2
2

1
2

1
2

2
2 −

3
2

2
2

=

6
4 +

2
4

2
4 −

6
4

=

6 + 2
4

2 − 6
4

=

tan 𝛼 + 𝛽 =
tan 𝛼 + tan 𝛽

1 − tan 𝛼 . tan 𝛽

tan 60° + 45° =
tan 60° + tan 45°

1 − tan 60° . tan 45° =
3 + 1

1 − 3 × 1

6 + 2
2 − 6

=
3 2 + 2
2 − 3 2

=
2 3 + 1
2 1 − 3

=
3 + 1

1 − 3

«ب»برگردیم به قسمت 

=
3 + 1

1 − 3

رابطة مستقیم
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cosفرض کنید  α =
4
cosو 5 𝛽 = −

12
اکنون به سوالات . در ربع دوم قرار دارد𝛽در ربع اول و انتهای کمان αو انتهای کمان 13

.زیر پاسخ دهید

کتاب درسی112صفحه 2تمرین 

sinمقدار دقیق ( الف 𝛼 + 𝛽 وcos 𝛼 − 𝛽چیست؟

𝛼انتهای زاویة ( ب + 𝛽در کدام ربع قرار می گیرد؟

sin 𝛼 + 𝛽 = sin 𝛼 . cos 𝛽 + cos 𝛼 . sin 𝛽

sin 𝛼 + 𝛽 =
3
5

−12
13

+
5

13
4
5 =

−36
65

+
20
65

=
−16
65

sin 𝛼 = 1 − cos2𝛼

sin2می دانیم که  𝛼 + cos2 𝛼 = :پس خواهیم داشت. در ربع اول است𝛼انتهای کمان و1

= 1 −
4
5

2
=

9
25

=
3
5

sin2می دانیم که  𝛽 + cos2 𝛽 = :پس خواهیم داشت. در ربع دوم است𝛽انتهای کمان و1

sin 𝛽 = 1 − cos2𝛽 = 1 −
−12
13

2

=
25

169
=

5
13

cos 𝛼 − 𝛽 = cos 𝛼 . cos 𝛽 + sin 𝛼 . sin 𝛽

cos 𝛼 − 𝛽 =
4
5

−12
13

+
3
5

5
13 =

−48
65

+
15
65

=
−33
65

cos 𝛼 + 𝛽 =
4
5

−12
13

−
3
5

5
13

=
−48
65

−
15
65

=
−63
65

𝛼انتهای کمان زاویة  + 𝛽 در ربع سوم قرار دارد

.زیرا سینوس و کسینوس آن منفی است
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:با استفاده از روابط نسبت های مجموع دو زاویه نشان دهید که

کتاب درسی112صفحه 3تمرین 

الف cos 2α = 2cos2 α − 1

cos 2α = 1 − 2sin2 α

sin 2α = 2sin 𝛼 cos 𝛼

ب cos 2α = cos2 α − sin2 α

پ

ت

sin 2α = sin 𝛼 + 𝛼 = sin 𝛼 . cos 𝛼 + cos 𝛼 . sin 𝛼الف = 2sin 𝛼 cos 𝛼

cos 2α = cos 𝛼 + 𝛼 = cos 𝛼 . cos 𝛼 − sin 𝛼 . sin 𝛼ب = cos2 α − sin2 α

cos 2α = cos2 α − sin2 αپ sin2 α = 1 − cos2 α
cos 2α = cos2 α − 1 − cos2 α

→ cos 2α = cos2 α − 1 + cos2 α = 2cos2 α − 1

cos 2α = cos2 α − sin2 αت cos2 α = 1 − sin2 α
cos 2α = 1 − sin2 α − sin2 α

→ cos 2α = 1 − 2sin2 α



15

.به دست آورید°22/5نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه 

cos 2𝑥 = 2cos2 𝑥 − 1 → 1 + cos 2𝑥 = 2cos2 𝑥 →
1 + cos 2𝑥

2
= cos2 𝑥

cos 𝑥 =
1 + cos 2𝑥

2

→ cos 22/5° =
1 + cos 45°

2 =

1 +
2

2
2 =

2 + 2
2
2 =

2 + 2
4 =

2 + 2
2

cos 2𝑥 = 1 − 2sin2 𝑥 → 1 − cos 2𝑥 = 2sin2 𝑥 →
1 − cos 2𝑥

2
= sin2 𝑥

sin 𝑥 =
1 − cos 2𝑥

2

→ sin 22/5° =
1 − cos 45°

2
=

1 −
2

2
2 =

2 − 2
2
2

=
2 − 2

4 =
2 − 2

2

درجه در ربع اول است22/5

درجه در ربع اول است22/5

کتاب درسی112صفحه 4تمرین 
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cos 2𝑥 = 2cos2 𝑥 − 1 → 1 + cos 2𝑥 = 2cos2 𝑥 →
1 + cos 2𝑥

2
= cos2 𝑥

cos 𝑥 =
1 + cos 2𝑥

2

→ cos 15° =
1 + cos 30°

2 =

1 +
3

2
2 =

2 + 3
2
2 =

2 + 3
4 =

2 + 3
2

cos 2𝑥 = 1 − 2sin2 𝑥 → 1 − cos 2𝑥 = 2sin2 𝑥 →
1 − cos 2𝑥

2
= sin2 𝑥

sin 𝑥 =
1 − cos 2𝑥

2

→ sin 15° =
1 − cos 30°

2
=

1 −
3

2
2 =

2 − 3
2
2

=
2 − 3

4 =
2 − 3

2

sinمقدار : 1سوال  cosو 15° .را بیابید15°

درجه در ربع اول است15

درجه در ربع اول است15
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cosفرض کنید  : 2سوال  𝛼 =
5

.زاویه ای حاده باشد، حاصل عبارات زیر را به دست آورید𝛼و 13

cos 2𝛼(الف

sin 2𝛼(ب

cos 2𝛼 = 2cos2 𝛼 − 1 cos 2𝛼 = 2
5

13

2
− 1

cos 𝛼 =
5

13
= 2

25
169

− 1

=
50

169
− 1 =

−119
169

sin2 𝛼 + cos2 𝛼 = 1 sin2 𝛼 +
5

13

2
= 1

cos 𝛼 =
5

13
→ sin2 𝛼 = 1 −

25
169

→ sin2 𝛼 =
144
169

sin 𝛼 =
12
13

𝛼در ربع اول است

sin 2𝛼 = 2sin 𝛼 . cos 𝛼
cos 𝛼 =

5
13

sin 𝛼 =
12
13

sin 2𝛼 = 2
12
13

5
13

=
120
169
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