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فرایندهای حدی

محاسبه حد توابع

پیوستگی
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6فصل 

1درس 
فرایندهای حدی

نآشنایی با فرایندهای حدی و اصطلاحاتی مانند میل کردن و نزدیک شد❑

آشنایی با مفهوم حد چپ و حد راست تابع در یک نقطه❑

تعریف حد تابع در یک نقطه❑

وداردرک شهودی و تشخیص حد تابع در یک نقطه، به کمک جدول مقادیر و از روی نم❑

طهدرک مفهوم همسایگی و تضاد بین مقدار و حد تابع در یک نق❑
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ی یک نقطه به منظور تحلیل یک پدیده، می توان رفتار تابع متناظر با آن پدیده را در نزدیک

.مورد ارزیابی قرار داد

.یکی از ابزارهایی که در تحلیل رفتار تابع می توان موثر باشد، حد تابع است

ی از اعدادبیان رفتار یک تابع یا دنباله ا: کاربرد مفهوم حد در ریاضیات

محاسبة سرعت یک جسم متحرک در یک لحظه، 

یافتن شیب خط مماس بر یک منحنی در یک نقطه از آن، 

....تعیین مساحت اشکال هندسی و 
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کتاب درسی120صفحه 1فعالیت 

هدایررویآنهاهایرأسکهاندشدهرسمایگونهبهمربعیکوالاضلاعمتساویمثلثیک𝑟شعاعبهزیرهایدایرهدر

مثلثمساحتکهاستواضح.نامیممی(محاطی)دایرهدرشدهمحاطهایضلعیچندراهاییضلعیچندچنین.اندواقع

.استکمتردایرهمساحتازمربعمساحتوالاضلاعمتساوی

؟حدس می زنید مساحت کدام یک به مساحت دایره نزدیک تر است•

هرچه تعداد اضلاع چند ضلعی های منتظم محاطی بیشتر شوند، چه اتفاقی می افتد؟•

مربع

.مساحت آن به مساحت دایره نزدیک تر می شود

آیا به هرمیزان که بخواهیم می توانیم مساحت چند ضلعی های منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم؟•

برای نزدیک تر شدن مساحت چند ضلعی های منتظم محاطی به مساحت دایره چه می توان کرد؟ •

.می توان تعداد اضلاع چندضلعی را بیشتر کرد

بله

تر می شود، با نگاه کردن به شکل ها به این نتیجه می رسیم که وقتی تعداد اضلاع چند ضلعی های محاطی زیاد و زیاد

.مساحت آنها نیز به مساحت دایره نزدیک و نزدیک تر می شود

: نتیجه

.به این نحوة نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از چپ می گوییم
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اضلاعهمةکهضلعیچند)محیطیمنتظمهایضلعیچنداز𝑟شعاعبهدایرهبرایقبلفعالیتدرکنیدفرض

چندایندربارة،آمددستبهقبلفعالیتدرراآنچهمشابهنتیجه.کنیماستفاده(باشندمماسدایرهیکبرآن

.(نیستلازمهامساحتمحاسبه)کنیدبیانهاضلعی

کتاب درسی121کار در کلاس صفحه 

شود،میرزیادتوزیادمحیطیهایضلعیچنداضلاعتعدادوقتیکهرسیممینتیجهاینبههاشکلبهکردننگاهبا

.شودمیترنزدیکونزدیکدایرهمساحتبهنیزآنهامساحت

رهدایمساحتبهتوانیممیبخواهیمکهقدرچههررادایرهبرمحیطمنتظمهایچندضلعیمساحتدیگرعبارتبه

.کنیمزیادکافیمقداربهراچندضلعیاضلاعتعدادآنکهشرطبهکنیمترنزدیک

... ...

.به این نحوة نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از راست می گوییم
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.  وصل می کند𝐷𝐶را به وسط 𝐴𝐵وسط 𝑀𝑁پاره خط . واحد رادر نظر می گیریم4به ضلع 𝐴𝐵𝐶𝐷مربع 

چقدر است؟( مساحت قسمت رنگی)𝐴𝑀𝑁𝐷مساحت مستطیل 

.دکنیپرراخالیجاهای.استشدهدادهزیرجدولدرگرفتهصورتتغییرات

کتاب درسی121فعالیت صفحه 

2 × 4 = 8

10 10/8 11/6 11/96 12

رویهاآنانتهایینقاطشکل،مانندکهکنیممیرسمهاییخطپاره𝑀𝑁موازاتبه

𝐴𝐵و𝐶𝐷است.

این .با این کار؛ عرض مستطیل رنگی را افزایش می دهیم تا به نقطه چین نزدیک شود

. عمل منجر به تغییر در مساحت قسمت رنگ شده می شود

بهتطیلمسمساحتشود،مینزدیکچیننقطهبهوشدهزیادرنگیمستطیلعرضوقتیکهرسیممینتیجهاینبه

.به این نحوة نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از چپ می گوییم.شودمیترنزدیکونزدیک12عدد

(.واحد است4طول مستطیل ها برابر )
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رسم می شوند، همانند 𝐵𝐶پاره خط هایی که به موازات. انجام می دهیم𝐵𝐶مشابه همین کار را با شروع از پاره خط

.  شکل زیر، مستطیل های جدیدی را می سازند

کتاب درسی122فعالیت صفحه 

12/4 12/04 12

.به این نزدیک شدن؛ نزدیک شدن از راست می گوییم

. شده استنتیجة آن؛ تغییر در مساحت قسمت رنگ. با این کار عرض مستطیل رنگی را کاهش می دهیم تا به نقطه چین نزدیک شود

.نیدکپرراخالیجاهای.استشدهدادهزیرجدولدرگرفتهصورتتغیییرات

شود،میدیکنزچیننقطهبهوشدهکمرنگیمستطیلعرضوقتیکهرسیممینتیجهاینبههاشکلبهکردننگاهبا

.شودمیترنزدیکونزدیک12عددبهمستطیلمساحت

... ...



تابعصورتبهتوانمیراهامستطیلمساحتبگیریم،نظردر𝒙راآنهاعرضو4راهامستطیلطولاگر

.دادنمایش
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𝑥نمادباراوضعیتاین.شودمینزدیک3عددسمتبه،3عددازکمترمقادیربا𝑥اول،فعالیتدر✓ → 3−

(.کندمیمیل3عددبهچپسمتاز𝑥خوانیممی).دهیممینمایش

𝑓 𝑥 = 4𝑥

:استشدهارائهزیرجدولدرقبلجدولدوخلاصة

𝑥نمادباراوضعیتاین.شودمینزدیک3عددسمتبه3عددازبیشترمقادیربا𝑥دوم،فعالیتدر✓ → 3+

(.کندمیمیل3عددبهراستسمتاز𝑥خوانیممی).دهیممینمایش
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کتاب درسی123صفحه 

𝑥وقتیدیدیمقبلفعالیتدر → دلخواهمقادیربه𝑓(𝑥)مقدار−3

:گوییممیحالتایندر.شودمینزدیک12به

.است12برابرکندمیمیل3بهچپاز𝑥وقتی𝑓(𝑥)تابعحد

limدیگرعبارتیبه
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 12

𝑥وقتیدیدیمقبلفعالیتدر → دلخواهمقادیربه𝑓(𝑥)مقدار+3

:گوییممیحالتایندر.شودمینزدیک12به

.است12برابرکندمیمیل3بهراستاز𝑥وقتی𝑓(𝑥)تابعحد

limدیگرعبارتیبه
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 12

برابروموجودنقطه،یکدرتابعیکچپحدوراستحداگر

lim.داردحدنقطهآندرتابعباشند،
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 12
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کتاب درسی123مثال صفحه 

𝑓 𝑥 = ቊ
2𝑥 𝑥 < 1
−𝑥 + 5 𝑥 > 1

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 2 lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 4

1

0/8

1/98 33/8

1/01

ونیدککاملراجدول.استشدهرسمزیرضابطةباتابعنمودار

limنمودارکمکبهوآنازاستفادهبا
𝑥→1+

𝑓(𝑥)وlim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)

.کنیدمحاسبهرا
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𝑥اطرافدرراضابطةبا𝑓تابعرفتار:1سوال = .کنیدبررسی2 𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 4
𝑥 − 2

𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 4
𝑥 − 2

=
𝑥 − 2 𝑥 + 2

𝑥 − 2
→ 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2 , 𝑥 ≠ 2

𝑥ازایبه𝑓تابع = 𝑓دیگرعبارتبه.نداردمقدار2 .نداردوجود2

تنظیمرازیرجدولوکردهمحاسبه(2همسایگیدر)2ازبیشتریاکمترمقادیریازایبهرا𝑓تابعمقداراینک

.کنیممی

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 4 lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 4

.نامیممی𝑥0همسایگییکرا𝑥0شاملبازبازةهرباشد،حقیقیعددیک𝑥0اگر
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𝑎در بازه ای مانند 𝑓فرض کنیم تابع  , 𝑥0 در سمت چپ𝑥0 تعریف شده باشد، می گوییم حد چپ تابع𝑓

𝑥نزدیک کرد، به شرط آنکه 𝑙را به هر اندازة دلخواه بتوان به 𝑓است، هرگاه مقدار تابع 𝑙برابر عدد 𝑥0در

lim:در این صورت می نویسیم. نزدیک شود𝑥0از سمت چپ به قدر کافی به 
𝑥→𝑥0−

𝑓(𝑥) = 𝑙

,𝑥0در بازه ای مانند 𝑓فرض کنیم تابع  𝑏 در سمت راست𝑥0تعریف شده باشد، می گوییم حد راست تابع

𝑓در𝑥0 برابر عدد𝑙 است، هرگاه مقدار تابع𝑓 را به هر اندازة دلخواه بتوان به𝑙 نزدیک کرد، به شرط آنکه

𝑥 از سمت راست به قدر کافی به𝑥0در این صورت می نویسیم. نزدیک شود:lim
𝑥→𝑥0+

𝑓(𝑥) = 𝑙
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𝑎مانندایبازهدر𝑓تابعکنیمفرض ,𝑏نقطةشامل𝑥0خوددراستممکن)باشدشدهتعریف𝑥0
اندازةهربهرا𝑓تابعمقدارهرگاهاست،𝑙عددبرابر𝑥0در𝑓تابعحدگوییممی،(باشدنشدهتعریف

قدربهچپوراستسمتدوهراز𝑥0مخالفمقادیربا𝑥آنکهشرطبهکرد،نزدیک𝑙بهبتواندلخواه

lim:نویسیممیصورتایندر.شودنزدیک𝑥0بهکافی
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑙 اگر و تنها اگرlim
𝑥→𝑥0+

𝑓(𝑥) = 𝑙 وlim
𝑥→𝑥0−

𝑓(𝑥) = 𝑙.
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:اندشدهدادهزیرهایضابطهباℎ(𝑥)و𝑓(𝑥)،𝑔(𝑥)توابع
کتاب درسی125فعالیت صفحه 

خیر زیرا دامنه و ضابطه و در نتیجه نمودار 

.ندارندیکسان 

.کنیدمعلومراتابعسهاینبردودامنه(3
𝐷𝑓 = 𝑅𝑓 = ℝ 𝐷𝑔 = ℝ

𝑓 𝑥ℎ 𝑥 𝑔 𝑥

𝑅𝑔 = ℝ − 7𝑅ℎ = ℝ − 7
𝐷ℎ = ℝ − 4

ℎ 𝑥 = 2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1 𝑔 𝑥 = ቊ
2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4
5 , 𝑥 = 4

برابرند؟یکدیگرباتابعسهاینآیا(2

دارد؟تعلقتابعکدامبهزیرنمودارهایازکدامهر(1
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.کنیدبررسی4نقطةنزدیکیدرراتابعسهاینرفتارزیر؛جدولتکمیلبا(4

6/8 6/98 7/27/02

5 6 6/6 6/8 6/98 987/47/27/02

5 6 6/6 6/8 6/98 987/47/27/02

lim
𝑥→4

𝑓(𝑥) = 7 lim
𝑥→4

𝑔(𝑥) = 7 lim
𝑥→4

ℎ(𝑥) = 7

7

7

ℎ 𝑥 = 2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1 𝑔 𝑥 = ቊ
2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4
5 , 𝑥 = 4

کتاب درسی125فعالیت صفحه 

𝑥در نزدیکی نقطة ℎ(𝑥)و 𝑓(𝑥) ،𝑔(𝑥)توابع  = .  رفتار یکسانی دارند4

. است7نزدیک می شود، برابر 4به 𝑥به عبارت دیگر حد آنها وقتی 
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𝑓یعنی . است7موجود و برابر 𝑓(4)مقدار ❖ 4 = 7 ،
limهمچنین داریم 

𝑥→4
𝑓(𝑥) = 7 ،

limپس 
𝑥→4

𝑓(𝑥) = 𝑓(4).

ℎ 𝑥 = 2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4

𝑓 𝑥 = 2𝑥 − 1

𝑔 𝑥 = ቊ
2𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 4
5 , 𝑥 = 4

ℎتابع ❖ 𝑥 در𝑥 = .نداردوجود ℎ(4)، یعنی نداردمقدار 4
limولی 

𝑥→4
ℎ(𝑥) = 7  .

𝑔یعنی . است5موجود و برابر 𝑔(4)مقدار ❖ 4 = 5 ،
limولی 

𝑥→4
𝑔(𝑥) = 7  .

limپس 
𝑥→4

𝑔(𝑥) ≠ 𝑔(4).

𝑥درتابعسهاینمقادیردربارة.اندشدهدادهزیرهایضابطهباℎ(𝑥)و𝑓(𝑥)،𝑔(𝑥)توابع = 4

گفت؟توانمیچه
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:به عبارت دیگر ممکن است

.در یک نقطه مقدار تابع موجود نباشد ولی حد وجود داشته باشد➢

.در یک نقطه مقدار تابع موجود باشد ولی حد وجود نداشته باشد➢

.در یک نقطه حد و مقدار تابع موجود باشد و با هم برابر باشد➢

.در یک نقطه حد و مقدار تابع موجود باشد ولی با هم برابر نباشد➢

. نداردوجود حد در یک نقطه، به وجود مقدار تابع در همان نقطه ربطی 
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.آوریددستبهوجود،صورتدررا،شدهخواستهحدهای،𝑓نموداربهتوجهبا:2سوال

lim
𝑥→ −1 −

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→ −1 +

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→(−3)+

𝑓(𝑥) =
lim

𝑥→−3
𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→(−3)−

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) =

3

1

وجود ندارد

1

1
1

3

وجود ندارد

وجود ندارد

1

1

1
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کتاب درسی126مثال صفحه 

limولی نداردوجود 𝑓(2)مقدار ( الف
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 4 .

lim( ب
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = limولی 1
𝑥→−1

𝑓(𝑥) نداردوجود .

𝑓(−1)( پ = 1 .

lim( ت
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0)و 0 = 0

lim( ث
𝑥→4

𝑓(𝑥) = 𝑓(4)و 0 = 0

limو 𝑓(−3)( ج
𝑥→−3+

𝑓(𝑥) ؛ ولی ندارندوجودlim
𝑥→−3−

𝑓(𝑥) = 2 .

𝑓در شکل زیر نمودار تابع    𝑥 = ൞

−2𝑥 + 8 , 𝑥 > 2
𝑥2, − 1 ≤ 𝑥 < 2
2 , 𝑥 < −3

𝑥رفتار تابع را در . رسم شده است = 2 ،

𝑥 = −1 ،𝑥 = 0 ،𝑥 = 𝑥و 4 = .بررسی کنید3−

(نداردهمسایگی چپ . )نیستزیرا حد چپ موجود 
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𝑔برای تابع    𝑥 = 𝑥داریم:

کتاب درسی126مثال صفحه 

lim( الف
𝑥→0+

𝑥 = 0

lim( ب
𝑥→0−

𝑥 = 𝑥؛ زیرا تابع برای نداردوجود 0 < .استنشدهتعریف 0

lim( پ
𝑥→0 𝑥 = .ندارد؛ زیرا حد چپ وجود نداردوجود 0
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𝑓مقدار حد راست تابع  : 3سوال  𝑥 =
[𝑥]
𝑥

𝑥را در نقطة  = .به دست آورید0

.ر استصفر تقسیم بر هر عدد غیرصفر، برابر صف

0روی بازة  0برابر صفر است، پس می توان گفت روی بازة 𝑥مقدار 1 , 𝑔با تابع ثابت 𝑓تابع 1 , 𝑥 = . برابر است0

بنابراین
lim

𝑥→0+

𝑥

𝑥
= lim

𝑥→0+
𝑔(𝑥) = 0

lim
𝑥→0+

𝑥

𝑥
=

0+

0+ = 0

صفر مطلق

رمقداری خیلی نزدیک به صف: صفر حدی

:می خوانیموم در درس د
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کتاب درسی127صفحه 1تمرین 

که نمودار آن داده شده، کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟𝑓برای تابع 

lim( الف
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2

lim( ت
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) = 0

𝑓(1)( ب = 2

𝑓(2)( پ = 1

lim( ث
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = 2

lim( ج
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 1

lim( چ
𝑥→2

𝑓(𝑥)وجود ندارد .

lim( ح
𝑥→−1

𝑓(𝑥)وجود ندارد .

lim( اصلاح شدة الف
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 0

وجود ندارد𝑓(2)( اصلاح شدة پ

lim( اصلاح شدة ث
𝑥→−1

𝑓(𝑥) ≠ 2
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کتاب درسی127صفحه 2تمرین 

که مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائه کنید

.باشد-1مساوی 2حد تابع در نقطة 

𝑓 𝑥 = −
1
2

𝑥

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = −1

کتاب درسی127صفحه 3تمرین 

نداشتهحد 3ارائه کنید که در نقطة 𝑓تابعی مانند  

𝑓(3)باشد و  = 1.

𝑓 𝑥 = ቐ
2 𝑥 > 3
1 𝑥 = 3
−1 𝑥 < 3

lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = 2 lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = −1
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کتاب درسی127صفحه 4تمرین 

تعریف 2ارائه کنید که در نقطة 𝑓تابعی مانند 
lim.نشده باشد و

𝑥→2
𝑓(𝑥) = 4

کتاب درسی127صفحه 5تمرین 

𝑓درباره تابع با ضابطة    𝑥 = 𝑥 − موارد 2

.زیر را در صورت وجود محاسبه کنید

(پ lim
𝑥→2

𝑓(𝑥)

(الف lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)

(ت 𝑓(2)

(ب lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) نداردوجود 

= 0

= 0

نداردوجود 
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کتاب درسی127صفحه 6تمرین 

𝑓تابع با ضابطة    𝑥 = ቊ
−𝑥, 𝑥 < 0

𝑥, 𝑥 > در نقطه صفر حد دارد؟ 𝑓آیا . را در نظر می گیریم0

𝑓آیا  موجود است؟0

.خیر، موجود نیست

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 0
→ lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0
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کتاب درسی127صفحه 7تمرین 

:دهیدپاسخسؤالاتبهوبگیریدنظردررازیرتوابع

𝑓 𝑥 = 2𝑥 + 1 ℎ 𝑥 = ቊ
2𝑥 + 1 𝑥 ≠ 2
3 𝑥 = 2

𝑔 𝑥 = 2𝑥 + 1 , 𝑥 ≠ 2

𝑓مقادیر(الف 𝑔و2 ℎو2 .آوریددستبهوجودصورتدررا2

:کنیدمحاسبهرازیرحدهای(ب

𝑓 2 = 2 2 + 1 = 5 𝑔 2 وجود ندارد ℎ 2 = 3

lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) lim
𝑥→2

𝑔(𝑥) lim
𝑥→2

ℎ(𝑥)= 5 = 5 = 5
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کتاب درسی127صفحه 8تمرین 

𝑥درزیرتابعحدآیا = است؟موجود2

𝑓 𝑥 = ቐ
−𝑥 + 2 𝑥 > 2
−2 𝑥 = 2
𝑥 − 3 𝑥 < 2

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 0lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = −1

𝑥در = .نیستندبرابرراستوچپحدزیرانیستموجودحد2
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کتاب درسی127صفحه 9تمرین 

𝑓نمودار تابع با ضابطة    𝑥 = ൝
𝑥2 + 2, 𝑥 > 0
−2𝑥 − 2, 𝑥 ≤ 0

.را رسم کنید و حد تابع در صفر را در صورت وجود بیابید

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 2

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = −2

𝑥در = .نیستندبرابرراستوچپحدزیرانیستموجودحد0
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کتاب درسی127صفحه 10تمرین 

𝑓اگر   𝑥 =
|𝑥|
𝑥

limرا رسم کنید آیا 𝑓باشد، نمودار 
𝑥→0

𝑓(𝑥)موجود است؟

𝑓 𝑥 =

−𝑥

𝑥
, 𝑥 < 0

𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0

→ 𝑓 𝑥 = ቊ
−1, 𝑥 < 0
1, 𝑥 > 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = −1
→ lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) وجود ندارد
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𝑓تابعآیا:4سوال 𝑥 = 2 − 𝑥نقطةدر𝑥 = چرا؟دارد؟حد2

∞−)بازةبابرابرتابعدامنة , حقیقیاعدادلذا.باشدمی[2

گیهمسایتواننمیونیستندتابعدامنةبهمتعلق2ازبیشتر

.نمودتعریف2برایراست

𝑥نقطة𝑓تابع = :زیرا،نداردحد2
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.آوریددستبهشدهدادهنقاطدروجود،صورتدررا،زیرتوابعحدمقدارنمودار،ازاستفادهبا:5سوال

3 4

4 نداردوجود
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.دبا تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطة موردنظر بیابی: 6سوال 

lim
𝑥→0

−3𝑥 + 4 الف)=

lim
𝑥→−1

𝑓 𝑥 ب)= 𝑓 𝑥 = ቊ
𝑥 − 4 𝑥 ≠ −1
3 𝑥 = −1

7 6/7 4/3 4/03 12/53/73/973/997

6- 5/5- 5/1- 5/01- 4/8-4/9-4/99-4/999-5/001-

4

5-
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𝑓با ضابطة   𝑓تابع : 7سوال  𝑥 = ቊ
3𝑥 − 1, 𝑥 > 2
𝑥 + 3, 𝑥 < .را در نظر بگیرید2

𝑥در نقطة 𝑓آیا تابع ( الف = تعریف شده است؟2

limمقدار 2در همسایگی محذوف 𝑓و با نوشتن جدول مقادیر𝑓با رسم نمودار ( ب
𝑥→2

𝑓(𝑥)را به دست آورید.

𝑥نقطةدر𝑓تابع = 2زیرااست،نشدهتعریف2 ∉ 𝐷𝑓

32/52/121/91/51𝑥

4/94/54𝑓؟86/55/2 𝑥

lim
𝑥→2

𝑓 𝑥 = 5
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𝑓با ضابطة   𝑔تابع : 8سوال  𝑥 = ቊ
−1, 𝑥 ∈ ℤ
2, 𝑥 ∉ ℤ

.را در نظر بگیرید

4−]را در بازة 𝑔نمودار تابع ( الف .رسم کنید[2 ,

.، حدود زیر را محاسبه کنید𝑔با استفاده از نمودار ( ب

lim
𝑥→1

𝑔 𝑥 =

lim
𝑥→ 2

𝑔 𝑥 =

2

2
2
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:کهکنیدرسمتابعیکازنموداری:9سوال

داشتهحدنقطهایندروباشدشدهتعریف2محذوفهمسایگییکدر(الف

.باشد

حدنقطهایندرولیباشدشدهتعریف2محذوفهمسایگییکدر(ب

.باشدنداشته

.باشدنداشتهحدنقطهایندروباشدشدهتعریف2همسایگییکدر(پ

دباشداشتهحدنقطهایندروباشدشدهتعریف2همسایگییکدر(ت

.نباشدیکسان،2نقطهدرتابعمقدارباآنحدولی



37

𝑓نمودار تابع : 10سوال  𝑥 = 𝑥 1−را در فاصلة .رسم کنید و به سوالات زیر پاسخ دهید2 ,

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) =

𝑥در نقطة 𝑓حد چپ و راست تابع ( الف = .را به دست آورید1

𝑥در نقطة 𝑓آیا تابع ( ب = حد دارد؟ چرا؟1

0

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 1

𝑥نقطةدر𝑓تابع = lim:زیرا.نداردحد1
𝑥→1−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)
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.آوریددستبهوجودصورتدررازیرحدهای.استزیرصورتبه𝑓تابعنمودار:11سوال

)ث lim
𝑥→ −2 +

𝑓(𝑥) =

)الف lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =

)ت lim
𝑥→6−

𝑓(𝑥) =

)ب lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) =

)پ lim
𝑥→5

𝑓(𝑥) =

)ج lim
𝑥→8

𝑓(𝑥) =

)چ lim
𝑥→9

𝑓(𝑥) =

4

وجود ندارد

وجود ندارد

وجود ندارد

1

1

1
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𝑥در نقطة 𝑓حد چپ و راست تابع ( الف = .را به دست آورید0

𝑥در نقطة 𝑓آیا تابع ( ب = حد دارد؟ چرا؟0

𝑓با رسم نمودار تابع : 12سوال  𝑥 = ቊ
2𝑥 + 1, 𝑥 > 0
𝑥2 + 2𝑥, 𝑥 < .به سوالات زیر پاسخ دهید0

𝑥 0

1

1
3𝑓1(𝑥)

𝑓2 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥𝑓1 𝑥 = 2𝑥 + 1
𝑥

𝑓2(𝑥)

1-

−1

2-

0

0

0

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1

𝑥نقطةدر𝑓تابع = lim:زیرا.نداردحد0
𝑥→0−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)
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𝑓با ضابطة 𝑓با توجه به دامنة تابع، در مورد حد چپ تابع : 13سوال  𝑥 = 𝑥2 − 𝑥 در نقطة𝑥 = چه می توان 1

گفت؟

𝑥2 − 𝑥 ≥ 0

𝑥2 − 𝑥 = 0 → 𝑥 𝑥 − 1 = 0 → ൜
𝑥 = 0
𝑥 = 1

−∞ +∞𝑥

𝑥2 − 𝑥

10

+ +−
جواب جواب

𝐷𝑓 = (−∞, 0) ∪ (1 , +∞)

.مبه این منظور عبارت زیر رادیکال را بزرگتر یا مساوی یک قرار می دهی. را به دست می آوریم𝑓ابتدا دامنة تابع 

𝑥در همسایگی چپ 𝑓تابع  = limتعریف نشده است پس 1
𝑥→1−

𝑓(𝑥)وجود ندارد.

.به ازای مقادیر بین صفر تا یک تعریف نشده است𝑓تابع 
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𝑥با ضابطة زیر در نقطة 𝑓با توجه به دامنة تابع، در مورد حد راست تابع : 14سوال  = چه می توان گفت؟2

𝑓 𝑥 =
𝑥

𝑥 − 2

𝑢 𝑥 = 𝑥

𝑣 𝑥 = 𝑥 − 2

:را اینچنین تعریف می کنیم𝑣و 𝑢توابع 

𝐷𝑓 = 𝐷𝑢 ∩ 𝐷𝑣 − 𝑣(𝑥) = 0

𝑣 𝑥 = 𝑥 − 2 = 0

→ 𝐷𝑢= ℝ

→ 𝐷𝑣= ℝ

→ 𝑥 = 2 → 2 ≤ 𝑥 < 3

𝐷𝑓 = ℝ − [2 , 3) = (−∞, 2) ∪ [3 , +∞)

𝑥در همسایگی چپ 𝑓تابع  = limتعریف نشده است پس 2
𝑥→2+

𝑓(𝑥)وجود ندارد.

2]به ازای مقادیر 𝑓تابع  , .تعریف نشده است(3
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𝑓با رسم نمودار تابع : 15سوال  𝑥 = − 𝑥 − 1 2 + ، حدود زیر 2

(نماد جزء صحیح است. ) را مشخص کنید

0 ≤ 𝑥 < 1 → 1 ≤ 𝑓(𝑥) < 2 → 𝑓 𝑥 = 1

1 < 𝑥 ≤ 2 → 1 ≤ 𝑓(𝑥) < 2 → 𝑓 𝑥 = 1 → lim
𝑥→1+

[𝑓 𝑥 ] = 1

→ lim
𝑥→1−

[𝑓(𝑥)] = 1

)الف lim
𝑥→1

[𝑓 𝑥 ] =

)ب lim
𝑥→1

𝑓 𝑥 =

→ lim
𝑥→1

[𝑓(𝑥)] = 1

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 2

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 2
→ lim

𝑥→1
𝑓(𝑥) = 2 → lim

𝑥→1
𝑓(𝑥) = 2
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𝑓با رسم نمودار تابع : 16سوال  𝑥 = 𝑥 ،

limمقدار ( الف
𝑥→0

𝑥را به دست آورید.

𝑓 𝑥 = 𝑥 → 𝑓 𝑥 = ൜
−𝑥 𝑥 < 0
𝑥 𝑥 > 0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 0
→ lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎+

𝑥 = 𝑎

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎−

(−𝑥) = −𝑎

→ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ൜
−𝑎 𝑎 < 0
𝑎 𝑎 > 0 → lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑎

𝑎اگر ( ب ∈ ℝ یک عدد دلخواه باشد، آیا تساویlim
𝑥→𝑎

𝑥 = 𝑎برقرار است؟
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