
    تبديل هاي هندسي :درس اول  

در اين درس با مفهوم تبديل هندسـي و انـواع آن            . يكي از مفاهيم مهم در هندسه، تبديل هاي هندسي است         

  .شويمآشنا 

  بررسي شهودي برخي از تبديل ها 

، انتقال و دوران  از انواع تبديل ها مانند بازتاب در سال هاي گذشته با برخي

اگر در اين . وير روبرو، اين تبديل ها را مشاهده مي كنيمدر تص. آشنا شده ايد

ي چهارضلعي رنگ شده   را تبديل يافته3 و 2 و1تصوير چهارضلعي هاي 

  :در اين صورت . بدانيم

  (......)ي چهارضلعي رنگ شده است؟   كدام چهارضلعي، انتقال يافته: الف 

               (......) بازتاب چهارضلعي رنگ شده است؟ ،كدام چهارضلعي: ب 

             (......) ي شكل رنگ شده است؟      كدام شكل، دوران يافته: پ 

، بطور شهودي نتيجه مي شود كه بازتاب، انتقال و دوران، مي توانند شكل هاي فوقبه كمك  : نتيجه

  .هندي پاره خط ها و زاويه ها را تغيير نمي دموقعيت شكل را تغيير دهند ولي اندازه

***  

    تبديل تعريف

و  يك M است كه به موجب آن به هر نقطه مانندتابعي ، عبارت است از Tتبديل Pدر يك صفحه مانند

Mنقطه مانندتنها يك    ر اين صورت مي نويسند، د. ود متناظر مي شP در ′

PPT →:  

  و مي خوانند،

 »T تبديلي است از P به P«   

Mي نقطهه بMي نقطهTاگر با تبديل    متناظر شود، مي نويسيم، ′

MMT ′=)(  

M 

M ′ T 



 جابر عامري: تهيه كننده ...................................... ...............................2هندسهآموزش 

 2ي صفحه

M را بهMي نقطهTو مي گوييم Mهمچنين. مي كند تبديل ′  T تحت تبديلMيرا تبديل يافته ′

  .مي نامند

Fشكل هندسي تمام اه گمي نامند، هرF)تصوير(ي تبديل يافتهار′

Fنقاط متناظر از شكل به T مانند، تحت يك تبديلFنقاط  تبديل  ′

  .شوند

ي شكل را يا اندازه) موقعيت( ل هاي مطرح شده در اين كتاب ، مي تواند جايگاه شكل در صفحه تبدي:توجه 

  .تغيير دهند

  

  

  

  

  

 

بارتي ديگر به ع. مي نامند)  ايزومتري (طولپارا  ، تبديل هايي كه طول پاره خط را حفظ مي كنند:تعريف 

  :ل ايزومتري داريميددر تب

BAAB
BBT

AAT
′′=↔





′=
′=

)(

)(
 

  .كه انتقال، دوران و بازتاب تبديل هاي ايزومتري هستندشد ه، متوجه خواهيد در ادام

  .يك خط راست است ، تحت يك تبديل يكساني هر خط راست ثابت كنيد كه تبديل يافته: 1تمرين

 ، تحت يك تبديل Cو Bو Aي نقاط يافتهل تبدي كه به ترتيب′Cو′Bو ′Aفرض كنيم نقاط :حل 

روي ) ′Cو′Bو ′A(مي خواهيم ثابت كنيم كه اين سه نقطه .  باشندd واقع در خط راستTيكسان مانند

dيك خط راست ديگري مانند BAگيريم كه چنين نباشد، پس پاره خط هاي.  واقع اند′ CB و′′  شيب ′′

بدست آمده است و اين  T ديگري غير ازلي تحت تبد′Cو′Bو ′Aلذا حداقل يكي از نقاط. مساوي ندارند

F 

F ′ 
T 

  

A A′ 

B B′ 
d 
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BAپس بايد پاره خط هاي. خلاف يكسان بودن تبديل مي باشد CB و′′  شيب برابر داشته باشند و اين ′′

  . روي يك خط راست واقعند′Cو′Bو ′Aيعني نقاط

  

  

  

  

  

  .در ادامه ، اين قضيه را براي هر يك از تبديلاتي كه مطرح خواهد، به صورت جداگانه اثبات مي شود

 ي يك خط،ديل يافتهبنابراين براي پيدا كردن تب. يك خط راست است ،ي هر خط چون تبديل يافته:توجه 

  .ي دلخواه از آن را پيدا و خط گذرنده از آن دو را رسم كنيمي دو نقطهتبديل يافتهكافي است، 

  .ي آن است، زاويه اي هم اندازهي هر زاويه در هر تبديل طولپا، تبديل يافته:قضيه

BA و ABابتدا پاره خط هاي  :اثبات    :لذا داريم .  تبديلي طول پا استTچون.  را رسم مي كنيم′′

BAABBOOBAOOA

OOT

BBT

AAT

′′=′′=′′=→








′=
′=
′=

,,

)(

)(

)(

  

BAO و OABدو مثلث   پس    به حالت تساوي سه ضلع همنهشت       ′′′

ــستند ــاي   . ه ــه ه ــذا زاوي BOA و AOBل ــستند ′′′ ــساوي ه  . م

βαيعني ∠=∠  

  

  

  

***  

  

  

α 

O 

A 

B 

T 

β 
O′ 

A′ 

B′ 

A 

B 

C 

A′ 

B′ 

C′ 

T 

d d ′ 
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 از A هر نقطه مانندي تبديل يافتههرگاه  را تبديل هماني مي نامند، Tتبديل :تبديل هماني 

AATيعني .  همان نقطه خواهد بودPيصفحه =)(  

AAI.  نمايش مي دهند و مي نويسندIمعمولاً تابع هماني را به =)(  

 Aنقطه مانندهر ي تبديل يافته مي نامند، هرگاه ثابت را تبديل Tتبديل :تبديل ثابت 

MATيعني.  از همين صفحه باشندMي ثابتي مانند نقطهPياز صفحه =)(  

***  

   شكل هاي هم جهت

هرگاه   مي نامند،هم جهتي آن را يك شكل و تبديل يافته

و جهت ) به ترتيب( جهت حركت روي نقاط يك شكل 

 هر دو شكل حركت روي نقاط متناظر در شكل ديگر ، يا 

همجهت حركت عقربه هاي ساعت و يا هر دو شكل خلاف 

  .حركت عقربه هاي ساعت باشد

   هم جهت  غيرشكل هاي

  مي نامند،غير هم جهتي آن را يك شكل و تبديل يافته

هرگاه جهت حركت روي نقاط يك شكل همجهت حركت عقربه 

 در شكل ديگر  متناظرجهت حركت روي نقاط هاي ساعت و

  .ركت عقربه هاي ساعت باشدخلاف ح

  

***  

  

  

  

A A′ 
B′ B 

C′ C D′ D 
d 

A 

A′ 

B′ 
B 

C′ 
C 

D′ 

D 

E 
E′ 

A 
M 

A 
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  بررسي انواع تبديل ها

  .در ادامه انواع مهم تبديل  هاي هندسي را تعريف و ويژگي هاي آنها را بررسي مي كنيم

   محوريبازتاب: الف 

ع است به صورت هاي ق وا،كه، نقطه در خارج يا روي خطن با توجه به اي، يك نقطه نسبت به يك خطببازتا

  .مي كنندزير تعريف 

 را بازتاب ′Aينقطه باشد، در اين صورت d در خارج از خطAياگر نقطه

AA عمود منصف پاره خطdگويند، هرگاه خط d نسبت به،Aينقطه ′ 

ن نقطه تعريف مي آ باشد، بازتاب اين نقطه را خود d روي خطAاگر.باشد

  .كنند

 d نسبت به خطAي ي نقطه را بازتاب يا قرينه′Aيدر اين صورت نقطه

  .مي نامند و مي نويسند

AAS ′=)(  

AA عمود منصفd، همانطور كه در تعريف اشاره شد، خطدر چنين حالتي  خواهد بود و آن را محور بازتاب ′

  .يا محور تقارن مي نامند) خط بازتاب( 

 واقع در خارج از d نسبت به خطAاي مانند است كه براي رسم بازتاب نقطهبا توجه به اين تعريف واضح 

- را از سمت نقطهAHحال.  مي ناميمH عمود مي كنيم و پاي عمود را d بر خطAي ، از نقطهاين خط

  . به دست آيد′Aي خودش امتداد مي دهيم تا  به اندازهHي

براي رسم بازتاب يك چندضلعي يا هر شكل نسبت به يك خط، كافي است ، 

  .دتا بازتاب چندضلعي حاصل شوهر يك از نقاط آن شكل را تعيين كنيم، بازتاب 

  . استطول پا  محوري بازتاب:قضيه 

براي اثبات اين قضيه، حالت هاي .  بايد ثابت كنيم كه بازتاب، طول پاره خط ها را ثابت نگه مي دارد:اثبات 

 را در نظر مي گيريم و در هر حالت نشان دهيم كه dمختلف يك پاره خط را نسبت به خط بازتاب يعني

  .ي تصوير آن برابر استاره خط با اندازهي پاندازه

A A′ 

AA ′= 

d 

d 

A A′ 

B B′ CC ′= 



 جابر عامري: تهيه كننده ...................................... ...............................2هندسهآموزش 

 6ي صفحه

  . موازي استd با خطAB پاره خط:حالت اول 

 لذا ،در اين حالت چون دو خط عمود بر يك خط، با هم موازيند

ABABچهارضلعي  مستطيل مي باشد و از آنجا واضح است ′′

BAABكه ′′=  

، روي خط بازتاب ABي انتهايي پاره خط از دو نقطهي يك:حالت دوم 

  .باشد

AA عمود منصف پاره خطdدر اين صورت چون خط  Mي و نقطه′

AMMAروي عمود منصف واقع است، پس  ′=  

  . با خط بازتاب نه موازي و نه متقاطع باشدAB پاره خط :حالت سوم 

  بازتاب′Bينقطه.  قطع كندMي را امتداد مي دهيم، تا خط بازتاب را در نقطهABدر اين حالت پاره خط

BM را نسبت به خط بازتاب پيدا و پاره خطBينقطه ي ادعا مي كنيم كه تصوير نقطه. را رسم مي كنيم ′

Aنيز روي خط BM   :حال داريم .  واقع مي شود؟ چرا؟′

BAABAMBMMAMB
AMMA

BMMB
′′=→′−′=−→





′=
′=

  

  

  

  .ب را قطع مي كندا محور بازتABاره خطپ :چهارمحالت 

 پيدا مي كنيم و آن dنسبت به خط را Aدر اين حالت ابتدا بازتاب

AMحال پاره خط.  مي ناميم′Aرا امتداد مي  را رسم مي كنيم و ′

 هم بر ′B يعنيBيدهيم و ادعا مي كنيم كه بازتاب نقطه

AMامتداد   :حال داريم . چرا؟.  واقع است′

BAABAMBMMAMB
AMMA

BMMB
′′=→′+′=+→





′=
′=
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 7ي صفحه

در اين صورت .  منطبق استd بر خطAB پاره خط:حالت پنجم

لذا بديهي است .  منطبق استBبر′Bي و نقطهA بر′Aينقطه

BAABكه ′′=  

   آيا بازتاب محوري، شيب خط را حفظ مي كند؟ چرا؟ :2تمرين

BA موازي با محور بازتاب باشد، بازتاب آنABره خط اگر پا:حل   با ′′

ABا اگر.  شيب مساوي دارند دو خط موازي است، وپاره خط امAB موازي 

BAبا محور بازتاب نباشد،  موازي نيست و شيب هاي AB با ′′

  .لذا بطور كلي بازتاب، شيب خط را حفظ نمي كند. نامساوي دارند

 در حالتي كه پاره خط بر محور بازتاب عمود باشد، نيز شيب خط :توجه 

  .حفظ مي شود

 و ABارد، ثابت كنيد كه در راستاي عمود بر خط بازتاب قرار دABدر حالتي كه پاره خط : 3تمرين

  .بازتاب آن هم اندازه هستند

  . اين مسئله دو حالت دارد:حل 

 . محور بازتاب را قطع نمي كندAB پاره خط :حالت اول 

  

BAABHBHABHAH
HBBH

HAAH
′′=→′−′=−→





′=
′=

  

  

 . قطع مي كند محور بازتاب راAB خط پاره:حالت دوم 

BAABHBHABHAH
HBBH

HAAH
′′=→′+′=+→





′=
′=

  

  

  

d 
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d 
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  . شكل روبرو را در نظر بگيريد :4تمرين 

  . رسم كنيدdبازتاب شكل را نسبت به خط: الف 

  ليه را تغيير مي دهد؟آيا اين تبديل، موقعيت شكل او: ب 

  ي پاره خط ها را تغيير مي دهد؟آيا اين تبديل اندازه: ج 

  خط متناظر در تصوير آن برابر است؟يا در اين تبديل، شيب هر پاره خط، با شيب پاره آ: د 

  . حالتي بنويسيد كه بازتاب محوري ، شيب خط را حفظ مي كند :5تمرين 

  . را با عبارت هاي مناسب كامل كنيدي جاهاي خال :6تمرين

  .هستند..... .........آن با هم هر چند ضلعي و بازتاب  طول پا است ، لذا يچون بازتاب محور: الف 

 نسبت به ′Aيدر اين صورت بازتاب نقطه.  باشدd نسبت به خطAي بازتاب نقطه′Aياگر نقطه: ب 

))(((....)....يعني . خواهد بود... ..........ي همين خط ، نقطه == SASS  

  .باشد، بازتاب شيب خط را حفظ مي كند....... ..يا ..... .... نسبت به خط بازتاب ABدر حالتي كه پاره خط : ج 

DCBA در شكل زير چهارضلعي: 7 تمرين  تحت بازتاب نسبت ABCD تصوير چهارضلعي محدب′′′′

 مي رويم، جهت حركت ، موافق DوCوB به Aدر شكل اوليه وقتي به ترتيب از  مي باشد، dه خطب

است؟ آيا مي توان گفت جهت حركت در بازتاب اين نقاط چگونه . جهت حركت عقربه هاي ساعت است

  ب محوري ، جهت شكل را حفظ مي كند؟بازتا

  

  

  

  

  

  

  

  

  

d 

A B 

C 

d 

A 

B 

C 

D 
B′ 

A′ 

C′ 

D′ 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 9ي صفحه

QTPT قطر ها وQS وPR در شكل روبرو  :8تمرين STRT و=  ثابت كنيد . =
∆∆

≅ QPRPQS.   

  

  

  

  

QTPT چون:حل  STRT و=  پس مثلث هاي =

PTQ و STRمتساوي الساقين به رأس T هستند، در 

يعني .ي رأس عمود منصف قاعده است نتيجه نيمساز زاويه

لذا تحت اين .  استSR و PQ عمود منصفKHخط

  محور

PQ QP         و      → RS         و      → →  

RPSQدر نتيجه  RQSP و→ QPPQ و→ ازتاب طول پاره خط ها ثابت مي  و چون تحت ب→

  . به حالت تساوي سه ضلع همنهشت هستندPQS و QPRماند، پس دو مثلث 

***  

  ويژگي هاي بازتاب محوري

  .استطولپا بازتاب محوري طول پاره خط ها را حفظ مي كند، پس : الف 

  .حفظ نمي كندبازتاب محوري شيب خط را الزاماً : ب 

  .بازتاب محوري جهت شكل را حفظ نمي كند: ج 

***  

  

  

  

P Q 

S 

T 

R 

P Q 

S 

T 

R 

H 

K 



 جابر عامري: تهيه كننده ...................................... ...............................2هندسهآموزش 

 10ي صفحه

  بازتاب مركزي: ب 

به اين دو نقطه متمايز باشند، يا نباشند كه، ن با توجه به اينقطه اي ديگر، يك نقطه نسبت به يك ببازتا

  .صورت هاي زير تعريف مي كنند

 گويند، Oي نسبت به نقطهAي را بازتاب نقطه′Aينقطه

AA نقطه ي وسط پاره خط Oيهرگاه نقطه   . باشد′

  . منطبق مي باشدO بر′A منطبق باشد، بازتاب آن نيزOي بر نقطهAياگر نقطه

AA وسط پاره خطOي، همانطور كه در تعريف اشاره شد، نقطهدر چنين حالتي  خواهد بود و آن را مركز ′

  .يا مركز تقارن مي نامند) ي بازتابنقطه( بازتاب 

غير منطبق   وOي نسبت به نقطهAاي مانند ضح است كه براي رسم بازتاب نقطه با توجه به اين تعريف وا

ي  به اندازهOي وصل مي كنيم و پاره خط بدست آمده را از سمت نقطهOي بر نقطهAي ، از نقطهبر آن 

  . به دست آيد′Aخودش امتداد مي دهيم تا

براي رسم بازتاب يك چندضلعي يا هر شكل نسبت به 

يك نقطه، كافي است ، بازتاب هر يك از نقاط آن شكل 

  .را تعيين كنيم، تا بازتاب چندضلعي حاصل شود

  

  . استطولپا بازتاب مركزي :قضيه 

 را در مقابلبراي اين كار ، حالت . ثابت كنيم كه بازتاب، طول پاره خط ها را ثابت نگه مي دارد بايد :اثبات 

  .نظر مي گيريم

AOOAدر اين حالت،  BOOBو =′ ، همچنين زاويه هاي =′

AOB وBOA لذا دو  .ودن مساويند به دليل متقابل به رأس ب′′

BOAو AOBمثلث ي بين آنها  به دليل تساوي دوضلع و زاويه′′

BAABلذا . همنهشت هستند ′′=  

***  
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 11ي صفحه

  .شيب خط را حفظ مي كند،  بازتاب مركزي :قضيه 

ث با توجه به شكل مقابل، به دليل همنهشت بودن مثل          :اثبات  

BOAو AOBهاي   : مي توان نتيجه گرفت كه′′

OBAABO BAOOAB و∠=∠′′  لذا طبق ∠=∠′′

BAABي خطوط موازي نتيجه مي شود كهعكس قضيه ′′|| 

  .و لذا اين دو خط شيب مساوي دارند

آيا بازتاب مركزي جهت . ي دلخواه رسم كنيدب آن را نسبت به يك نقطه يك چهارضلعي و بازتا:تمرين 

  شكل را حفظ مي كند؟ چرا؟

 با توجه به شكل مقابل، معلوم است كه :حل

  .بازتاب مركزي جهت شكل را حفظ مي كند

  

  

  

  .رسم كنيد شده، مشخ يا خط نسبت به نقطه داده شده را بازتاب شكلدر هر مورد، : تمرين 

  

  

  

  

  ژگي هاي بازتاب مركزيوي

  .استپاره خط ها را حفظ مي كند، پس طولپا بازتاب مركزي طول : الف 

  .بازتاب مركزي شيب خط را حفظ مي كند: ب 

  .بازتاب مركزي جهت شكل را حفظ مي كند: ج 

***  
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 12ي صفحه

  انتقال : پ 

v تحت بردارAيي نقطه را انتقال يافته′Aينقطه
r

AA گويند، هرگاه دو بردار v و′
r

، هم جهت اندازه هم 

  .و موازي باشند

vAA
r=′  

اط ي هر يك از نقكافي است، انتقال يافته)  هر شكلو به طور كلي(ي يك چندضلعي براي رسم انتقال يافته

  . آن شكل را تحت يك بردار تعيين كنيم

  

  

  

  . استطولپا انتقال :قضيه 

براي اثبات اين قضيه، حالت هاي . قال، طول پاره خط ها را ثابت نگه مي داردت بايد ثابت كنيم كه ان:اثبات 

vمختلف يك پاره خط را نسبت به بردار انتقال يعني
r

 در هر حالت نشان دهيم كه  را در نظر مي گيريم و

  .ي تصوير آن برابر استي پاره خط با اندازهاندازه

v با بردارAB پاره خط:حالت اول 
r

  . موازي نباشد

BBAAدر اين حالت دو ضلع مقابل چهارضلعي AA يعني′′ ′ 

BBو لذا چهارضلعي متوازي الاضلاع است،  مساويند،موازي و  ′

ABBAپس  =′′  

v با بردارAB پاره خط :مودحالت 
r

  . موازي باشد

ABv حالتصورت دو در اين  <r يا ABv >r به كمك مجموع يا تفاضل پاره خط . ميدر نظر مي گير را

ABBAها در هر دو حالت به دست مي آوريم =′′  

  

  

BAABABBAABABBBAA ′′=→′+′′=′+→′=′  

v
r
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 13ي صفحه

  

  

  

BAABBAABBAABBBAA ′′=→′−′′=′−→′=′  

  . انتقال شيب پاره خط را ثابت نگه مي دارد:قضيه 

  .ريمي قبل را در نظر مي گيحالت هاي مربوط به قضيه: اثبات 

ABBAپس .  چون چهارضلعي حاصل متوازي الاضلاع است:در حالت اول   پس شيب هاي دو خط ′′||

AB و BA   . برابر است′′

BA وAB چون خطوط :در حالت دوم    .س شيب مساوي دارند در يك راستا هستند، پ′′

  .شكل روبرو را در نظر بگيريد : 11تمرين 

vي تصوير داده شده ، تحت انتقالانتقال يافته: الف 
r

  . را رسم كنيد

هايي كه هر نقطه را به تصويرش نظير توضيح دهيد كه در اين تصوير ، پاره خط: ب 

  مي كنند، نسبت به هم چه وضعيتي دارند؟

  آيا اين تبديل ، موقعيت شكل اوليه را حفظ مي كند؟: ج 

  ي بين خطوط چطور؟ي پاره خط ها و شيب آنها را حفظ مي كند؟ زاويهآيا اين تبديل اندازه: د 

CBAز آن قـرار دارد و مثلـث        ا mي و به فاصله   2d به موازات  1d در شكل زير،    :12تمرين  بازتـاب   ′′′

CBAبازتـاب مثلـث    . اسـت  1dنسبت بـه خـط    ABCمثلث  رسـم كنيـد و آن       2d را نـسبت بـه خـط       ′′′

CBAرا   . بناميد ′′′′′′

mAAنشان دهيد،: الف 2=′′  

BBياندازه: ب  CC و′′    چقدر است؟′′

CBAبا چه تبديلي مي توان مثلث: ج   را ′′′′′′

   دانست؟ چه نتيجه اي مي گيريد؟  ABCتصوير
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 14ي صفحه

 مــساوي و موازينــد، ثابــت كنيــد CFوBEو  AD در شــكل مقابــل، پــاره خــط هــاي  :13تمــرين

∆∆
≅ DEFABC  

  : مي توان AD تحت يك بردار انتقال مانند بردار :حل 

FC EB     و   → DA       و    → →  

ــذا  ــرد و ل ــق ك DEAB منطب DFAC و→ → 

EFBCو  و چون تحت انتقال طول پاره خـط هـا    →

  بـه  DEF وABCثابت  مـي مانـد، پـس دو مثلـث        

  . دحالت تساوي سه ضلع همنهشت مي باشن

***  

  ويژگي هاي انتقال

  . استطولپاانتقال طول پاره خط را حفظ مي كند، پس  . 1

  .انتقال شيب خط را حفظ مي كند . 2

  .انتقال جهت شكل را حفظ مي كند . 3

ي تصويرش تحت يك انتقال نظير مي سازند، داراي طول هاي مساوي بردار هايي كه هر نقطه را به نقطه . 4

  .)اين بردار ها موازي، هم اندازه و هم جهت هستند. ( و جهت يكسان هستند

  

***  
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 15ي صفحه

  دوران: ت 

،كافي αيي زاويه و به اندازهOدر سال هاي گذشته ديديد كه براي دوران دادن هر شكل به مركز دوران

سپس در جهت خواسته .  وصل مي كنيمO را به مركز دوران يعنيPياست، هر نقطه از شكل، مثل نقطه

 جدا مي OPي رسم و روي ضلع ديگر اين زاويه پاره خطي به اندازهα زاويه اي برابرOPشده به كمك

  . به دست آيد′Pيكنيم، تا نقطه

  

  

  

  

  .بر اين اساس، مي توان تعريف زير را براي دوران بيان كرد

، تبديلي از صفحه αي و زاويهOي ثابتبه مركز نقطهRدوران

  . باشد، داريمAي نقطهتصوير ′Aاست كه در آن اگر

α=′∠ AAO و  AOOA ′=  

با توجه به جهت چرخش زاويه ، مي توان دوران در جهت حركت              

  .عقربه هاي ساعت يا خلاف آن در نظر گرفت
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 16ي صفحه

  .پا استل دوران، تبديل طو:قضيه

  .تلف را در نظر مي گيريمات اين قضيه، حالت هاي مخببراي اث

ي ي دوران از زاويهن واقع نباشد و زاويهآ و امتداد AB بر پاره خطO مركز دوران يعني:حالت اول

AOBبيشتر باشد .  

  :در اين حالت با توجه به شكل مي توان نوشت

α=+=+ 3221 OOOO  

31پس  مي توان مدعي شد كه  OO =  

BAO و OABلذا دو مثلث     - به حالت تساوي دوضلع و زاويه  ′′

  :پس خواهيم داشت. ي بين آنها، همنهشت هستند

ABBA =′′  

  

 و امتداد آن واقع نباشد AB بر پاره خطO مركز دوران يعني:حالت دوم 

به طور مشابه حالت قبل .  كمتر باشدAOBي ي دوران از زاويهولي و زاويه

ABBAمي توان  نتيجه گرفت  =′′  

  

  . واقع باشدAB بر پاره خطO مركز دوران يعني:حالت سوم 

BAABBOAOOBOA
BOOB

AOOA
′′=→′+′=+→





′=
′= +
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 17ي صفحه

در حالت به راحتي معلوم است كه .  واقع باشدAB بر امتداد پاره خطO مركز دوران يعني:حالت چهارم 

  .حكم برقرار است

BAABBOAOOBOA
BOOB

AOOA
′′=→′−′=−→





′=
′= −

  

  

 درجه در جهت حركت عقربه هاي 90ي و به اندازهO را حول مركزABCهيم، مثلث مي خوا :14تمرين

 Bو Aاطقكه گفته شد نبه ترتيبي ، ساعت دوران دهيم

  .را دوران داده ايم

 را پيدا و شكل را Cيبه همين ترتيب تصوير نقطه: الف 

  .كامل كنيد

 كند؟ ليه را حفظ ميآيا اين تبديل، موقعيت شكل او: ب 

  ي پاره خط ها چطور؟اندازه

  آيا در اين تبديل، شيب پاره خط اوليه با شيب پاره خط تصوير آن برابر است؟: پ 

  ن، شيب خط را حفظ مي كند؟آه دوران تحت ي دوران را طوري تعيين كنيد ك، زاويهآيا مي توانيد: ت 

 درجه، در 120ي شكل مقابل را با زاويهي دوران يافته :15تمرين

  . را رسم كنيدجهت خلاف حركت عقربه هاي ساعت

  

  :حل 
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 18ي صفحه

CBAمثلث. يكديگر را قطع كرده اند θي با زاويه2d و1d در شكل زير،:16تمرين   بازتاب ′′′

CBAبازتاب مثلث. است 1d نسبت به خطABCمثلث  رسم كنيد و آن را 2dرا نسبت به خط ′′′

CBA   . بناميد′′′′′′

∠′′=θ2 دهيد،نشان: الف AAO  

BBOي زاويه هاي اندازه: ب  CCO و′′    چقدر است؟′′

CBAبا چه تبديلي مي توان مثلث: ج     دانست؟ چه نتيجه اي مي گيريد؟  ABC را تصوير′′′′′′

  

  

  

  

  

 باشند، ثابت كنيد، θي و زاويهO به مركزB وAي نقاطبه ترتيب دوران يافته′B و′A اگر:17تمرين

AAعمود منصف هاي دو پاره خط غير موازي BB و′   . همديگر را در مركز دوران قطع مي كنند′

AAOمثلث هاي :حل  BBO و′  متساوي ′

لذا عمود منصف هاي قاعده . الساقين مي باشند

چون اين دو . هاي آنها از رأس مقابل مي گذرد

مثلث رأس مشترك دارند، پس عمود منصف ها 

  . كه مركز دوران است مي گذرندOاز

 به همان Hيي نقطهپس دوران يافته. ي زاويه را ثابت نگه مي دارد و طول پا استچون دوران طول اندازه

ي دوران  مذكور برابر زاويهيي بين عمود منصف هالذا زاويه.  مي شودKيي دوران، نقطهمركز و زاويه

  .است

ي آن معلوم باشند، توضيح دهيد، چگونه مي توان مركز دوران و  اگر يك پاره خط و دوران يافته:18تمرين

  ي دوران را تعيين كرد؟زاويه
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 19ي صفحه

ي متناظر آنها از شكل ديگر به هم كافي است دو نقطه از يك شكل را به دو نقطه مطابق تمرين قبل :حل 

 محل تلاقي عمود .را تعيين كنيمي بدست آمده ها ده و محل تقاطع عمود منصف هاي پاره خطوصل كر

  .ي دوران استي زاويهي بين آنها برابر اندازهمنصف ها مركز دوران و زاويه

  . با توجه به شكل هاي زير مركز دوران را تعيين كنيد: 19تمرين

  

  

  

  

كافي است دو نقطه از يك شكل : حل 

دو نقطه ي متناظر آنها از شكل را به 

ديگر به هم وصل كرده و محل تقاطع 

عمود منصف هاي پاره خط ها را تعيين 

ي مركز دوران بدينوسيله نقطه. كنيم

  . بدست مي آيد

  

  كهثابت كنيد .  متساوي الاضلاع هستندزير در شكل ECD و ABC مثلث هاي  :20تمرين

BEAD   o60=∠AFB و =
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 20ي صفحه

CBCAچون : حل o و=
60=∠BCA همچنين چون CDCE o و=

60=∠ECD . پس مي

ي  را مركز دوران و زاويهC يتوان نقطه

o
60=∠αي دوران در نظر گرفت را زاويه .

 دوران يافته ي ACDدر اين صورت مثلث 

 درجه حول 60 تحت دوران BCEمثلث 

ADBEبنابراين  . مي باشدCينقطه → 

( ي دوران ي بين خط و تصويرش با زاويه خط حفظ مي شود و زاويهبا توجه به اينكه در دوران طول پاره. 

BEAD: بنابراين . برابر است) قدرمطلق دوران    o60=∠AFB و =

***  

  ويژگي هاي دوران

  . استطولپادوران طول پاره خط ها را حفظ مي كند، پس يك : الف 

  .فظ نمي كنددوران شيب خط را الزاماً ح: ب 

  .دوران جهت شكل را حفظ مي كند: ج 

  .دوران مركز دوران را تغيير نمي دهد:  د 

***  

  تركيب تبديل ها

F را بهFاگر توسط يك تبديل، شكل F و سپس توسط تبديل ديگري شكل′ ′ 

Fرا به F راFگاهي مي توان تبديلي تعريف كرد كه مستقيماً. تصوير نماييم′′ ′′ 

تركيب ، مي نامند و اين عمل را تبديل مركباين تبديل را . تصوير مي كند

  : مي توان گفت كه  داشتيم، قبلاً كهييبر اساس تمرين ها.  مي گويندتبديل ها

  .  دو بازتاب محوري ، با محور هاي موازي، يك انتقال استتركيب  : 1

  .تركيب دو بازتاب محوري ، با محور هاي غير موازي، يك دوران است : 2

  .تركيب دو بازتاب محوري ، با محور هاي عمود بر هم، يك بازتاب مركزي است : 3

F 
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 21ي صفحه

  .ي صحيح به دست آيد جاي خالي را طوري كامل كنيد كه گزاره :21تمرين

  .  استOبه مركز..................  درجه، يك 180ي و زاويهOدوران به مركز: الف 

  .است..................  درجه، يك تبديل 360ي و زاويهOدوران به مركز :ب 

  .است.............. ي يك خط راست، يك  تبديل يافتهدر بازتاب محوري ، : پ

  .است.. ...............ي تركيب دو بازتاب با محورهاي موازي ، يك نتيجه : ت

  .جهت شكل را حفظ نمي كند... ..........بازتاب : ث 

  . ثابت كنيد كه تركيب دو انتقال يك انتقال است :22تمرين 

***  

را تحت بازتاب نسبت به  Aيتصوير نقطه.  قرار داردd از خط62ي به فاصلهAينقطه  :23تمرين

-  درجه دوران مي دهيم تا نقطه120ي به اندازه′Aي را حول نقطهAينقطه.  مي ناميم′Aي، نقطهdخط

Aي AAطول.  حاصل شود′′   . را محاسبه كنيد′′

  :حل 

طبق ويژگي هاي دوران واضح است 

′′′=′=64كه AAAA  

HAAي قائم الزاويهدر مثلث از طرفي  مي توان ′′′

60120180نوشت =−=′′′∠ HAAدر  و  درجه

∠′′′=30نتيجه HAA6264 لذا.   مي باشد
2

1

2

1 ==′′′=′ )(AAHA  

HAAهمچنين در مثلث   : داريم ′′′

182
642

3
60 =′′→

′′
=→

′′′
′′

= HA
HA

AA

HA
sin  

HAAيي فيثاغورس را در مثلث قائم الزاويهاكنون رابطه   . را بكار مي گيريم′′

222666264222 18266 )()( +=′′ →′′+=′′ =+= AAHAAHAA AH
  

2122144288288722162 =×==′′′→=+=′′→ AAAA  

A A′ 

A ′′ 

o120 

H 

d 
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 22ي صفحه

 Oي و نقطهAA′=16اگر.  استl در بازتاب نسبت به خطAي تصوير نقطه′Aينقطه  :24تمرين

AO از خطAيي نقطه باشد، فاصلهOA=10 وlي خطرو   قدر است؟چ ′

  

  AO′=10طبق ويژگي بازتاب محوري واضح است كه : حل 

  

  

  :مي توان نوشتOADي فيثاغورس در مثلث طبق قضيهاز طرفي 

610064 2222 =→=+→=+ ODODOAODAD  

AOAاكنون مساحت مثلث    . را به دوشكل زير محاسبه مي كنيم′

48166
2

1

2

1 ==′×=′ ))((AAODS AOA  

AHAHAOAHS AOA 510
2

1

2

1 =×=′×=′ )(  

485لذا =AH يعني 
5

48=AH  

***  
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 23ي صفحه

  تجانس: ث 

ي همه متشابه ديديد كه طول پاره خط ها الزاماً با هم يكسان نيستند، اما با يك نسبت اندازهدر شكل هاي 

در تجانس ابعاد . ساده ترين تبديل از اين نوع را تجانس مي نامند. ي پاره خط ها بزرگتر يا كوچكتر شده اند

  .مي نامند) ياسقم( شكل به يك نسبت ثابت بزرگ يا كوچك مي شوند، اين نسبت را نسبت تجانس 

Mي يك عدد حقيقي باشد، نقطهo≠k نقطه اي ثابت در صفحه وOي اگر نقطه:تعريف   را مجانس ′

  .شرط زير برقرار باشد گوييم، هر گاه سه k و نسبت تجانسO در تجانس به مركز Mينقطه

M وM وOيسه نقطه: الف    . روي يك خط راست باشند′

OMkMO: ب  ×=′ ||  

M مثبت باشد،kاگر: ج  M وM و نقاطOMوي نيم خط ر′   . قرار دارندOي در يك طرف نقطه′

M وM بين نقاطOينقطه  منفي باشد،kو اگر   . قرار مي گيرد′

  . باشدk=2 فرض كنيم كه :مثال  

  

  

  . باشدk=−2 فرض كنيم كه :مثال  

  

  

 فرض كنيم كه :مثال  
2

1=kباشد .  

  

  

 فرض كنيم كه :مثال  
2

1−=kباشد .  

  

  

O M ′ M 

OMMO 2=′ 

O M ′ M 

OMMO 2=′ 

O M ′ M 

OMMO
2

1=′ 

O M ′ M 

OMMO
2

1=′ 
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 24ي صفحه

 O به Mي ، ابتدا از نقطهk و نسبتO به مركزMتعيين تصوير نقطه اي مانندبر اين اساس ، براي 

Mي ، نقطهنآ  و مثبت يا منفي بودنkسپس با توجه به مقدار. وصل مي كنيم  را چنان تعيين مي كنيم ′

OMkMO بوده وM وOكه در راستاي نقاط   .  باشد′=||

  .شده رسم كنيد و نسبت داده O در هر مورد تصوير شكل داده شده، را تحت تجانس به مركز :25تمرين

  

  

  

  

  .سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد

   آيا تجانس طول پا است؟ چرا؟ : الف

  نسبت تجانس، چقدر باشد كه تجانس طول پا شود؟  : ب

   تغيير مي كنند؟ kي اضلاع به نسبتاندازهثابت كنيد، در هر تجانس،  : ج

   تغيير مي كنند؟ 2k به نسبتر شكلثابت كنيد، در هر تجانس، مساحت ه : د

  . تجانس شيب خط را حفظ مي كند:قضيه 

  .حال دو حالت اتفاق مي افتد. نسبت تجانس باشد k<0 مركز وOيفرض كنيم نقطه: اثبات 

  .شداب AB روي خط Oينقطه: الف 

 واقع مي AB روي خطB وAمجانس هاي نقاطبه ترتيب  ′B و′Aدر اين حالت، بديهي است كه نقاط

BAبنابر اين. شوند   . واقع است و شيب خط تغييري نمي كندABر  ب′′

  

  

  .نباشد AB روي خط Oينقطه : ب

  :طبق تعريف داريم. باشندBو Aمجانس هاي نقاطبه ترتيب ′B و′Aدر اين صورت اگر نقاط

AO

OA

BO

OB

OB

OA

BO

AO

OBk

OAk

BO

AO

OBkBO

OAkAO

′
=

′
→=

′
′

→
×
×=

′
′

→




×=′
×=′

  

O 

 )A:) 2=k شكل

 

(: Bشكل 
2

1
−=k( 

O 

B′ A A′ B 
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 25ي صفحه

BAABي عكس تالس مي توان نتيجه گرفت كهپس طبق قضيه ′′||  

  

  

  

  

  .در اينجا نيز دو حالت داريم.  ثابت مي كنيمk>0اكنون اين موضوع را براي وقتي كه 

  .باشد AB روي خط Oينقطه: الف 

 واقع مي AB روي خطB وAمجانس هاي نقاطبه ترتيب  ′B و′Aدر اين حالت، بديهي است كه نقاط

BAبنابراين. شوند   . واقع است و شيب خط تغييري نمي كندAB بر ′′

  

  

  .نباشد AB روي خط Oينقطه : ب

  :طبق تعريف داريم. باشندBو A مجانس هاي نقاطبه ترتيب ′B و′Aدر اين صورت اگر نقاط

AO

OA

BO

OB

OB

OA

BO

AO

OBk

OAk

BO

AO

OBkBO

OAkAO

′
=

′
→=

′
′

→
×−
×−=

′
′

→




×−=′
×−=′

  

BAABي عكس تالس مي توان نتيجه گرفت كهپس طبق قضيه ′′||  

  

  

  

  

  

***  
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 26ي صفحه

  .ي زاويه ها را حفظ مي كند تجانس اندازه:قضيه 

چون تجانس شيب خط را حفظ مي كند، . نسبت تجانس باشد k مركز وOينقطهفرض كنيم كه : اثبات 

BAAB:     لذا با توجه به زير مي توان نوشت CBBC و ||′′ ′′||  

  : داريم در هر يك از حالت هاي زيري خطوط موازيبنابراين با توجه به قضيه

  . دو حالت زير وجود داردk<0راگ: لف ا

  

  

  

  

  

  

CBAABCBBBB
BBCBBC

BBBAAB
′′′∠=∠→′∠+′∠=∠+∠→





′∠=∠→′′
′∠=∠→′′

2121
22

11

||

||
  

  . دو حالت زير وجود داردk>0اگر: ب 

  

  

  

  

  

  

CBAABCBBBB
BBCBBC

BBBAAB
′′′∠=∠→′∠+′∠=∠+∠→





′∠=∠→′′
′∠=∠→′′

2121
22

11

||

||
  

CBAABCBBBB
BBCBBC

BBBAAB
′′′∠=∠→′∠−′∠=∠−∠→





′∠=∠→′′
′∠=∠→′′

1212
22

11

||

||
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A′ 
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1 1 
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B′ 
2 

2 

1 

1 

O 

A 

A′ C 

C′ 

B B′ 2 
2 1 

1 
O 

A 

A′ 

C 

C′ 

B 

B′ 
2 

2 

1 

1 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 27ي صفحه

||خط،ي تصوير هر پاره اندازه ،kت نشان دهيد كه براي هر تجانس به نسب :26تمرين k ي ، اندازهبرابر

ABkBA به عبارتي ديگر .آن پاره خط است ×=′′ ||  

  :حل 

  

  

  

  

  

BAAB
BO

OB

AO

OA

OB

BO

OA

AO

k
OB

BO

k
OA

AO

OBkBO

OAkAO
′′→

′
=

′
→

′
=

′
→









=
′

=
′

→




=′
=′

||
||

||

||

||
  

  :ي كلي تالس داريملذا طبق قضيه

  

ABkBAk
BA

AB

BO

OB

AO

OA

BA

AB k
BO

OB

AO

OA

×=′′→=
′′

 →
′

=
′

=
′′

→
=

′
=

′ ||||
||

  

  

  ،به عبارتي ديگر . متشابهندند كه هر چندضلعي و مجانس آ نشان دهي:27تمرين

 n از1Aو2Aو3Aو... وnA ضلعي، به ترتيب مجانس نقاطn رئوس يك′1Aو′2Aو′3Aو... و′nAاگر

  .  ضلعي، متشابهندnدر اين صورت اين دو.ضلعي ديگر باشند

  :حل 

nn

nnnn

AAAAAAAA

AAAA

AAAA

AAAA

......

||

......

||

||

321321
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 28ي صفحه

ي يك مثال، نشان دهيد  با ارائه :28تمرين

  .اً متجانس نيستندكه دو شكل متشابه، الزام

با توجه به شكل زير ، دو : حل 

DCBAوABCDمربع  متشابهند، ولي ′′′′

  .متجانس نيستند

  

  

  

  .، نظير به نظير موازي باشند آنها هر دو شكل متشابه، الزاماً متجانس نيستند، مگر اينكه اضلاع:توجه 

),(ي دايره:29تمرين ROCي و نقطهMمجانس اين دايره، نسبت  . خارج اين دايره را در نظر بگيريد

  . در هر يك از حالت هاي زير را رسم كنيدMبه

) ج                                k=−2) ب                           k=2)الف
2

1=k  

  : حل 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

B′ 

A 

A′ 
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D′ 
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D 

C 
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M O′ 
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 29ي صفحه

  ويژگي هاي تجانس

  .جهت شكل را حفظ مي كندتجانس : الف 

  .تجانس شيب خط را حفظ مي كند: ب 

  .تحت تجانس مركز تجانس ثابت مي ماند: ج 

AAيعني خطوط( خط هايي كه نقطه هاي نظير تحت يك تجانس: د  BBو ′  را به هم وصل مي ...) و ′

  .كنند، در مركز تجانس همرسند

  .هر دو شكل مجانس متشابهند، ولي عكس آن ممكن است درست نباشد: هـ 

پس در حالت  . تغيير مي دهدk طول پاره خط را به نسبت k=−1و k=1تجانس به جز در حالت : و 

  . نيستطولپاكلي 

  . تغيير مي دهد2k مساحت را به نسبت k=−1و k=1تجانس به جز در حالت : ز 

  k و نسبت O در تجانس به مركز :1 توجه

  . مي نامندتجانس مستقيم تجانس را ، k<0اگر 

  . مي نامندتجانس معكوس تجانس را ، k>0اگر 

||>1اگر  k مي نامندانقباضمي شود و آن را ..................  تصوير شكل .  

||<1اگر  k، مي نامندانبساط مي شود و آن را  .................. تصوير شكل .  

  .، همان بازتاب مركزي است -1 تجانس به نسبت : 2توجه

  .درستي يا نادرستي هر عبارت را داخل جدول مشخص كنيد : 31تمرين

  تبديل

  طول پاره خط

  را حفظ 

  .مي كند

  ي زاويهاندازه

  را حفظ 

  .مي كند

  شيب خط

  را حفظ 

  .مي كند

  لجهت شك

  را حفظ 

  .مي كند

مساحت شكل 

  را حفظ 

  .مي كند

  درست  نادرست  نادرست  درست  درست  بازتاب محوري

  درست  درست  درست  درست  درست  بازتاب مركزي

  درست  درست  درست  درست  درست  انتقال

  درست  درست  نادرست  درست  درست  دوران

  نادرست  درست  درست  درست  نادرست  تجانس
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 30ي صفحه

  )براي مطالعه( .يك خط راست است ،ي هر خط راستيل يافته ثابت كنيد كه تبد: 32تمرين

در ابتدا ، اين مطلب را مطرح كرده ايم، در اينجا مي خواهيم، موضوع را براي هر يك از تبديلات ، به صورت 

  .جداگانه ثابت كنيم

  بازتاب محوري: الف 

 1Lاز خط B وAيقرينه هاي دو نقطه′B و′Aدر صفحه و نقاط 1L وdاگر دو خط ناموازي: اثبات 

BA وAB باشند، خط هايdنسبت به خط   :زيرا كه .  قطع مي كنندO را در نقطه اي مانندd خط′′

BBAA ′′ =1    و    ||
′

=
′ BH

HB

AH

AH
  

  2L فرود آورده و امتداد مي دهيم، تا خطdرا بر خط CK عمود1L رويCي دلخواهاكنون از نقطه

BAيعني امتداد   : قطع كند′Cي را در نقطه′′

CKCK =′→1=
′

=
′ AH

AH

CK

CK
   

برعكس مي تـوان ديـد كـه هـر         .  واقع است  2L بر خط  d نسبت به محور   1Lي هر نقطه از خط    يعني قرينه 

  . استd نسبت به خط1Lبازتاب2Lپس .  است1L ازDي نقطه اي مانند قرينه2L از′D مانندنقطه

  )چرا؟( نيز موازي آن است؟ 2L موازي محور تقارن باشد،1Lدر حالتي كه خط

  

  

  

  

  

  

***  
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 31ي صفحه

  بازتاب مركزي: ب 

قرينه هاي دو ′B و′Aاگر نقاط.  را در نظر مي گيريم1L به عنوان مركز تجانس و خطOينقطه: اثبات 

BOA وAOBدر اين صورت دو مثلث  باشند، Oينقطه نسبت به 1L از خطB وAينقطه به حالت  ′′

 و BAOدر اين صورت زاويه هاي. ي بين همنهشت هستنددو ضلع و زاويه

OABزاويه هاي   .  مساويند′′

BA وABم مي كنيم كه دو خط سخط ديگري ر  اكنون   .  را قطـع مـي كنـد   ′′

ــث  ــون دو مثلــ COA وAOCچــ ــستند، ′′ ــشت هــ ــرا؟( همنهــ  ).چــ

COOCپس -نقطـه نسبت به    1L روي Cي دلخواه نقطهي   يعني قرينه  =′

  .  است′Cينقطه Oي

  انتقال: پ 

v و بردار انتقالdخط راست: اثبات 
r

Mياگر دو نقطه. را در نظر مي گيريم N و′   به ترتيب انتقال يافته′

v در انتقال به بردارd از خطN وMهاي
r

پس .  باشند

vMMNN
r

|||| MNMN در نتيجه چهارضلعي ′′ ′′′ 

NMاز اين رو. متوازي الاضلاع است اوي و موازي مس ′′

d خواهد بود و خطMNبا  Mي كه بوسيله′ N و′ ′ 

 مي باشد dمشخص مي شود، خطي راست موازي با خط

vبه بردار در انتقال dي خطكه انتقال يافته
r

d كه روي خط′Pزيرا اگر از هر نقطه مانند.  است  اختيار ′

vكنيم، پاره خطي موازي و مساوي
r

در غير . مي شود واقع d روي خطPي، نقطه′PP رسم كنيم، مانند

PPMMاين صورت از متوازي الاضلاع d دو خط به موازاتMي نتيجه مي شود كه از نقطه′′  رسم ′

-متناظر با نقطه ′P واقع شده وdوي خط رPدر نتيجه. شده است كه اين هم خلاف اصل اقليدس است

  .  در اين انتقال استPي

***  
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 32ي صفحه

  دوران: ت 

 ′B و′Aنقاط. ر مي گيريمي دوران در نظ را به عنوان زاويهαي به عنوان مركز و زاويهOينقطه: اثبات 

ي دوران   به مركز و زاويهB وAيي هاي دو نقطهدوران يافته

AAOدر اين صورت زاويه هاي،باشند BBOو′  بر هم ′

 در نظر بگيريم 1L روي خطCي دلخواهحال اگر نقطه. منطبقند

.  به دست آيد′Cي، تا نقطهو به همين زاويه و مركز دوران دهيم

AAOق بر زاويه هايب و منطα=′CCOدر اين صورت ′   

BBOو   .خواهد بود2Lي از خط نقطه1L  مي باشند لذا دوران هر نقطه از خط′

***  

  تجانس: ث 

Mينقطه.  را در نظر مي گيريمd و خطk و نسبتOتجانس به مركز  از M مجانس يك نقطه مانند′

Mياز نقطه.  را در اين تجانس تعيين مي كنيمdخط d خط ′  Nينقطه.  رسم مي كنيمd را موازي ′

d را رسم مي كنيم، تا خطON را در نظر گرفته و نيم خطdاز  Nي  را در نقطه′ با توجه به .  قطع كند′

Mاينكه MNNM است و با توجه به اينكهk و نسبت تجانسOركز در تجانس به مM مجانس′ ||′′ 

  .داريم

k
OM

MO

ON

NO =
′

=
′

  

  لذا 

ONkNO ×=′  

Nيعني  بر خط dمعني آن است مجانس هر نقطه از خطاين موضوع به .  مي باشدNيمجانس نقطه ′

d dبه سادگي مي توان گفت كه، مجانس هر نقطه از خط.  واقع است′ dلذا خط.   واقع استd بر خط′ ′ 

  . استdمجانس
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   : ي ثابت تبديلنقطه

ي آن بر خود آن نقطه منطبق مي شود، در هر تبديل، نقطه اي كه تبديل يافته

براي مثال بازتاب هر نقطه روي خط، همان . ي ثابت تبديل مي نامندرا نقطه

  .ثابت هستند نقاط B وAدر شكل مقابل نقاط . نقطه است

  

  .ي ثابت داردلذا بازتاب مركزي فقط يك نقطه. در بازتاب مركزي ، مركز بازتاب بر خودش منطبق است

***  

هر سپس تعيين كنيد كه .  را رسم نماييدdدر هر مورد بازتاب شكل داده شده را نسبت به خط : 33تمرين

  .ا مشخص كنيدآنها ر. ي ثابت داردتبديل چند نقطه

  

  

  

 بازتاب هر نقطه روي خط، همان نقطه است، بنابراين، بازتاب پاره خط منطبق بر يك خط، نسبت به :توجه 

  .ي ثابت داردهمان خط بي شمار نقطه

  

  . جاي خالي را كامل كنيد :34تمرين 

. روي آن خط استي ي تمام نقاط روي خط، نقطه ا در هر بازتاب نسبت به يك خط، تبديل يافته:الف 

  .وجود دارد.................... ي  بي شمار نقطهيبازتابچنين بنابراين در 

  .تبديل است....... ي در حالتي كه مركز تجانس روي يك رأس يك چند ضلعي باشد، آن رأس نقطه: ب 

  را؟ توضيح دهيد كه در هر يك از تبديل هاي زير، آيا مي توان نقاط ثابت داشت؟ چ :35تمرين

  تجانس غير هماني: دوران غير هماني                    ج : انتقال غير هماني                  ب : الف 

  :حل 

  .ي ثابتي وجود ندارددر انتقال غير هماني، هيچ نقطه: الف 

d d d 

 )پ(  )ب(  )الف( 

A 

B 

C 

D 

C′ 

D′ 

d A B 
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ي در دوران غير هماني، اگر يكي از نقاط شكل اصلي به عنوان مركز دوران تعريف شده باشد، آن نقطه: ب 

  .ثابت تبديل است

در تجانس غير هماني، اگر يكي از نقاط شكل اصلي به عنوان مركز تجانس تعريف شود، همان نقطه يك : ج 

  .ي ثابت تبديل استنقطه

  .چنان بيابيد كه شرايط زير را داشته باشدAو BبينPينقطه.  داده شده استABپاره خط : 36تمرين

  . باشدPي نقطه1d نسبت به خطAيبازتاب نقطه: الف 

  .باشدBي نقطه2d نسبت به خطPيبازتاب نقطه: ب 

.  انخاب مي كنيمAB را به دلخواه روي پاره خطPي را ابتدا نقطه: حل

 را رسمي مي كنيم و PB و   APسپس عمود منصف هاي دو پاره خط        

بدين شكل شـرايط داده     .  نامگذاري مي كنيم   2d و   1dآنها را به ترتيب     

  . شرايط مسئله را داردPيشده در مسئله فراهم مي شوند يعني نقطه

  . بيشمار جواب داردذا مسئله ل.  است AB نقطه ي دلخوهاي از پاره خطPيچون نقطه :توجه 

***  

  : تمرين براي حل 

 d را نسبت به خـط     Fابتدا بازتاب شكل  .  شكل زير را در نظر بگيريد       :37

Fرسم نموده و آن را  Fسپس بازتاب مركزي شكل′ -ه را نـسبت بـه نقط ـ  ′

  . رسم كنيدOي

  

 و سپس تجانس شكل جديد را نسبت به     d را نسبت به خط    Fبا توجه به شكل زير ابتدا بازتاب شكل        : 38

  . رسم كنيد−2 و به نسبتOينقطه
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.  ، خود مجانس يكديگرنـد 2k و1kنس هاي يك شكل نسبت به يك مركز و با دو نسبت مختلف       مجا  :39

  نسبت تجانس اين دو شكل كدام است؟

) الف
2

1

k

k
21)                      ج21kk)                       ب kk 212)                      د+ kk  

  ي الف ، چرا؟گزينه: جواب 

  . به هر يك از سئوالات زير پاسخ دهيد :40

  .نام تبديلي را بنويسيد كه شيب خط را حفظ نمي كند: الف 

  .نام تبديلي را بنويسيد كه طول پاره خط را حفظ نمي كند: ب 

  .ي را بنويسيد كه جهت شكل را تغيير مي دهدنام تبديل :ج 

  . ثابت كنيد كه مجانس يك متوازي الاضلاع، يك متوازي الاضلاع است :41

 يك مربع را در تجانسي با نسبت تجانس         :42
3

2
اگـر  .  و به مركز محل تلاقـي قطرهـا تـصوير كـرده ايـم              

  .ليه را محاسبه كنيدع او باشد، محيط مرب5مساحت بين مربع و تصويرش 

 را در تجــانس بــه lدر شــكل روبــرو اگــر خــط : 43

 و نسبت تجانس   Oمركز
4

7
 ′l تصوير كنـيم و آن را        

 d و خطـوط   ′l و lبين خـط  ي  ناحيهبناميم، مساحت   

dو    چقدر است؟′

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ :كانال تلگرام 
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    سيي هندتبديل هاكاربردهايي براي   :موددرس  

برد فـراوان   ربرخي از تبديل ها در كاشـي كـاري كـا          . تبديل هاي هندسي در زندگي واقعي كاربرد بسيار دارند        

  .شويمآشنا  كه در درس قبل بررسي كرديم، در اين درس ، با برخي از كاربرد هاي تبديل هاي هندسي.دارند

  

  

  

  

  

  

  

***  

  مسائل هم پيراموني : 1كاربرد 

در اين .  تبديلات از جمله بازتاب محوري، حل مسائل هم پيراموني يا هم محيطي مي باشدهاييكي از كاربرد

 تغيير كند، مساحت آن چندضلعي را تغيير چندضلعيگونه مسائل هدف اين است كه بدون اينكه محيط يك 

  . زير توجه كنيد هايبه تمرين .دهيم

كنيد كه زميني به شكل چندضلعي  فرض  :1تمرين

ABCDE  ،داريم كه دور آن را حصار مطابق شكل روبرو

با ثابت نگه داشتن محيط و ثابت نگه داشتن . كشيده ايم

ي حصار تغيير تعداد اضلاع چند ضلعي، بدون اينكه اندازه

  .كند، مساحت زمين را افزايش دهيد

اكنون .  را رسم مي كنيمD وB خط گذرا از نقاط:حل 

DECABچهارضلعي.  را نسبت به اين خط ترسيم مي نماييمCيي نقطهقرينه   چرا؟.  جواب مسئله است′

  

  

A 

B 

C 

E 
D 



  رياضي فيزيك11ي پايه................................................................. 2هندسهآموزش 

 37ي صفحه

  

  

  

  

  

  

  : زيرا 

 →++++= ′=′= DCCDCBBC
EADECDBCABABCDEP

,
)(  

)()( DECABPEADEDCCBABABCDEP ′=++′+′+=  

چطور مي توان بدون .  در شكل هاي زير ، دور زمين هايي مطابق شكل حصار كشي شده است :2تمرين

  .كم كردن حصارها، مساحت زمين را افزايش داد

  

  

  

  

  

 مطابق روش تمرين قبل و با توجه به شكل هاي زير مي توان، بدون كم كردن حصارها، مساحت زمين :حل 

  .را افزايش داد

  

  :الف
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  :ب 

  

  

  

  

  

ي هم پيراموني براي چندضلعي هاي مقعر وقتي كه افزايش مـساحت مـورد نظـر                 مراحل حل مسئله   :توجه  

 چندضلعي تي ديگر درجه شوند، به عبار180 از  كمتر تمام زاويه هاي داخلي  را تا آنجا ادامه مي دهيم كه       باشد

  .محدب بدست آيد

***  

  مسائل يافتن كوتاه ترين مسير : 2كاربرد 

 تا 250ي زمانيدر فاصلهوي رياضي داني است كه به او دايره المعارف رياضي و فيزيك لقب داده اند، هرون ، 

او براي نخستين بار به كمك بازتاب، دستور پيداكردن .  سال قبل از ميلاد مسيح در مصر زندگي مي كرد150

كوتاه به اين اصل مي باشند كه  تمامي اين تمرين ها متكي .كوتاه ترين مسير را در شرايطي خاص ارائه كرد

  .به تمرين هاي زير توجه كنيد . دو نقطه است واصل آنپاره خطي  بين دو نقطه، اندازهمسيرترين 

ي مستقيمي دارد، برود و مردي مي خواهد براي برداشتن آب از خانه به ساحل رودخانه اي كه لبه  :3تمرين

او از كدام نقطه از ساحل آب بردارد كه . دخانه استبعد سطل آب را به اسطبل ببرد كه همان سمت رو

  .كمترين مسافت از خانه به روخانه و اسطبل داشته باشد

  

  

  

  

  
 رودخانه

 خانه اسطبل
A 

2M 1M 

B 

C 

B 

A 
D 

E 
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MBAM طوري كهd روي خطMاي مانند هدف مسئله، براي پيدا كردن نقطه:حل   كمترين مقدار +

ن را آ را پيدا كرد و d را نسبت به خطAيهرون براي حل اين مسئله، بازتاب نقطه. داشته باشدممكن را 

 جواب Mينقطه. مي كند قطع Mي مانند خط بازتاب را در نقطه′BAخطي فرضي .  ناميد′Aينقطه

  )چرا؟.( مسئله است

  

  

  

  

  :زيرا با توجه به اينكه 

    AMMA ANNA  و ′= NBNABANBA   و   ′= +′<′′∆ :)(  

  :پس مي توان نتيجه گرفت كه 

NBANMBAMNBNAMBMA +<+→+′<+′  
  :يعني 

NBANMBAM +<+  

  . محلي است كه مي توان آب را از رودخانه برداشتMيو اين به معني آن است كه نقطه

ي  يك آينهd با توجه به شكل مقابل فرض كنيد كه :4تمرين

نشان دهيد بازتاب شعاع . ي نوراني است يك نقطهAتخت و

به عبارتي نشان دهيد ( . مي گذردBي از نقطهAMنوري

21كه MM ∠=∠ (  

 را رسم مي كنيم و آن را        d را نسبت به خط    Aي بازتاب نقطه  :حل  

 ′MHA و AMHي مثلث قائم الزاويـه    دو.  مي ناميم  ′Aينقطه

ــشت      ــلع همنهــ ــك ضــ ــر و يــ ــساوي وتــ ــت تــ ــه حالــ بــ

ــستند ــون.(هــ MAAMچــ ــشتركMH و=′ ــس  ). مــ پــ

31 MM   متقابل به رأس 3M و2Mيو چون دو زاويه ∠=∠

32مي باشند، لذا MM 21در نتيجه  و ∠=∠ MM ∠=∠  
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در  AوB مطابق شكل روبرو، دو شهر :5تمرين 

اند مي خواهيم جاده اي از يك طرف رودخانه واقع

AبهBكيلومتر از اين جاده در 4بسازيم، به طوري كه 

 كيلومتر را در چه 4اين . ساحل رودخانه ساخته شود

  . كوتاه ترين مسير ممكن باشدACDBقسمتي از رودخانه بسازيم تا مسير 

BB خطو به موازات رودخانه پارهBيابتدا از نقطه :حل  بازتاب اكنون .  كيلومتر رسم مي كنيم4 كه برابر ′

 را به ′Aيبعد نقطه.  مي ناميم′Aيرا پيدا كرده و آن را نقطه) رودخانه( dرا نسبت به خطAينقطه

B′يوصل مي كنيم تا نقطهCچون. بدست آيدBA ، پس مي باشد′B و′A كوتاه ترين مسير بين′′

BACمطابق مسائل قبل مسير لذا . مسير را دارند) ′B تا رودخانه و سپس تاAبراي رفتن از(  كوتاه ترين ′

 Dي چهار كيلومتر در كنار رودخانه جاده مي كشيم، تا نقطهCيجواب مسئله بدين شكل است كه از نقطه

BCموازي خطي Dحال از. بدست آيد توجه داشته .  جواب مسئله استACDBمسير.  رسم مي كنيم′

BDBCباشيم كه چهارضلعي    . متوازي الاضلاع است′

  

  

  

  

BDACBCCABA +=′+′=′′  

BDCDACCDBA ++=+′′→  

  

 طرف دو در A وBمطابق شكل روبرو، دو شهر  :6تمرين 

 بسازيم، به B بهAاگر بخواهيم جاده اي از. مي باشندرودخانه 

 بر راستاي رودخانه عمود باشد، تعيين كنيد MNطوري كه پل

 AMNBيريم كه مسير كه محل احداث پل را كجا در نظر بگ

  كوتاه ترين مسير ممكن باشد؟

4 
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 ′Bي تا نقطه،و عمود بر روخانه رسم مي كنيم) عرض روخانه ( MNيخطي به اندازهBياز نقطه :حل 

BAي روخانه با پاره خطمحل تقاطع لبه(  Mينقطهاز .  وصل مي كنيمAه  ب′Bاز. به دست آيد مي )  ′

BAزيرا .  كوتاه ترين مسير استAMNBمسير . كرد  احداث را MNتوان پل   كوتاه ترين مسير بين ′

Aو B′توجه داشته باشيم كه چهارضلعي.  مي باشدBMNB   . متوازي الاضلاع است′

  

NBAMBMAMBA +=′+=′  

NBMNAMMNBA ++=+′→  

  

 اسكله 3 مي خواهيم كنار رودخانه ها، : 7تمرين

 مطابق شكل B وAي اسكله2جاي. زيمبسا

 را در چه فاصله اي از Mياسكله. مشخص است

ساحل رودخانه بسازيم كه قايق ها هنگام طي 

   كوتاه ترين مسير را طي كنند؟MABMمسير

به روش .  معلوم استB وAي محل دو اسكله:حل 

 را نسبت به ساحل رودخانه در Aيهرون بازتاب نقطه

 ′A را رسم مي كنيم و آن را)dخط (سمت مقابل 

 ′BAچون.  وصل مي كنيمBبه′Aاز. مي ناميم

كوتاه ترين AMB پسBو′Aي بينكمترين فاصله

  .مسير مي باشد

MBAMMBMABA +=+′=′   

  .ت اسMي نقطهپس محل احداث اسكله

محل .  را رسم كنيمAB، كافي است عمود منصف پاره خطMي براي تعيين محل احداث اسكله:توجه 

  ) چرا؟. (جواب مسئله است) dخط(برخورد اين عمود منصف با ساحل رودخانه در سمت مقابل 

A B 
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لذا طبق مفاهيم بازتاب . نصف پاره خط از دو سر پاره خط به يك فاصله استزيرا هر نقطه روي عمود م 

 توجه داشته باشيد كه روش عمود منصف زماني درست است كه .كمترين فاصله است داراي MABMمسير

  .ي رودخانه موازي باشنددو لبه

كمترين محيط اين مثلث كدام .  داده شده استah=4 به ارتفاعABC از مثلثa=6 ضلع :8تمرين

  4) 4             34) 3                  16) 2                  12) 1                 است؟

لذا با . ي تواند كمترين محيط را داشته باشد مثلث وقتي كه متساوي الاضلاع يا متساوي الساقين باشد، م:حل 

  .توجه به شكل مقابل خواهيم داشت

534 222 =→+=∆ xxABH :)(  

  .پس محيط مثلث مي شود

16556 =++  

 در شكل مقابل، بدون تغيير دادن محيط، بيشترين مساحت : 9تمرين

  ممكن چندضلعي كدام است؟

1 (318                2 (34                    

3 (39                 4 (36  

  

  

ــل  ــاب رأس:ح ــذرا از  C بازت ــط گ ــه خ ــسبت ب  را ن

واضح است كـه مثلـث   . م را رسم مي كني   DوBنقاط

 را  ABCDEبدست آمده همـان محـيط چندضـلعي       

لـذا  . از طرفي اين مثلث متساوي الاضلاع اسـت       . دارد

  .مساحت آن مي شود

396
4

3

4

3 22 === )(aS  
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  :تمرين براي حل 

 مسيري داشته Bي به نقطهAيمي خواهيم از نقطه . موازيندa وb در شكل مقابل دو پاره خط  :10

  a وbختم شود ولي در اين فاصله مشابه شكل زير با هر يك از دو خط به B شروع و به Aباشد كه از 

  .كوتاه ترين مسير با اين شرايط را رسم كنيد. ي مشترك داشته باشديك نقطه

  

  

  

  

م را طوري رسDEFمثلث.  قرار داردABC از مثلثBC روي ضلعDي نقطه  مطابق شكل زير، :11

  .كنيد كه شرايط زير برقرار باشند

  . باشندAC و رأس ديگر روي ضلعAB روي ضلعDEFيك رأس مثلث: الف 

  . كمترين محيط را داشته باشدDEFمثلث : ب 

  

  

  

  

CBA باشد و همچنين مثلثABC مثلث1 مركز ثقلG فرض كنيد :12  در ABC مجانس مثلث′′′

 و نسبت Gتجانس به مركز
2

1−=kباشد .  

    كجاست؟ABC نسبت به مثلث′C و′B و′Aجايگاه رأس هاي: الف 

CBAمساحت مثلث: ب    است؟ABC چه كسري از مساحت مثلث ′′′

                                                 
  محل برخورد ميانه ها.  1

a 

b 

B A 

A 

C B D 
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.  قرار دارندAB وسط ′Cي و نقطهAC وسط′Bي و همچنين نقطهBC وسط ′Aينقطه: الف : حل 

GAAGبا توجه به خاصيت مركز ثقل مي دانيم كه 
2

 به مركز Aي مجانس نقطه′Aينقطه، پس  ′=1

 و نسبت تجانس Gيقطهن
2

1−=kاين موضوع را مي توان به همين ترتيب براي نقاط.  استB′و C′ 

  .اثبات كرد

  

  

  

  

CBAبا توجه به ويژگي تجانس مساحت مثلث: ب  برابر ′′′
4

1
  .استABC مساحت مثلث 

 سانتي متر رسم 5پاره خطي به طول .  در صفحه مفروض اندc وb وa سه خط دو به دو ناموازي :13

  . باشدc قرار گرفته و موازيb وaكنيد كه دو سر آن روي

  

  

  

  

 ينقطهاز يك ل ا ح.را رسم مي كنيم) ABپاره خط( سانتي متر 5ي به اندازهپاره خطي c روي خط:حل 

  هم اندازهپاره خطي) Cيمانند نقطه( aروي خط دلخواه

ي انتهاي آن  رسم كرده و از نقطهABپاره خطموازي و 

 را در نقطه اي bتا خط.  رسم مي كنيمa را موازيdخط

 cخطي موازيEيدر آخر از نقطه. طع كند قEمانند

 قطع F را در نقطه اي مانندaرسم مي كنيم طوري كه

  . جواب مسئله استEF خطه پار.كند

a b 
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a b 
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اهيم بدون آنكه محيط اين زمين تغيير كند، مساحتش را افزايش زميني به شكل زير داريم، مي خو  :14

  . زمين را حساب كنيد مساحتدهيم در هر مورد ميزان افزايش

    

  

  

  

  

ن را كاهش داد؟ اين چند ضلعي بايد ، مي توان مساحت آآيا مي توان بدون تغيير محيط يك چندضلعي  :15

  چه شرايطي داشته باشد؟ با رسم شكل توضيح دهيد

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  amerimath@ :كانال تلگرام 
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