
  تفكر جسمي و مقاطع مخروطي:  لوادرس 

 زباني براي تفكـر اسـتفاده نمـي         شما به موضوعي فكر كنيد و از عبارات ، جملات و شيوه هاي            در حالتي كه    

واقع در تفكر تجسمي به جاي كلمـات، تـصاويري را در ذهـن     در  . كنيد، اين حالت را تفكر تجسمي مي نامند       

  . به يك موضوع يا موقعيت فكر مي كنيدازي ذهنياين تصوير سبه كمك خود مي بينيد و 

فرايند تفكر تجسمي، مستلزم تشكيل و دست ورزي تصاوير با قلم و كاغذ، فناوري و يا به صورت ذهني است                

اين نوع تفكر ، نقش مهمي در حل مسئله هاي رياضـي  . كه به بررسي ، كشف و درك مفاهيم منجر مي شود 

موقعيت هايي كه مي تواند به تقويـت تفكـر تجـسمي كمـك              . روزمره دارد و همينطور حل مسائل در زندگي       

ي اجسام هندسي تجسم ذهني يك جسم پس از چرخاندن آن در فضا، ترسيم سطح گسترده: كنند، عبارتند از 

يـك  ول ح ـو ترسيم يك جسم سه بعدي روي سطح ميز ، ترسيم نمادهاي مختلف اجسام، دوران يك شـكل   

  .است....  در صفحع و فضل و تجسم اجسام هندسي بعد از برش و محورنقطه يا حول يك 

بعد از بيان برخي از موقعيت هاي فوق، دوران اشكال هندسي حول يك محور و برش اجـسام را  در اين درس   

  .بررسي مي كنيم

   ياستفاده از تصوير سازي ذهني به جاي بكارگيري عبارات و جملات كلام

  .تفكر تجسمي مي نامند را 

***  

  دوران حول يك محور

وقتي كه شكل هاي هندسي متفاوتي در فضا حول يك محور دوران داده شوند، جسم هاي مختلفي ايجاد مي 

  به نمونه هاي زير توجه كنيد و بنويسيد كه جسم حاصل از دوران چه نام دارد؟. كنند

  ، حول يك ضلع آندوران يك مستطيلجسم حاصل از  :الف 
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 2ي صفحه

  .وران يك پاره خط، حول پاره خط ديگري كه بر آن عمود استحاصل از د شكل :ب 

  

  ي قائمهجسم حاصل از دوران يك مثلث قائم الزاويه، حول يكي از اضلاع زاويه  :پ

  

  

   جسم حاصل از دوران يك دايره، حول يكي از قطرهاي آن :ت

  

  ره، حول شعاع عمود بر قطر آن ي حاصل از دوران يك نيم داجسم :ث 

  

  .حاصل در موارد فوق را بنويسيديا شكل جسم نام 

   نيم كره:              ث كره:                  ت مخروط:                  پ  دايره:            ب استوانه: الف 
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 3ي صفحه

   :تمرين براي حل 

ل ، حول قطر بزرگ دوران داده شود، حجم جـسم حاص ـ  سانتي متر6 و 4ي با طول قطرهاي      اگر يك لوز    :1

  .چقدر است

  .  را بنويسيدd نام جسم حاصل از دوران شكل مقابل حول خط :2

  

  

  

  . سانتي متر است3 در شكل مقابل شعاع دايره  :3

  . گذرا از مركز دايره، مطابق شكل دوران دهيمdاگر شكل را حول خط

  .حجم جسم حاصل را محاسبه كنيد

  

  

ي توخالي و جسم حاصل از سطح توجه شود كه جسم حاصل از دايره حول يك قطر آن يك كره :وجه ت

   .ي توپر است، يك كرهدايره اي 

  

  

  

  .اكنون به تمرين بعد با در نظر گرفتن اين موضوع پاسخ دهيد

  .نام جسم حاصل از دوران را در هر مورد بنويسيد  :4

حول يك ضلع آن را ائم الزاويه و يك سطح مثلثي قائم الزاويه جسم حاصل از دوران يك مثلث ق: الف 

  .بنويسيد

  .جسم حاصل از دوران يك مستطيل و يك سطح مستطيلي حول يك ضلع آن را بنويسيد: ب 

***  

d 

O 

8 

4 

d 



 جابر عامري: تهيه كننده .....................................................................  3آموزش رياضي

 4ي صفحه

  برش

اگر جسمي را در حالت هاي مختلفي برش دهيم، مي توان تجسم كرد كه شكل حاصل ، چه شكلي مي تواند             

  . بوجود مي آوردبيضيل حاصل از برش يك استوانه در حالت مايل، يك  براي مثال شك؟باشد

  

  . آن جسم ناميده مي شودسطح مقطعشكلي كه از برخورد يك صفحه با يك جسم هندسي حاصل مي شود، 

ي مربع در شكل هاي زير بعضي از حالت هاي برخورد يك صفحه با يك مكعب مستطيل توخالي با قاعده

  .نام سطح مقطع را بنويسيددر هر حالت . ه است داده شديششكل، نما

  

ي مايلي كه با قاعده هاي استوانه متقاطع نباشد را  و صفحهيسطح مقطع استوانه با صفحه هاي عمودي، افق

  .بنويسيد
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 5ي صفحه

سطح مقطع حاصل از برخورد يك صفحه با يك كره به چه شكل است؟ در 

  دارد؟چه حالتي اين سطح مقطع، بيشترين مساحت را 

  

  

 سـانتي متـر را      5 و شعاع    O كره اي به مركز    Pي صفحه  :مثال

 سـانتي   3ي   از صـفحه   Oيي نقطـه  اگر فاصـله  . قطع كرده است  

  باشد، مساحت اين سطح مقطع چقدر است؟

  

  : حل 

416259ي سطح مقطع    شعاع دايره 22 =→=→=+ rrr  

ππي سطح مقطع           مساحت دايره 162 == rS  

  :تمرين براي حل 

  .شكل حاصل از دوران حول محور را در حالت هاي زير مشخص كنيد در هر مورد   :5

  جسم حاصل از دوران نيم خط حول يك محور: الف 

  جسم حاصل از دوران مثلث قائم الزاويه، حول يك ضلع: ب 

  جسم حاصل از دوران مثلث قائم الزاويه، حول وتر آن: ج 

  .ن دوران داده ايمآرا حول عرض  سانتي متر 4 و 3د ابه ابعمستطيلي    :6

  .اصل را رسم كنيدي ححجم استوانه: الف 

بيشترين مساحت ممكن براي سطح مقطع . ستوانه آن را قطع كندي ااگر صفحه اي عمود بر قاعده: ب 

  است؟حاصل چقدر 

  

  

 

5 3 
r 
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 6ي صفحه

  .  در شكل روبرو مي خواهيم ذوزنقه را حول محور دوران دهيم :7

  .) سانتي متر است4 سانتي متر و ارتفاع آن1 و3قاعده هاي ذوزنقه( 

  .حجم جسم حاصل را محاسبه كنيد: الف 

سطح مقطع اين شكل در برخورد با صفحه اي كه شامل محور دوران باشد را نام بـرده و مـساحت آن را                     : ب  

  .بدست آوريد

   چه حالتي مي تواند يك مربع باشد؟و يك صفحه درسطح مقطع حاصل از برخورد استوانه   :8

 سـانتي متـر از      2ي   سانتي متر مطابق شكل روبرو در فاصله       3مربع به ضلع      :9

  .يك خط راست قرار دارد

جم آن را جشكل حاصل از دوران اين مربع حول محور داده شده را رسم و        : الف  

  .محاسبه كنيد

  .توصيف كنيد را ي آندر برخورد با صفحه اي موازي با قاعده اين جسم، سطح مقطع: ب 

شكل حاصـل را توصـيف   .  دوران داده ايمd را حول خطrدايره اي به شعاع    :10

  .كنيد

  

  .سانتي متر را حول وتر آن دوران داده ايم  60  و 80 مثلث قائم الزاويه اي به اضلاع  :11

  .حجم جسم حاصل را محاسبه كنيد: الف 

سطح مقطع حاصل از برش يك صفحه عمود بر وتر مثلث چيست؟ بيشترين مساحت اين سطح مقطع را : ب 

  .بدست آوريد

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي ، جابر عامري: تهيه كننده 

  ww.mathtower.ir   :سايت                      mathameri@ :كانال تلگرامي

  

  

d 
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 7ي صفحه

  آشنايي با مقاطع مخروطي

شكل حاصل را . مل دهيم دوران كاl را حول خط   dاگر خط .  متقاطع اند  A در نقطه اي مانند    l و dدو خط 

 ايـن سـطح   مولـد  d و خـط رأس را Aي  ، نقطـه محـور  را  lدر اين حالت خـط    . دنناممي   سطح مخروطي 

  .مخروطي مي گويند

  

ايجاد شده يك منحني    معمولاّ سطح مقطع    . وقتي يك سطح مخروطي توسط يك صفحه برش داده مي شود          

 ناميده  مقاطع مخروطي از آنجا كه منحني ها، حاصل تقاطع يك صفحه با يك سطح مخروطي هستند،               . است

  . در ادامه با انواع مقاطع مخروطي آشنا خواهيم شد. مي شوند

سطح مخروطي عمود باشد و از رأس      محور  بر  Pي اگر صفحه  :الف  

  . است دايرهشكل حاصلآن عبور نكند، 

  

  

  

در هـيچ   باشد و   نسطح مخروطي عمود    محور  بر  Pي اگر صفحه  :ب  

از رأس عبور نكند، شكل حالتي با مولد سطح مخروطي موازي نشود و 

  .بود  خواهدضييبحاصل 
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 8ي صفحه

روطي موازي باشد  در يكي از موقعيت ها با مولد سطح مخPي اگر صفحه:پ  

  .خواهد بود سهميعبور نكند، شكل حاصل آن رأس و از 

  

  

  

  

 را هم در قسمت بـالايي و هـم در قـسمت            سطح مخروطي ،  Pي اگر صفحه  :ت  

  . خواهد بودهذلوليشكل حاصل . پاييني قطع كند و از رأس آن عبور نكند

  

  

  .يضي و دايره آشنا شويمدر ادامه مي خواهيم با برخي از خواص ب

***  

  :تمرين براي حل 

  . جاي خالي را كامل كنيد :12

مقطـع مخروطـي حاصـل      بر محور سطح مخروطي عمود باشد و از رأس آن عبور نكند،              اگر صفحه اي     :الف  

   .است........ 

  .مي نامند...... .............حاصل را شكل اگر دو خط متقاطع باشند و يكي را حول ديگري دوران دهيم،  :ب 

  . در هر يك ، پيرامون حالت مورد نظر را توضيح مختصر دهيد :13

  در چه حالتي سطح مقطع حاصل از برش يك استوانه دايره است؟: الف 

  در چه حالتي سطح مقطع حاصل از برش يك استوانه بيضي است؟: ب 

  در چه حالتي سطح مقطع حاصل از برش يك استوانه سهمي است؟: ج 

   در چه حالتي سطح مقطع حاصل از برش يك استوانه مستطيل است؟:د 

***  
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 9ي صفحه

  دايره   : درس دوم

 دايره را تعريف مي كنيم و در ابتدا درسدر اين . دايره يكي از مهمترين شكل هاي هندسي محسوب مي شود

  .ادامه ويژگي هاي آن را به صورت تحليلي بررسي مي كنيم

  ي دايرهمعادله

ي ثابـت را  نقطه .اشندي ثابتي بي ثابت به يك فاصلهي نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه    دايره مجموعه 

  .ي ثابت را شعاع دايره مي گويندمركز دايره و فاصله

  

  

  

  

  

),(اگر yxMي دلخواهي از دايره باشد در اين صورت نقطه: 

222

22

Ryx

ROMROM

=−+−→

=→=

)()( βα
  

),(كه در آن βαO مختصات مركز و Rره استي شعاع داي اندازه.  

222                           ي استاندارد دايرهمعادله Ryx =−+− )()( βα  

  .ي دايره به شكل زير خواهد آمد در حالت خاص اگر مركز دايره روي مبدأ مختصات باشد، معادله:نتيجه 

222 Ryx =+  

)(ي دايره اي را بنويسيد كه معادله:مثال    . باشد4ي شعاع آن مركز و اندازه−,23

  :حل 

222222 )()()()()( 423 =++−→=−+− yxRyx βα  

1623 =++−→ 22 )()( yx  

  

),( βαO 

R 

),( yxM 

ROM = 
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 10ي صفحه

  .ي مثال قبل را محور هاي مختصات را به دست آوريد مختصات نقاط برخورد دايره:مثال 

 xك بار مقدار  ي دايره، ي   براي تعيين نقاط برخورد دايره با محور هاي مختصات، كافي است، در معادله             :حل  

  . را برابر صفر قرار دهيمyو يك بار مقدار

7216230
1623

0
=+→=++−→





=++−
= 222

22 )()()(
)()(

yy
yx

x
  

7272 ±−=→±=+→ yy  

  .پس نقاط برخورد نمودار تابع با محور عرضها به شكل زير است

),( 720 −−B  و   ),( 720 +−A  

  

12316203
1623

0
=−→=++−→





=++−
= 222

22 )()()(
)()(

xx
yx

y
  

323323 ±=→±=−→ yx  

  .پس نقاط برخورد نمودار تابع با محور طولها به شكل زير است

),( 0323 −B  و   ),( 0323 +C  

  : توجه 

، داراي يك ريشه باشد، دايره بـر       ي دايره  در معادله  xي بدست آمده از جايگزيني صفر به جاي       اگر معادله  : 1

  .محور عرضها مماس است و اگر ريشه نداشته باشد، دايره محور عرض ها را قطع نمي كند

ي دايره، داراي يك ريشه باشد، دايره بـر   در معادلهyي بدست آمده از جايگزيني صفر به جاي       اگر معادله  : 2

  .ريشه نداشته باشد، دايره محور طولها را قطع نمي كندمحور طولها مماس است و اگر 

  :تمرين براي حل 

)(ي دايره اي را بنويسيد كهمعادله  :1   . باشد3ي شعاع آن مركز و اندازه1−−,2

  .ت آوريدي برخورد نمودار دايره با محورهاي مختصات را به دس در تمرين قبل مختصات نقطه :2

  . باشد3ي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن مبدأ مختصات باشد و شعاع آن برابرمعادله  :3
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 11ي صفحه

)(آن ي دايره اي را بنويسيد كه مركز معادله :4 )(ينقطه  و از−1,0   . بگذرد−2,1

)(آن  كه مركزي دايره اي را بنويسيدمعادله  :5 )(ينقطه  و32,   .نقطه اي از آن باشد −9-,3

)(آن ي دايره اي را بنويسيد كه مركز معادله :6 0343 و بر خط−−,12 =−− yxمماس باشد .  

)(ي دايره اي را بنويسيد كه نقاط معادله :7 6,3−A2,5)( وBدو سر قطري از آن باشند .  

  .ي زير را رسم كنيد نمودار دايره به معادله :8

921 =++− 22 )()( yx  

***  

  ي دايرهي گستردهمعادله

  . ي دايره را مي توان به شكل زير نوشتمعادله 

022 =++++ cbyaxyx  

  . دايره مي نامندي ضمنيمعادله يا ي گستردهمعادلهي دايره را اين صورت از معادله

022اگر معادله اي توجه داشته باشيد كه      =++++ cbyaxyxاين معادلـه بـه   .  به شكل معلوم باشد

  ي دايره است كه شرطي معادله

  .)يا مساوي باشند.( برابر يك باشند2y و2xضرايب) الف

  .  نباشدxyيمعادله شامل جمله) ب

cbaمقدار) ج 422   . مثبت باشد∆=+−

  .ي استاندارد تبديل مي شودي دايره به معادلهي گستردهبا اين شرايط معادله

0
4444

0
222

2
2

222 =+−−+++++→=++++ c
bab

byy
a

axxcbyaxyx )()(

  

4

4

22

22
22 cbab

y
a

x
−+=+++→ )()(  

4

4

22

22
22 cbab

y
a

x
−+=−−+−−→ ))(())((  
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 12ي صفحه

  :ي بدست آمده داريمبا توجه به معادله

),(
22

ba
O     مختصات مركز دايره−−

2

4

4

4 2222 cbacba
R

  ي شعاع دايره    اندازه=+−=+−

  .ي زير داده شده است معادله:مثال

0156222 =−−++ yxyx  

  .ي يك دايره است، معادلههنشان دهيد كه اين معادل) الف

  .)ش حل كنيدبه دو رو. ( ي شعاع آن را بدست آوريدمختصات مركز و اندازه) ب

  .نمودار دايره را رسم كنيد) ج

  :حل 

0156222 =−−++ yxyx  

2531 =−++→ 22 )()( yx9115912 ++=+−+++→ yyxx 622  

),(ي يك دايره است وو اين معادله 31−O 525مختصات مركز و ==Rاستي شعاع آن  اندازه.   

),( است به مركزكافي نمودار دايره براي رسم 31−O5 دايره اي به شعاع=R   شودرا رسم.  

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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 13ي صفحه

 زير نيـز تعيـين    هاي ي شعاع دايره را به كمك فرمول      توجه داشته باشيد كه مي توان مختصات مركز و اندازه         

  .كرد

),(),(),( 31
2

6

2

2

22
−→−−−→−− OO

ba
O   

5
603641562

=++=
−−−+

=−+=
22

4

2

4
2222 )()()(cba

R  

)( و2B-,3)( و1,0A)(ي دايره اي را بنويسيد كه از نقاط معادله:مثال  1,-2−Cبگذرد  .  

),(فرض مي كنيم كه مختصات مركز دايره به صورت :حل βαباشد .  

ROCOBOAدر اين صورت واضح است كه    :لذا مي توان نوشت . ===

222222 2301 )()()()( βαβα −−+−=−+−→=→= OBOAOBOA  

)(13446921 2222 =−→++++−=++−→ βαββααβαα  

222222 2101 )()()()( βαβα −−+−−=−+−→=→= OCOAOCOA  

)(21442121 2222 −=+→+++++=++−→ βαββααβαα  

21
1

3
21 −=



 =→

−=+
=−

→ βα
βα
βα

,)(),(  

  .با اين اطلاعات مي توان شعاع دايره را نيز به دست آورد

2402011 22 =+=++−=→= )()(ROAR  

  .ي دايره را به صورت زير مي نويسيماكنون معادله

421 =++− 22 )()( yx  

  :تمرين براي حل 

  .ي زير را به دست آوريد مختصات مركز و طول شعاع دايره اي به معادله :9

014222 =+−++ yxyx  

  ي يك دايره است؟    كدام يك از روابط زير معادله  :10
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 14ي صفحه

016222 =−−−+ yxyx )الف  

043222 =++++ yxyx )ب  

024322 22 =−+−+ yxyx )ج  

05322ي را طوري به دست آوريد كه معادلهmحدود  :11 =++−+ myxyx بتواند يك دايره 

  .    باشد

kyxyxي معادله :12 =+++   :ي يك دايره باشد كه در صورتي مي تواند معادله2222

1 (2−>k                  2  (2−=k                 3  (2−<k                  4 (2−≥k  

),(ي دايره اي را بنويسيد كهمعادله  :13 1oO 2يمركز آن بوده و روي خط به معادله=+ yx وتري به 

  . كند جدا22طول

),(ي دايره اي را بنويسيد كه معادله :14 32 −O مركز آن بوده و روي خط به معادله-

0243ي =+− yx جدا كند6 وتري به طول   .  

+=1ي دايره اي را بنويسيد كه خطوط معادله :15 yx3 و=− yxبوده و  شامل قطرهايي از آن 

634خط =+ yxبر آن مماس باشد   .  

),(ي دايره اي را بنويسيد كه از نقاط معادله :16 21Aو ),( 03B12 بگذرد و خط −= xy شامل قطري 

  .ن باشدآاز 

  .است  زير دايره اي به صورتي معادله: 17

08222 =−+++ yxyx 2  

  .ي اين دايره را به صورت استاندارد بنويسيدمعادله) الف

  .)به دو روش حل كنيد. ( ي شعاع آن را بدست آوريدمختصات مركز و اندازه) ب

  .نمودار دايره را رسم كنيد) ج

***  
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 15ي صفحه

  عيين وضعيت يك نقطه و يك دايرهروش ت

  .يكي از حالت هاي زير باشدمي دانيم كه وضعيت يك نقطه نسبت به يك دايره مي تواند 

ي اين نقاط تا مركز دايره از شعاع  فاصله: نقاط خارج دايره : الف

ROA. (بزرگتر است >(   

. ي اين نقاط تا مركز دايره برابر شعاع استفاصله :نقاط روي دايره  : ب

)ROB =(   

ن نقاط تا مركز دايره از شعاع ي ايفاصله :نقاط داخل دايره  : ج

ROC (كوچكتر <(  

ي شعاع دايره را تعيين نموده براي تعيين وضعيت يك نقطه نسبت به يك دايره، ابتدا مختصات مركز و اندازه

  .و به دنبال آن فاصله اين نقطه تا مركز دايره را بدست آورده و با شعاع دايره مقايسه مي كنيم

),(ضعيت هر يك از نقاط و:مثال 11 −−A و),( 21 −Bو),( 32Cو),( 14 −Dي  را نسبت به دايره

054222 =−+−+ yxyxتعيين كنيد  .  

  :حل 

054222 =−+−+ yxyx  









==++=
−−+−

=

−
→

10
2

102

2

20164

2

5442

21
22 )()()(

),(

R

O

  

5141211 22 =+=+−++= )()(AO  

RAOو چون    .ساير نقاط را بررسي كنيد.  داخل دايره استAي پس نقطه>

***  

  

  

  

O 
R 

B 

C 
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 16ي صفحه

  روش تعيين وضع نسبي يك خط و يك دايره

  .خط و دايره نسبت به هم داراي سه حالت زير هستند

   )متقاطع. ( ي مشترك دارندخط و دايره دو نقطه  .1

  مركز دايره تا خط از شعاع دايره كمتر است و برعكسي در اين حالت فاصله

  

  

   )مماس. ( ي مشترك دارندخط و دايره يك نقطه  .2

  ي مركز دايره تا خط برابر شعاع دايره است و برعكسدر اين حالت فاصله

  .ي تماس بر خط مماس بر آن دايره عمود است شعاع دايره در نقطه:نتيجه

  

  

  .ي مشترك ندارندهخط و دايره هيچ نقط  .3 

ي مركز دايره تا خط از شعاع دايره بيشتر است و در اين حالت فاصله

  برعكس

براي تعيين وضعيت نسبي يك خط و يك دايره با معادلات معلوم ، دو روش 

  .وجود دارد

. يره جايگزين مي كنيمي دا نوشته و در معادلهxي خط را بر حسب يك متغير مانند معادله:روش اول 

ي در انتها يا ريشه هاي بدست آمده را در معادله. ي دوم بدست آمده را حل مي كنيمي درجهسپس معادله

  .خط جايگزين كرده تا مختصات نقاط تقاطع خط و دايره بدست آيد

  .خط و دايره استقاطع تي دوم تشكيل شده برابر تعداد نقاط ي درجهتوجه كنيد كه تعداد ريشه هاي معادله

ي دايره را به صورت استاندارد نوشته و مختصات مركز و طول شعاع آن را تعيين مي  معادله:روش دوم 

ي شعاع ، با توجه به اين فاصله و اندازه. مركز را تا خط داده شده بدست مي آوريم يسپس فاصله. كنيم

  .وضعيت خط و دايره مشخص مي شود

O 

H 

A 

B 

d 

ROH < 

O 

H 

d 

ROH = 

O 
H 

d 

ROH > 
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 17ي صفحه

),(اگر : توجه βαOيز دايره تا خط به معادلهكي مرفاصله.  مختصات مركز دايره باشد 

0=++ cbyaxبدين شكل بدست مي آيد .  

22 ba

cba
d

+

++= || βα
  

+=4يوضعيت خط به معادله :مثال yx033222يدايره   و =−−−+ yxyx را تعيين كنيد       .

   :حل

  :     روش اول 

xyyx −=→=+ 44  

0343240332 2222 =−−−−−+→=−−−+ )()( xxxxyxyx  

0172033122816 222 =+−→=−+−−+−+→ xxxxxxx  

.   ي برخورد دارندخط و دايره دو نقطه → =−=∆ 4112449 ))((
  

  :روش دوم 










=++=
−−−+−

=
→=−−−+

2

5

2

1294

2

3432

2

3
1

0332 22
22

)()()(

),(

R

O

yxyx  

+=4ي مركز دايره تا خط اكنون فاصله yxيم را تعيين مي كن.  

4

23

22

3

2
2

3

11

4
2

3
111

2222
===

+

−+
=

+

++=
)()(

|)()(|||

ba

cba
d

βα
  

dRو چون   .ي تقاطع دارند پس خط و دايره، دو نقطه<

  :تمرين براي حل 

  .وضعيت هر يك از خطوط و دايره هاي زير را نسبت به هم مشخص كنيد : 18

074422 =+−−+ yxyx   043   و =+ yx) الف  

222 =+ yx   2   و=+ yx)  ب  

22222 =−−+ yxyx   1   و=+ yx)  ج  

***  
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 18ي صفحه

  ي روي آني خط مماس بر دايره از يك نقطهروش تعيين معادله

  ي به معادلهي خط مماس بر دايرهبراي تعيين معادله

 222 Ryx =−+− )()( βα  

),(يدر نقطه oo yxM  روي دايره از فرمول زير استفاده واقع بر

و ي استاندارد دايره بديهي است كه اين فرمول از معادله .مي كنيم

  .1بدست مي آيدي تماس شيب شعاع گذرا از نقطه

2Ryyxx =−−+−− ))(())(( ββαα oo  

)(يي زير از نقطهي خط مماس بر دايره به معادله معادله:مثال   6,1Aرا بنويسيد .  

98622 =+−+ yxyx  

  .ابتدا مختصات مركز و شعاع دايره را تعيين مي كنيم: حل 

16998986 2222 ++=++++−→=+−+ 1696 yyxxyxyx  

3443 =++−→ 22 )()( yx  

),(                       مركز دايره R=34ي شعاع دايره  اندازه 43 −→ O  

  .تصات نقطه در دايره صدق مي كند، پس نقطه روي دايره استاز طرفي چون مخ

342593441363443
16 =+→=++− →=++− 2222 )()()()( ),(Ayx  

  .ي خط مماس را مي توان به يكي از روش هاي زير به دست آورد معادلهبا اين وضعيت،

را تعيين و عكس و قرينه مي كنيم تا )  مركز دايره (O وAاز نقاط )  قطر (شيب خط گذرا  :روش اول 

  .ي خط مماس را مي نويسيم سپس معادله.)چرا؟( شيب خط مماس بدست آيد

3

5

3

5

63

14 =
−
−=

−
−−=AOm  

  ي خط مماسمعادله

oo yxxmy +−= )(  

                                                 
1
 . پس شيب هاي آنها عكس و قرينه ي يكديگرند.ي تماس بر خط مماس عمود استشعاع دايره در نقطه . 

),( oo yxM 
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 19ي صفحه

2353
5

23

5

3
1

5

18

5

3
16

5

3 =+→+−=→++−=→+−−= yxxyxyxy ))((  

  .ات استبش قبل قابل اثاين فرمول به همان رو. مي توان از فرمول زير نيز استفاده كرد :روش دوم 

2Ryyxx =−−+−− ))(())(( ββαα oo  

34441336 =+++−−→ ))(())(( yx  

23533420593 =+→=++−→ yxyx  

  :تمرين براي حل 

),(ياز نقطه  :19 32A32222 روي دايره =−−+ yxyxي معادله.  مماسي بر آن رسم كرده ايم

  .اين خط مماس را به دست آوريد

),(ي نقطه خطي در :20   .ي اين خط را بنويسيدمعادله.  بر دايره اي به مركز مبدأ مختصات مماس است43

***  

  ي تماس ي بيرون دايره و نقطهي پاره خط محصور بين يك نقطهروش تعيين اندازه

ي اندازه.  بيرون دايره دو خط مماس بر دايره رسم مي شود          ياز يك نقطه  

ي يي از اين دو خط مماس محصور بـين ايـن نقطـه و نقطـه               پاره خط ها  

  .اين اندازه به شكل زير بدست مي آيد. تماس با يكديگر برابر است

222 RyxMT −−+−= )()( βα oo  

  

  

  

  .ي زير رسم مي شود را بيابيد بر دايره به معادله2,3A)(يي خط مماسي كه از نقطه اندازه: 21تمرين

211 22 =+++ )()( yx  

***  

  

),( oo yxM 

T 
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 20ي صفحه

  روش تعيين وضع دو دايره نسبت به هم

ي شعاع هاي آنهـا را    براي تعيين وضع نسبي دو دايره، اندازه      . دو دايره نسبت به هم حالت هاي متفاوتي دارند        

خط المركزين پاره خطي است كه مركز هاي دو دايره را به هم وصـل             . ي خط المركزين مقايسه كنيد    با اندازه 

  .دمي كن

 و طول خط المركزين دو 2R و شعاع 2O به مركز 2Cي و دايره1R و شعاع 1O به مركز 1Cياگر دايره

21OOdدايره   21 فرض اينكه  با.  باشد = RR  به كمك جدول زير مي تـوان حالـت هـاي مختلـف دو               <

  .دايره را تعيين كرد

  رديف  حالت  رابطه  شكل نمونه

  

  
21 RRd +>  

دو دايره بيرون 

  )متخارج.(يكديگرند
1  

  

  
21 RRd   2  .دو دايره مماس بيروني اند  =+

  

  
2121 RRdRR   3  .دو دايره متقاطع اند  −>>+

  

  
21 RRd   4  .دو دايره مماس دروني اند  =−

  

  
21 RRd −<  

دو دايره درون 

  )متداخل.(يكديگرند
5  

  

  
0=d  6  .دو دايره هم مركزند  

ي داده بتدا مختصات مركز و شعاع هاي دو دايرهبراي تشخيص وضعيت دو دايره، امجدداّ تأكيد مي شود كه 

در ادامه طول خط المركزين را تعيين و با مجموع اندازه هاي دو شعاع مقايسه مي . شده را بدست مي آوريم

  .كنيم

  

1O 
2O 
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 21ي صفحه

  . را تعيين كنيدزير وضع نسبي دو دايره به معادلات : مثال







=++−
=+−++
421

0526
22

22

)()( yx

yxyx
  

  .ي شعاع هاي دو دايره را تعيين مي كنيمه ابتدا مختصات مركز و انداز:حل 

5
2

20436
13 11 =−+=−→=+−++ ROyxyx ,),(052622  

221 22 =−→=++− ROyx ,),()()( 421 22  

  .مقايسه مي كنيم)  موع يا تفاضلجم( ي شعاع ها ي خط المركزين را بدست آورده و با اندازهاكنون اندازه

59161231 22
21 =+=−−++== )()(OOd  

dRRو چون <+   .ج هستند پس دو دايره متخار21

),(يي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطهمعادله : مثال 11−O يبوده و بر دايره به معادله  

02222 =+−+ yxyx  

  .مماس بيروني باشد

  .ي خط المركزين را محاسبه مي كنيمي شعاع دايره را تعيين و سپس اندازهابتدا مختصات مركز و اندازه :حل 

  21212022 2222 =++++−→=+−+ yyxxyxyx  





=
−

→=++−→
2

11
211

2

222

R

O
yx

),(
)()(  

22441111ي خط المركزين           اندازه 22
21 =+=−−++== )()(OOd  

  يعني. اكنون چون دو دايره مماس بيروني هستند، پس طول خط المركزين برابر مجموع دو شعاع است

2222 2121 =→+=→+= RRRRd   

  .ي مورد نظر به دست مي آيدي دايرهلهو با داشتن مختصات مركز و طول شعاع، معاد

211 22 =−++ )()( yx  
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 22ي صفحه

  :تمرين براي حل 

  . در هر مورد وضع نسبي دو دايره به معادلات داده شده را تعيين كنيد: 22

                   






=−+−
=−+−
1632

175
22

22

)()(

)()(

yx

yx
  الف (







=+−−+
=−−−+

0731410

0364

yxyx

yxyx
22

22

  ب( 







=+
=−+

1

2
22

22 1

yx

xyx
  پ( 







=++−+
=+

0122

9

yxyx

yx
22

22

  ت( 







=+−−+
=+

01948

4

yxyx

yx
22

22

  ث( 

),(يي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطهمعادله : 23 10O يبوده و بر دايره به معادله  

36422 =−−+ yxyx  

  .  مماس داخلي باشد

***  
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 23ي صفحه

 روش تعيين وتر مشترك دو  دايره ي متقاطع

بـراي  .  دايره خطي است كه از محل تقاطع دو دايـره بگـذرد     وتر مشترك دو  

ي اين خط، معادلات دو دايره در حالت گسترده را نظير به نظير           تعيين معادله 

  :در اين صورت داريم. 2از هم كم مي كنيم

  

  

022ل   ي اوي دايرهمعادله =++++ cbyaxyx  

022م ي دوي دايرهمعادله =′+′+′++ cybxayx  

02222 =′+′+′++−++++→ )()( cybxayxcbyaxyx  

0=′−+′−+′−⇒ )()()( ccybbxaa  

  .ي وتر مشترك به شكل زير در خواهد آمدلذا معادله

0=′−+′−+′− )()()( ccybbxaa  

  .ي وتر مشترك دو دايره به معادلات زير را بدست آوريد معادله:مثال 

146422 =−−+ yxyx   08622   و =+++ yxyx  

  :حل 

1414101406846 −=+→−=+++→






=−−+
=+++

yxyx
yxyx

yxyx
)()()(

1464

086
22

22

  

775            ي وتر مشترك معادله
2 −=+→÷ yx  

***  

  خوزستاناستان ه عضو گروه رياضي دوره ي دوم متوسط      عامريجابر: تهيه كننده 

                                                 
2
ي خط گذرا از نقاط تقاطع را مي دليل اين كار اين است كه پس از تشكيل دستگاه و تعيين نقاط تقاطع دو دايره، معادله.  

 .نويسيم

 وتر مشترك
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  بيضي:  موسدرس 

بيضي را به عنوان يكي از مهمترين مقاطع مخروطي، تعريف مي كنيم و در ادامه ويژگي هاي                  قسمتدر اين   

   .آن را به صورت هندسي بررسي مي كنيم

  بيضي

اگر دو سر اين تكـه نـخ را         .  را در نظر بگيريد    lيك تكه نخ به طول    

FوFمتمايز يمطابق شكل در دو نقطه     FFl ثابت كنيد و   ′ ′> 

در اين صورت يك مداد را مانند شكل داخل نخ كنيد و منحني   . باشد

اي به گونه اي رسم كنيد كه در تمام زمان رسم، دو طـرف نـخ بـه                   

  . نام داردبيضيخواهد بود كه شكل حاصل منحني بسته اي . صورت صاف و كشيده شده باشد

ي دلخواه روي بيضي رسم شده را در نظر بگيريم، مجموع فاصله هاي اين نقطه واضح است كه اگر يك نقطه

FوFي ثابتاز دو نقطه lFPPFيعني.  برابر همان طول نخ است′ =′+  

  تعريف بيضي

 بيـضي ي ثابت مقدار ثابتي باشد، را  كه مجموع فاصله هاي آنها از دو نقطه      ،دسي نقاطي از صفحه     مكان هن 

  .مي نامند

 Fي ثابت را كانون هاي بيضي مـي نامنـد و آنهـا را بـا               دو نقطه 

Fو FFي وسط پاره خط   همچنين نقطه .  نمايش مي دهيم   ′  را  ′

 نمايش داده شـده     Oمركز بيضي مي گويند كه در شكل مقابل با        

  .است

lFPPFدر اين صورت.  يك نقطه روي بيضي باشدPبا توجه به اين تعريف واضح است كه اگر =′+   

  : توجه داشته باشيد كه 

  . كمتر استlي هر نقطه درون بيضي تا كانون ها از مجموع فاصله ها :الف

  

lFMMF <′+  

 P 

F ′ F 

P 

F ′ F O 

P 

F ′ F O 

M 



  علوم تجربي12ي پايه............ ........................................................... 3آموزش رياضي

 25ي صفحه

  . بيشتر استl مجموع فاصله هاي هر نقطه بيرون بيضي تا كانون ها از:ب 

   

lFMMF >′+  

  

  

 يـك عـدد حقيقـي       lاشاره شده در فوق باشد و چون طول يك پاره خط ماننـد             طول تكه نخ     l اگر :نتيجه  

  .لذا شايسته است تعريف بيضي را به شكل زير بيان كنيم. مثبت است

ي ثابت يك عدد حقيقـي     بيضي، مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه مجموع فاصله هاي آنها از دو نقطه              

 نمايش دهيم، خواهيم a2دد حقيقي مثبت را به دلايلي كه بعد با آنها آشنا مي شويم با     اگر اين ع  . مثبت باشد 

  :داشت

aFPPF 2=′+  

alپس همواره   . مي نامندثابت بيضي را a2 مي باشد به همين دليل است كه عدد=2

  اجزاي بيضي

F و Fاگر نقاط . ي مقابل را در نظر بگيريد     بيض  كانون هاي بيضي    ′

 MFپاره خط هـاي  در اين صورت    .  روي بيضي باشد   Mيو نقطه 

FMو   . مي نامندMي نقطهشعاع هاي حامل را ′

 قطع مي ′A وAاگر كانونهاي بيضي را به هم وصل كرده و امتداد دهيم، خط بدست آمده بيضي را در نقاط                 

AAپاره خط . كند رأس هاي قطـر   را ′A و Aبيضي مي نامند و نقـاط       ) قطر كانوني    ( قطر بزرگ  را   ′

  . مي گويندبزرگ

FFاگر وسط پاره خـط واصـل دو كـانون بيـضي يعنـي               O را   ′

  . مي گويندمركز بيضيرا Oينقطه. بناميم

كانوني  يصلهفاي پاره خط واصل كانونهاي بيضي را اندازه

  . بيضي مي گويند

P 

F ′ F O 

M 

M 

F ′ F A′ A 
O 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

cFF     ي كانونيفاصله 2=′ 
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 قطع ′B وBياين خط عمود بيضي را در دو نقطه. اگر از مركز بيضي بر قطر بزرگ خط عمودي رسم كنيم      

BBپاره خط . مي كند  بيضي ) قطر ناكانوني    ( قطر كوچك را  ′

 مـي  كوچـك رأس هاي قطـر   را ′BوBمي نامند و نقـاط  

ي هاي  طبق تعريف بيضي واضح است كه مجموع فاصله       . گويند

هر رأس قطـر كوچـك بيـضي تـا كانونهـا برابـر ثابـت بيـضي                  

  يعني .  مي باشدa2يعني

aFBFB aFBBF  و ′+′′=2 2=′+  

 نمـايش   c و b و a را به ترتيب با    OF و OB و OAي پاره خط هاي     ي كار، اندازه  براي سادگي در ادامه   

   است و c2ي كانوني بيضي برابرمي دهيم، لذا فاصله

cFO cOF و ′= cFF و= 2=′  

-ي رأس قطر بزرگ بيضي تا كانون مجاور به آن، برابر فاصله ثابت كنيد كه در هر بيضي فاصله :11تمرين

FAAFيعني. ي رأس ديگر تا كانون مجاور به آن است ′′=  

lFAAF با توجه به تعريف بيضي واضح است كه: اثبات  lFAFA و+′=    لذا ′+′′=

FAFAFAAF ′′+′=′+  

FAFFFAFFAFAF
FFFAFAFFAFFA ′′+′+′′=′++ → ′+′′=′′+=′ ,

  

FAAFFAAF ′′=→′′=→ 22  

يعنـي  . اسـت ي وسـط قطـر بـزرگ آن      با توجه به تمرين فوق نتيجه مي شود كه مركز بيضي نقطه            :نتيجه  

AOOA aOA مي باشد و چون=′   : پس=

aAO aOA و ′= aAA و= 2=′  

  . ي وسط قطر كوچك است ثابت كنيد كه مركز بيضي نقطه :13تمرين

 بــا توجــه بــه تعريــف قطــر كوچــك بيــضي و چــون :اثبــات 

cFOOF FBFپــس در مثلــث. =′=  OB پــاره خــط′

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 
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FFعمود منصف FBBFلذا.  مي باشد′ aFBBF و از آنجا كه=′ FBBF پس=′= ′=  

FBOيا( BOFياز طرف در مثلث قائم الزاويه   :مي توان نوشت) ′

222 OFOBBF +=  

aBFو چون bOB و= cOF و =   : پس =

(*)222 cba +=  

FFBاكنــون بطــور مــشابه در مثلــث .  نيــز خــواهيم داشــت′′

FBBF ــذا =′ 22 و ل cBOa ــا   =′+ ــسه ب ــا مقاي  و ب

bBO نتيجه مي شود كه (*)تساوي  =′  

ي وسط قطر كوچـك     و لذا نتيجه مي شود كه مركز بيضي نقطه        

BOOBيعني . آن است   : مي باشد و همچنين=′

bBO bOB و ′= bBB و= 2=′  

***  

 هر بيضي داراي دو قطـر مـي باشـد كـه يكـي از دو                  :1تذكر

قطري . كانون گذشته و ديگري عمود بر آن در مركز بيضي است

يا قطـر كـانوني   ) اطول(كه از دو كانون  مي گذرد را قطر بزرگ         

 نمايش مي دهند و قطر ديگـر  را  قطـر             a2مي نامند و آنرا با      

 نمـايش مـي     b2يا ناكانوني مي گويند و آنرا بـا       ) اقصر(كوچك  

  .دهند

  .ي زير برقرار استدر هر بيضي رابطهنتيجه مي شود كه .  نمايش دهيمc2ي بين دو كانون را بااگر فاصله

222 acb =+  

  :ي كانوني از قطر بزرگ كوچكتر است پسواضح است كه در هر بيضي فاصله  :2تذكر

122 <→<→<→′<′
a

c
acacAAFF  

B 

F ′ F 
A′ A 

B′ 

O 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

aAA           قطر بزرگ 2=′  

bBB         قطر كوچك 2=′  

cFF    ي كانونيفاصله 2=′ 
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نسبت 
a

c
  . نمايش مي دهندe مي نامند و آنرا با خروج از مركز بيضي را 

1<=
a

c
e  

 به صفر نزديكتر باشد، بيضي به دايره eاگر.ي كشيدگي بيضي است خروج از مركز بيضي نشان دهندهدر واقع

  .  به يك نزديك شود، بيضي كشيده تر استeشبيه تر است و اگر

  . آن استمركز تقارن و مركز بيضي محور هاي تقارنقطر هاي بيضي   :3تذكر

 و اگر قطر بـزرگ مـوازي محـور       افقي اگر قطر بزرگ بيضي موازي محور طول ها باشد، بيضي را              :4تذكر

  . مي نامندقائمعرض ها باشد، بيضي را  

  

  

  

  

  

    

  ***  

ي كـانوني و مقـدار   ي  فاصـله اندازه.   سانتي متر مي باشد6 و 10ي قطرهاي يكي بيضي اندازه  :14تمرين

  .يين كنيدخروج از مركز بيضي را تع

  . سانتي متر مي باشد6ي قطر كوچك برابر  و اندازه10ي قطر بزرگ  واضح است كه اندازه:حل  

510210 =→=→=′ aaAA  

3626 =→=→=′ bbBB  

416925 22222 =→=→+=→+= ccccba  

8422ي كانوني     فاصله ===′ )(cFF  

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

 بيضي افقي

B B′ 

A 

A′ 

F 

F ′ 

O 

  قائمبيضي
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 خروج از مركز بيضي   
5

4==
a

c
e  

  .  واحد بوده و مركز بيضي روي مبدأ مختصات مي باشد6 و8در يك بيضي طول قطر ها   :15تمرين

  . خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد:الف 

  .معادلات دايره هاي محاطي و محيطي بيضي را بنويسيد :  ب

  .ابتدا معادله را به صورت استاندارد مي نويسيم: الف  :حل 

 42 =→=′ aaAAطول قطر بزرگ   

 362 =→==′ bbBBطول قطر كوچك    

7916 2222 =→+=→+= cccba  

 
4

7==
a

c
eخروج از مركز بيضي    

اي  محاطي بيضي دايره يدايره.  استaاست همركز بيضي و به شعاع اي ي محيطي بيضي دايره دايره: ب  

  :با اين تعريف داريم .  استbه شعاع است همركز بيضي و ب

1600 22 =−+− )()( yxي محيطيي دايره معادله  

900 22 =−+− )()( yxي محاطيي دايره معادله  

 با توجه به اطلاعات داده شده، در هر مورد نمودار بيضي را طوري  رسم كنيد كه مركز بيـضي               :16تمرين  

ي خـروج از مركـز      با توجه به اندازه   . صات منطبق بوده و قطر بزرگ آن روي محور طول ها باشد           بر مبدأ مخت  

  . بيضي چه نتيجه اي مي گيريد

 و a=4 وc=1: الف 
4

1=e  

 و a=4 وc=3: ب 
4

3=e  

  : الف:حل 

15151
4

1

44

1

4

1 2
2224 =→= →=→= →=→= +== bbc

c

a

c
e cbaa
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  .بيضي به دايره شبيه است

  :ب 

773
4

3

44

3

4

3 2
2224 =→= →=→= →=→= +== bbc

c

a

c
e cbaa

  

  

  .بيضي كشيده تر است

***  

  :تمرين براي حل 

ك بيـضي را تعيـين      چي قطر كو  اندازه.  مي باشد  6ي كانوني  و فاصله  8، طول قطر بزرگ     ضييدر يك ب   : 17

  .كنيد
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  .  مي باشد6 و طول قطر كوچك 10يضي طول قطر بزرگ  در يك ب :18

  .ي كانوني را محاسبه كنيدي فاصلهاندازه: الف 

  .مقدار خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد: ب 

),(مختـصات مركـز بيـضي       واحـد و   4 و طول قطر كوچك برابر       6 در يك بيضي طول قطر بزرگ        : 19 54 

  :در اين صورت. باشد

  .با فرض اينكه قطر بزرگ بيضي موازي محور طول ها باشد، نمودار بيضي را رسم كنيد: الف 

  .ي كانوني و مقدار خروج از مركز بيضي را محاسبه كنيدفاصله: ب 

  .مختصات رئوس بيضي قطر بزرگ و رئوس قطر كوچك و كانون هاي بيضي را بنويسيد: ج 

),(مختـصات مركـز بيـضي       واحـد و   4طر كوچك برابر     و طول ق   6 در يك بيضي طول قطر بزرگ        : 20 54 

  :در اين صورت. باشد

  .با فرض اينكه قطر بزرگ بيضي موازي محور عرض ها باشد، نمودار بيضي را رسم كنيد: الف 

  .ي كانوني و مقدار خروج از مركز بيضي را محاسبه كنيدفاصله: ب 

  . رئوس قطر كوچك و كانون هاي بيضي را بنويسيدمختصات رئوس بيضي قطر بزرگ و: ج 

),( كانون هاي يك بيضي نقاط :21 ),(و 31 51   . است−

  .افقي يا قائم بودن بيضي را تعيين كنيد: الف 

  .ي كانوني، مختصات مركز بيضي و معادله ي قطرهاي بزرگ و كوچك بيضي را بنويسيدفاصله: ب 

  .ي قطر كوچك و خروج از مركز بيضي را پيدا كنيد باشد، اندازه12 اگر طول قطر بزرگ اين بيضي:ج 

),( و2,7F)(نقاط : 22  12 −′F مي باشد10 كانون هاي بيضي هستند كه طول قطر بزرگ آن .  

  .مختصات مركز بيضي را بنويسيد: الف 

  .ا به دست آوريدطول قطر كوچك بيضي ر: ب 

  .نمودار بيضي را رسم كنيد: ج 

  

  



 جابر عامري: تهيه كننده .....................................................................  3آموزش رياضي

 32ي صفحه

خروج از مركز يك بيضي افقي       :23
5

4
),( و مخصات مركز آن     14  6 و طول قطر كوچـك ايـن بيـضي      −−

  .واحد است

  .ي كانوني را محاسبه كنيدطول قطر كانوني و فاصله: الف 

  .كوچك و قطر بزرگ و كانون هاي بيضي را پيدا كنيدمختصات نقاط دو سر قطر : ب 

  .در يك بيضي طول قطر كوچك نصف طول قطر بزرگ است، خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد : 24

***  

  جابر عامري: تهيه كننده 

  ه عضو گروه رياضي دوره ي دوم متوسط

  خوزستاناستان 


