
   هندسه تحليلي  :درس اول  

به كمك اين بحـث اسـت كـه    .  مهم و كاربردي در رياضيات است  هاي ي تحليلي يكي از بحث    هندسهبحث  

  . حل كردآنها را بررسي و  و سپس  نمودبيانبراي اشكال هندسي معادلات جبري مي توان 

   محور اعداد حقيقي: قسمت اول 

  وي آنخط راستي است كه راعداد حقيقي محور 

  نقطه اي به عنوان مبدأ: الف 

  واحدي براي اندازه گيري طول ها: ب 

   در شكل زير′oxxمانند محور . جهتي به عنوان جهت مثبت، اختيار شده باشد: ج 

  

  

  

 بديهي است كه هر نقطه روي محور را مي توان با يك عدد حقيقي نشان داد و هر عدد حقيقي متناظر با يك        

به عبارتي ديگر بين مجموعه اي اعداد حقيقي و مجموعه ي نقاط روي محـور تنـاظر   . نقطه روي محور است   

  .يك به يك قرار دارد

به عبارت ديگر طول هر نقطـه روي        .  مي نامند  نقطه آن   طولعدد حقيقي متناظر با هر نقطه روي محور را          

  . آن نقطه تا مبدأ محور استيك محور عددي است جبري كه قدرمطلق آن برابر با فاصله ي

  

  

  . نمايش مي دهندAx روي محور اعداد حقيقي را باAطول هر نقطه مانند

OAxA =  

  :در شكل فوق داريم

2=Dx و 
2

3−=Cx 3 و=Bx1   و=Ax  0  و=Ox  

0 1 

x O x′ 
2 3 1− 2− 3− 

 ثبتجهت م جهت منفي

 مبدأ 

0 1 

x O x′ 
3 A 1− 3− 

B C D 

2 

1 

2− 
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 2ي صفحه

 برابر قدر مطلق AB  پاره خطي  يا اندازهطول دو نقطه روي محور باشند، بديهي است كه AوBاگر 

  .تفاضل طول هاي اين دو نقطه است

  

|| AB xxAB −=  

  : مي توان نوشت.  باشدAB پاره خطوسط Mينقطه در صورتي كه

2
BA

M
xx

x
+=  

  .ات درستي اين تساوي ارائه مي شود به صورت زير استباستدلالي كه براي اث

MBAM =  

2
2 BA

MBAMMBAM
xx

xxxxxxxx
+=→+=→−=−→  

  : در اين صورت Bx=−3 و Ax=5 روي يك محور باشند و AوBيدو نقطه اگر   :1تمرين

  . را تعيين كنيدABي پاره خط اندازه: الف 

  . را به دست آوريدABط  وسط پاره خMيطول نقطه: ب 

 AC وسط پاره خطBي روي يك محور چنان قرار دارند كه نقطهAوBوCي اگر سه نقطه :2تمرين

23 و Ax=2 وبوده += mxB  1و+= mxC  باشد، مقدارmرا تعيين كنيد .  

***  

  )دستگاه مختصات دكارتي(  دستگاه محور هاي مختصات  : مودقسمت 

، يك دستگاه مختصات به وجود مي آورند، هرگاه اين  كه در يك صفحه قرار دارند′oyy و ′oxxدو محور

) مبدأ مشترك ( Oيدو محور بر هم عمود باشند و در نقطه

  .متقاطع باشند

را ) ′oyy(را محور طول ها و محور قائم ) ′oxx(محور افقي 

  .محور عرض ها مي نامند

 با دو عدد حقيقي M مانند ست كه هر نقطه روي صفحه ،بديهي ا

A B 

A B M 

M 

x 

y 

O Mx 

My 

x′ 

y′ 
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 3ي صفحه

)( روي محور طول ها را طول      Mيتصوير نقطه . مشخص مي شود   Mx   ي و تصوير نقطهM   روي محور 

)(عرض ها را عرض Myند مي نام.  

),( MM yxM              يا                
M

M

y

x
M  

  . مي نامندمختصات نقطهطول و عرض نقطه را 

   دستگاه مختصات قائم صفحه را به چهار ناحيه:نتيجه 

علامت مختصات هر نقطه با توجـه بـه         .تبديل مي كند  ) ربع (

  . صورت زير استربعي كه در آن قرار دارد، به

  :همچنين

  هر نقطه كه روي محور طول ها قرار دارد، عرض آن صفر است و برعكس:  الف

   آن صفر است و برعكسطول ها قرار دارد، عرضهر نقطه كه روي محور :  ب

  .طول و عرض آن صفر است  ي تقاطع دو محور كه مبدأ مختصات نام دارد،نقطه: ج 

),(ي نقطه :3تمرين 312 +− mmPمقدار. داده شده است m را چنان بيابيد كه :  

    . روي محور طولها قرار گيردPينقطه: الف 

  .ها قرار گيردعرض  روي محور Pينقطه: ب 

),(ي نقطه :4تمرين 112 +− kkP م دسدر ناحيهحدود. تگاه مختصات قرار داردي دوkتعيين كنيدا ر .  

  : توجه 

كه روي نيمساز ربع اول و سوم دستگاه نقاطي تمام  : 1

  .هستند داراي طول و عرض مساوي  واقعند،مختصات

 دستگاه چهارم و مودتمام نقاطي كه روي نيمساز ربع  : 2

  .ندترينه هسقداراي طول و عرض  واقعند، مختصات

),(ي نقطه :5تمرين  462 +− mmPمقدار.  داده شده استm را چنان بيابيد كه :  

  .قرار گيردنيمساز ربع اول و سوم  روي Pينقطه: الف 

  .گيردقرار نيمساز ربع دوم و چهارم  روي Pينقطه: ب 

0

0

>
>

y

x
 

0

0

>
<

y

x
 

0

0

<
>

y

x
 

0

0

<
<

y

x
 

 نيمساز ربع اول و سوم از ربع دوم و چهارمنيمس
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 4ي صفحه

  پاره خط در دستگاه محور هاي مختصات ي اندازه

  .به صورت زير است ABپاره خط ) طول( ي در اين صورت اندازه دو نقطه روي صفحه باشند، A وBاگر

22 )()( ABAB yyxxAB −+−=  

  

  

  

  

  

  .استفاده مي شودي فيثاغورس رابطهات درستي اين موضوع از براي اثب :براي مطالعه 

222 BCACAB +=  

|||| ABAC xxxxAC −=−=  

|||| ABCB xyyyBC −=−=  

222 )()( ABAB yyxxAB −+−=  

22 )()( ABAB yyxxAB −+−=→  

***  

  ي وسط پاره خط مختصات نقطه

 در ايـن    .باشـد  ABپـاره خـط   ) مياني(ي وسط    نقطه Mيباشند و نقطه   دو نقطه روي صفحه      A و Bاگر

   . به شكل زير استMيمختصات نقطهصورت 

                            








+=

+=

2

2
BA

M

BA
M

yy
y

xx
x
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 5ي صفحه

  

  . اثبات اين موضوع مي توان به شكل زير استدلال كردبراي  :براي مطالعه 

 در نظـر گرفتـه   ABپـاره خـط  ) مياني(وسط ي  نقطهMيباشند و نقطه دو نقطه روي صفحه A و Bاگر

در اين صورت مي توان گفـت كـه چـون           . شود

 از متـوازي    AB وسـط پـاره خـط      Mينقطه

 مـوازي   MH مي باشد و   ABCDالاضلاع  

 xهر سه بـر محـور     (دو قاعده رسم شده است      

ي خطـوط مـوازي     پـس بنـابر قـضيه     ). عمودند

  : نوشت مي توان ) تالس(

HCDH
HC

DH

MB

AM

HC

DH MBAM =→= →= =
1  

2
2 BA

MBAMMBAM
xx

xxxxxxxx
+=→+=→−=−→  

  .و به همين ترتيب ثابت مي شود

2
BA

M
yy

y
+=  

),(يدو نقطه  :6تمرين  73 −Aو ),( 41 −−Bداده شده اند  .  

  . را تعيين كنيدABطول پاره خط) الف

  . را به دست آوريدAB وسط پاره خطMي نقطهتصاتخم) ب

  : تمرين براي حل 

),( اگر :7 o1A و ),( 32−Bمساحت مربع را محاسبه كنيد.  دو رأس مقابل مربعي باشند.  

),(طا نق :8 o3−Aو ),( o16Bو),( 6oCي وارد بر 1ي ميانهاندازه. سه رأس يك مثلث مي باشند

  . را تعيين كنيدBCضلع

),(  اگر :9 21−Aو ),( 13 −Bو ),( 22 −Cسه رأس مثلثي باشند، نوع مثلث را تعيين كنيد .  

                                                 
  .در هر مثلث، ميانه، پاره خطي است كه وسط يك ضلع را به رأس مقابل آن وصل مي كند.  1
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D H C 

Ax Mx Bx 

By 

My 

Ay 
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 6ي صفحه

),(اگر : 10 o4Aو ),( 322 −Bنوع مثلث را تعيين كنيد و ابتدا  سه رأس مثلثي باشند،  مبدأ مختصات و

  .ن را تعيين كنيدو محيط آسپس مساحت 

),( اگر :11 32Aو ),( o1−B و ),( 45−C ابتدا سه رأس مثلثي باشند ،

  .نوع مثلث را تعيين كنيد و سپس مساحت آن را تعيين كنيد

),(نقاط، اي دو انتهاي يكي از قطرهاي دايره :12 22 −Aو ),( 46B 

  .هستند

  .ي شعاع و مختصات مركز دايره را بيابيداندازه) الف

),(يآيا نقطه) ب 37Pيط دايره قرار دارد؟ چرا؟ بر روي مح  

***  

  ي بين مختصات رئوس متوازي الاضلاعرابطه

أس روبرو با مجموع طول هاي دو رأس روبروي ديگر برابر ردر هر متوازي الاضلاع مجموع طول هاي دو 

  . است

DBCA xxxx +=+  

  .روي ديگر برابر استي دو رأس روبعرض هاأس روبرو با مجموع ر هاي دو عرضبه همين ترتيب مجموع 

DBCA yyyy +=+  

  . از موضوع هندسي زير استفاده كردبراي اثبات اين مطلب مي توان  :براي مطالعه 

  :مي توان نوشتلذا . با توجه به اينكه در متوازي الاضلاع قطرها همديگر را نصف مي كنند

2
CA

M
xx

x
  AC وسط پاره خط Mي نقطه⇒=+

 
2

DB
M

xx
x

  BD وسط پاره خط Mي نقطه⇒=+

DBCA xxxx +=+⇒  

  : و به همين ترتيب داريم 

DBCA yyyy +=+⇒  

A 

D C 

B 

M 

 مساحت هر مثلـث     :يادآوري  

 aمتساوي الاضلاع بـه ضـلع     

2برابر

4

3
aاست . 
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 7ي صفحه

),(اگر: 13تمرين  21−A و),( 43Bو),( 02Cاز متوازي الاضلاع متوالي مختصات سه رأس ABCD 

  .را تعيين كنيدDباشند، مختصات رأس

ي پرچم بزرگ، مطابق شكل توسط كابل هـايي بـه           يك ميله : 14 تمرين

هر يـك از چهـار      ي   فاصله چهار نقطه در زمين محكم شده است، به طوري        

 مـي  ي مقابل آن تا پـاي ميلـه       ي نقطه نقطه تا پاي ميله برابر است با فاصله       

  . را به دست آوريدDي، مختصات نقطهباشد

 

  

  .وس متوازي الاضلاع باشند را طوري تعيين كنيد كه نقاط زير به همين ترتيب رئn وm مقادير:15تمرين

),( 13 −mD و ),( 13C و ),( mnB ),(و −21 31 +nA  

***  
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A 

M G 

C 

B N 

  )ي برخورد ميانه هاي مثلث نقطه( مختصات مركز ثقل مثلث 

  :در اين صورت مي توان نوشت.  باشد2ABC محل تقاطع ميانه هاي مثلثGياگر نقطه

3
CBA

G
yyy

y
     و       =++

3
CBA

G
xxx

x
++=  

  

ي برخورد ميانه هاي  نقطهGاگر :براي مطالعه 

ي برخورد ثابت مي شود كه نقطه.  باشدABCمثلث

يمثلث به فاصلهميانه هاي 
3

1
 طول هر ميانه از وسط 

يضلع مقابل و به فاصله
3

2
 طول هر ميانه از رأس 

  . استنظير آن ميانه

 
2

GB
N

xx
x

  BG وسط پاره خطNي نقطه⇒=+

 
2

MN
G

xx
x

  MN وسط پاره خطGي نقطه⇒=+

2
CA

M
xx

x
  AC وسط پاره خطMي نقطه⇒=+

2
2

2
22 GCBA

G

CAGB

G
xxxx

x

xxxx

x
+++=⇒

+++

=⇒  

CBAGGCBAG xxxxxxxxx ++=⇒+++=⇒ 34  

3
CBA

G
xxx

x
++=⇒  

  .و به همين ترتيب ثابت مي شود

3
CBA

G
yyy

y
++=⇒  

  

),(اگر : 16تمرين  32−Aو ),( 14 −B و ),( 48−Cمختصات محل تلاقي ميانه .سه رأس مثلثي باشند

  . را به دست آوريدي مثلثها

                                                 
  .ا مركز ثقل مثلث نيز مي نامندمحل تقاطع ميانه هاي هر مثلث ر.  2
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  شيب خط 

  . به صورت زير تعريف مي شودLخط ) ضريب زاويه(شيب .  باشندLاز خط دو نقطه A وBاگر

AB

AB
L xx

yy

x

y
m

−
−=

∆
∆=  

βαي خطوط موازي واضح است كه بنابر قضيه ي حاده در بنابر بر تعريف تانژانت زاويههمچنين .  ∠=∠

  .ان نوشتمثلث قائم الزاويه مي تو

)tan()tan( αβ ==
−
−=

AB

AB
L xx

yy
m  

  . ها مي سازدxلذا شيب هر خط ، تانژانت زاويه اي است كه آن خط با جهت مثبت محور

  

  

  

  

   با اين تعريف واضح است كه:  نتيجه 

  . برابر صفر است ،شيب محور طولها و هر خط موازي آن: الف 

  . ، تعريف نشده استآنزي شيب محور عرضها و هر خط موا: ب 

  . است-1شيب نيمساز ربع دوم و چهارم برابر  و 1  برابر  و سومشيب نيمساز ربع اول: ج

),(يدو نقطهشيب خط گذرا از   :17 تمرين 45 −Aو ),( 03B به دست آوريد را.  

شـيب ايـن خـط را    .  درجه تشكيل مـي دهـد      30 ي خطي با محور طولها در جهت مثبت زاويه         :18 تمرين

  .بنويسيد

),(ي ثابت كنيد كه سه نقطه :19تمرين  24−Aو ),( 02−Bو ),( 31 −Cروي يك خط راست واقع اند .  

***  
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 10ي صفحه

  ي خط معادله

  . نامندي خط ميهبين طول و عرض تمام نقاط خط را معادلي خطي هر رابطه

),(يدو نقطه : مثال   73A و ),( 31B    ي طـول و عـرض ايـن دو         به كمك تعيين رابطـه     . را در نظر بگيريد

  . را بنويسيدABخط ي  معادلهنقطه،

برابر و سپس با عـدد يـك    واين دو نقطه را دهر كدام از طول ابتدا با كمي دقت معلوم مي شود كه اگر    : حل  

  .به صورت زير است) ي خطمعادله( ي موجود لذا رابطه. جمع كنيم، عرض نقطه به دست مي آيد

12 += xy  

  .  نمودار خط مثال قبل را رسم كنيد :20تمرين

  .خط به صورت زير استي هر به طور كلي معادله: تذكر 

nmxy +=  

 را  nرا شـيب و عـدد     ) xضـريب ( mعدد نيز مي نامند،   ي استاندارد خط  معادلهمعادله كه آن را      اين   در

  .مي نامند3عرض از مبدأ 

),(يي خطي را بنويسيد كه از دو نقطه معادله :مثال ),(و72   . مي گذرد35

   :حل 

  . ابتدا شيب خط را  تعيين مي كنيم:روش اول

3

4

52

37

12

12

−
=

−
−=

−
−=

xx

yy
m  

nmxyي خط به صورت و چون معادله   :  مي باشد، پس =+

nxy +−=
3

4
   

  .در اين معادله جايگزين مي كنيم مختصات يكي از نقاط داده شده را nاكنون براي تعيين مقدار

3

29
2

3

4
772 3

4

=→+−= →
+−=

nn
nxy

)(),(  

  .ي خط را به صورت زير به دست مي آوريمدر نهايت معادله

                                                 
  .محل تلاقي هر خط با محور عرض ها را عرض از مبدأ مي نامند.  3
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3

29

3

4 +−=→+= xynmxy  

nmxyي خط به صورت      چون معادله  :روش دوم  ي داده شده را در اين      مختصات دو نقطه  .  مي باشد  =+

  .ممعادله جايگزين مي كني





=+
−=−−

→




=+
=+×−

→




=+
=+

72

35

72

351

72

35

nm

nm

nm

nm

nm

nm )(
  

3

29

3

4
43 =

−
=→=−→ nmm ,  

   . مطلوب به شكل زير است خطيلذا معادله

3

29

3

4 +−=→+= xynmxy  

mxyي هر خط كه گذرا از مبدأ مختصات به صورت معادله: نتيجه    . است=

  . باشد−3و شيب آن ي خطي را بنويسيد كه از مبدأ مختصات بگذرد  معادله :21تمرين

***  

  ي خط روش هاي تعيين معادله

. ولي فقط يك خط با شيب معين از هر نقطه مـي گـذرد       واضح است كه از هر نقطه بي شمار خط مي گذرد ،             

),(ي گذرا از نقطه   m خطي با شيب   اگر oo yxA    ي خط را بـه صـورت        توان معادله  مي.  در نظر گرفته شود

  :زير نوشت

oo yxxmy +−= )(  

),(ي ي خطي را بنويسيد كه از نقطه معادله :22تمرين  12−P آن باشد-5 بگذرد و شيب .  

),(يي خط را بنويسيد كه از نقطه       معادله  :23تمرين 13 −P         هـت مثبـت     بگذرد و با محور طول هـا در ج

  . درجه تشكيل دهد60ي زاويه
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 12ي صفحه

),(يي خطي را بنويسيد كه از دو نقطهمعادله  :24تمرين ),(و72   . مي گذرد35

  : حل 

3

4

52

37

12

12

−
=

−
−=

−
−=

xx

yy
m  

3

29

3

4
3

3

20

3

4
35

3

4
11 +−=++−=→+−−=→+−= xxyxyyxxmy )()(  

ار خط كافي است ، دو نقطـه از نمـودار آن   لذا براي رسم نمود. از هر دو نقطه فقط يك خط مي گذرد      :  توجه  

  .خط را تعيين كنيم

3 نمودار خط  :25تمرين
2

1 +−= xyرا رسم كنيد .  

ي يـك كارگـاه كوچـك توليـدي از           سود سالانه   :26تمرين

ودار مقابل سير صـعودي داشـته    طبق نم 1395 الي   1385سال  

  . است

ي مـورد نظـر     ر دهه ي اين شركت د   ميانگين سود سالانه  : الف  

  چقدر بوده است؟

نگين سـود ده سـاله      در كدام سال، مقدار سود سالانه، با ميا       : ب

  برابر بوده است؟

 سـود  1405ي آينده با همين روند افزايش يابد، انتظار مي رود در سال  اگر سود سالانه در طول يك دهه      : پ  

  ي شركت چقدر باشد؟سالانه

  : حل  

   :الف

1390
2

13951385 =+=Mx   

  و

80)  سود متوسط(
2

10357 =+=My        

 

M 

1390 

80 

A 

B 
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 13ي صفحه

  . را مي نويسيمABي خط ابتدا معادله:  ب

5

23

13851395

57103 =
−
−=ABm  

571385
5

23 +−= )(xy  

1390
23

31970
2331970

5

23
6394

6371
5

23
23571385

5

23
8080

571385
5

23

==→=→=→

−=→+−= →=
+−=

xxx

xxy
xy

)(
)(

  

  : پ 

1495713851405
5

23
571385

5

23 1405 =+−= →+−= = )()( yxy x
  

***  
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 14ي صفحه

  خط كلي ي معادله

  : خط مي توان معادله اي به صورت زير نوشتبراي هر

0=++ cbyax  

  :اين معادله را مي توان به صورت زير نيز نوشت واضح است كه 

b

c
x

b

a
y −−=  

شيب خط برابر  پس  
b

a
m

 و عرض از مبدأ آن       =−
b

c
n ي  توجه داشته باشيد كه عـرض نقطـه   . است =−

  .تلاقي خط با محور عرض ها را عرض از مبدأ مي نامند

  .ي برخي از خطوط مهم به صورت زير است معادله:نتيجه 

  شيب  معادله  عنوان  رديف

  y  0=m=0  محور طول ها  1
  .تعريف نمي شود  x=0  محور عرض ها  2

xy  نيمساز ربع اول و سوم  3 =  1=m  
xy  نيمساز ربع دوم و چهارم  4 −=  1−=m  
0426ي خطي به صورت معادله : 27تمرين =−+ yxاست .  

  .ا به دست آوريدشيب و عرض از مبدأ اين خط ر: الف

  .محل تقاطع اين خط با محور هاي مختصات را تعيين كنيد:  ب 

  .نمودار خط را رسم كنيد: ج 

  .نمودار هر يك از خطوط زير را رسم كنيد  : 28تمرين

xy
3

12  پ(y=−2  ث (=1 +−= xy) الف  

  
2

3=x )632   ت =+ yx) ب  

  . باشد-2ي زير برابر  را طوري تعيين كنيد كه شيب خط به معادلهk مقدار :29تمرين 

kykkx 32 −=−+ )(  

***  
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 15ي صفحه

  :تمرين براي حل 

),(ي را طوري تعيين كنيد كه سه نقطهkمقدار : 30 o3−Aو ),( 21 −+kBو  ),( 23C روي يك خط 

  .راست واقع باشند

),(يي خط گذرا از دو نقطهمعادله : 31 12 −Aو ),( 23Bرا بنويسيد .  

اي بـه  رض ها را در نقطه و محور ع3اي به طول ي خطي را بنويسيد كه محور طولها را در نقطه      معادله : 32

  . قطع كند2عرض 

),(نقاط:  33 21A و ),( 23−Bو),( 1−oC     ي وارد بـر ضـلع     ي ميانـه  دلهامع.  سه رأس يك مثلث هستند 

BCرا بنويسيد .   

***  

  ي بين شيب هاي خطوط موازيرابطه

  .د، اگر و تنها اگر شيب هاي مساوي داشته باشنددو خط موازين

  

2121 ddmm ||↔=  

  .نشان دهيد كه دو خط به معادلات زير موازيند : 34تمرين

536 =+ yx       32         و +−= xy  

  .معادلات دو خط زير را در نظر بگيريد : 35نتمري

52 =+ yx       24         و −=− yx  

  .ثابت كنيد كه اين دو خط متقاطع هستند)  الف

  .ي تقاطع اين دو خط را تعيين كنيدمختصات نقطه) ب 

  .ي تقاطع آنها را تعيين كنيدنمودار هر دو خط را رسم كنيد و نقطه) ج 

),(يي خطي را بنويسيد كه از نقطـه       معادله : 36 تمرين 31−P             ي  بگـذرد و مـوازي بـا خـط بـه معادلـه

32 =+ yxباشد .  

***  

1d 2d 
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 16ي صفحه

  ي بين شيب هاي دو خط عمود بر همرابطه

اگر و تنها اگـر حاصـل ضـرب شـيب هـاي آنهـا                 دو خط بر هم عمودند،    

به عبارتي ديگر اگر شيب خطي عكـس و قرينـه ي شـيب              .  باشد -1برابر

  .ط بر هم عمودندديگري باشد، آن دو خ

2121 1 ddmm ⊥↔−=×  

  .نشان دهيد كه دو خط به معادلات زير بر هم عمودند:  37تمرين

1
3

4 +−= xy       243         و −=− yx  

43 يي خطي را بنويسيد كه از مبدأ مختصات بگذرد و بر خـط بـه معادلـه                معادله : 38تمرين =+ yx 

   .عمود باشد

  :تمرين براي حل 

),(نقاط : 39 o4A و ),( 31Bو),( 2−oC  وارد بر ضـلع ارتفاع ي معادله.  سه رأس يك مثلث هستندBC 

  .را بنويسيد

 قطـع كنـد و مـوازي خـط بـه            2ه اي به طـول      ي خطي را بنويسيد كه محور طول ها را در نقط          معادله  :40

1ي معادله
32

=+ yx
  . باشد

 قطع كند و عمود بر خـط بـه          2ي خطي را بنويسيد كه محور عرض ها را در نقطه اي به عرض               معادله  :41

1ي معادله
32

=+ yx
  . باشد

),(نقاط  : 42 15A و ),( 410Bو ),( 97C سه رأس از مربع ABCDمي باشند .  

  .را بنويسيدBCو DC وABي اضلاعمعادله: الف

  . را تعيين كنيدDيمختصات نقطه: ب 

  .سم كنيدرمربع را : ج 

  .مساحت و محيط مربع را به دست آوريد: د 

1d 
2d 
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 17ي صفحه

  ي نقطه تا خط فاصله

 كه از نقطه بر خـط عمـود         ستي هر نقطه خارج يك خط، برابر طول پاره خطي ا          فاصله

  .ي هر نقطه، روي خط تا آن خط برابر صفر است بديهي است كه فاصله.رسم مي شود

),(ينقطه ي فاصله :مثال   57A   را از خط L  1834ي به معادله =+ yx    به دسـت 

  .آوريد

 برابر   Lچون شيب خط  : حل  
3

 است، پس هر خـط عمـود بـر آن           −4

داراي شيب
4

3
 Lو عمود بر A گذرنده از ∆ي خطمعادله.  خواهد بود

  .را مي نويسيم

hxy +=∆
4

3
:  

),(يو چون نقطه 57Aداريم  قرار دارد∆ روي خط ،:  

4

1
7

4

3
5 −=→+= hh)(  

  . به صورت زير است∆ي خطلذا معادله

143
4

1

4

3

4

3 =+→−=→+=∆ yxxyhxy:  

آن مختـصات   را به صورت يك دستگاه معادلات خطي در نظر بگيـريم، از حـل   ∆وLاگر معادلات دو خط    

  .، محل برخورد اين دو خط به دست مي آيدPينقطه





⇒==→
=−
=+

∆
),(,

:

:
2323

143

1834
Pyx

yx

yxL
  

  . جواب مسئله استAPواضح است كه طول پاره خط

5259162537 2222 ==+=−+−=−+−= )()()()( PAPA yyxxAP  

 مي توان از فرمول زير      .همانطور كه مشاهده مي كنيد، اين روش براي حل مسئله، روشي نسبتاً طولاني است             

  .نيز استفاده كرد

L P 

H 
d 

L 

A 

P 

∆ 
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),(يي نقطهفاصله oo yxPيدله از خط به معاo=++ cbyaxي زير به دست مي آيد از رابطه.  

22 ba

cbyax
d

+

++= || oo  

),(يي نقطه فاصله:مثال  57Aرا از خط L1834ي به معادله =+ yxبه دست آوريد .  

  :حل 

o=−+→=+ 18341834 yxyx  

5
25

25

34

185374

34

185374

222222
==

+

−+=
+

−+=
+

++=
)()(

|)()(|

)()(

|)()(|||

ba

cbyax
d oo  

++=oي ي مبدأ مختصات از خط به معادله فاصله:نتيجه  cbyax به شكل زير است.  

22 ba

c
d

+
= ||

  

),(يي نقطهفاصله:  43تمرين 11 −P343ي تا خط به معادله −=− yxرا به دست آوريد .  

),(نقاط : 44تمرين 23Aو ),( 32−Bو),( 3−oCسه رأس يك مثلث هستند  .  

  .را به دست آوريد BCارتفاع وارد بر ضلعي اندازه: الف 

  .مساحت مثلث را حساب كنيد: ب 

***  

),(اگر: توجه   11 yxAو),( 22 yxBو),( 33 yxC   باشند، مي توان مـساحت مثلـث را         ي سه رأس مثلث

  . قدر مطلق عدد حاصل برابر مساحت مثلث استثابت مي شود كه. ي زير محاسبه كردرابطهبه كمك 

1321

1321

2

1

yyyy

xxxx
S ×=  

  

),(نقاط: مثال 23Aو),( 32−Bو),( 3−oCمساحت مثلث را به دست آوريد . مثلث هستند سه رأس يك.  

  :حل 

149469
2

1

2332

323

2

1 =+++++=
−

−
×=→ )( oo

o
S  

_ _ _ 
+ + + 
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  ي بين دو خط موازيفاصله

بـر  ي واقع بر يكي       ي دو خط موازي ، طول پاره خطي است كه از هر نقطه            فاصله

برابـر  دو خط منطبق بر هم      ي  بديهي است كه فاصله   . عمود رسم مي شود   ديگري  

  .صفر است

  :ط موازي به معادلات ي دو خفاصله 

     022 =++ cbyaxL 011   و  : =++ cbyaxL :  

  .به صورت زير است

22
12

ba

cc
d

+

−= ||
  

  . زير را تعيين كنيد موازيي بين دو خطفاصله : 45تمرين

o=−+ 834 yx   و   o=++ 734 yx  

),(اگر   : 46 تمرين  36A و ),( o7B ي ضلع    مجاور يك مستطيل باشند و معادله      دو رأسCD    از ايـن 

13به صورت مستطيل  =+ yxمساحت مستطيل را به دست آوريد.  باشد.  

  :تمرين براي حل 

12 يكي از اضلاع مربعي بر خط         :47 −= xy اگر  . اقع است  و),( o3A         ،يكي از رئوس اين مربـع باشـد 

  .مساحت آن را به دست آوريد

),(يي نقطهفاصله : 48 41 −Aاز خط kyx =+   . را به دست آوريدkمقدار.  است4 برابر68

−+=o معادلات برخورد دو خط به      يي نقطه فاصله:  49 12 xy   و o=−+ 4xy    را از خط d  به 

−−=o يمعادله 2247 yxرا تعيين كنيد .  

−=o ي به معادله  Lخط : 50 yx ),(بر دايره اي به مركـز      43 12 −W    شـعاع دايـره را     .  ممـاس اسـت

  . 4ابيدبي

  .ي بين دو خط موازي زير را تعيين كنيدفاصله : 51

o=+− 143 yx   و   o=−− 786 yx  

                                                 
  .ي تماس عمود استشعاع دايره بر خط مماس در نقطهتوجه داشته باشيد كه .  4

P 

H 

d 

2L 

1L 
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  ي يك نقطه نسبت به نقطه اي ديگرقرينه

 وسط  Pيگويند، هرگاه نقطه   Pينسبت به نقطه   Aيي نقطه را قرينه Bينقطه

  . باشدABپاره خط 

  

),( اگربا توجه به اين تعريف: براي مطالعه  βαP،واضح است كهدر اين صورت،  باشد   

ABBA
BABA

P xxxx
xxxx

x −=→=+→+=→+= ααα 22
22

  

ABBA
BABA

P yyyy
yyyy

y −=→=+→+=→+= βββ 22
22

   

),(ي نسبت به نقطهAي ي نقطه قرينهBي نقطهمختصاتلذا  βαPبه صورت زير است .  





−=
−=

AB

AB

yy

xx

β
α

2

2
  

  .استشكل زير  نسبت به مبدأ مختصات  به Aي ي نقطه قرينهBي مختصات نقطه:نتيجه 





−=
−=

AB

AB

yy

xx
  

),(ينقطهي قرينه  :52تمرين 23−Aرا نسبت به نقطه ي ),( o3Pبه دست آوريد .  

),(يي نقطهقرينه  :53تمرين 25 −Aرا نسبت به مبدأ مختصات به دست آوريد .  

***  

  خطي يك نقطه نسبت به يك قرينه

 dخط گويند، هرگاه    d خط  نسبت به  Aيي نقطه را قرينه Bينقطه

  . باشدABعمود منصف پاره خط

  

  

  

B 

A 

P 

B 

A 

P 

d 
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   : نتيجه 

),(يي نقطهقرينه : 1 oo yxA 0 خط( نسبت به محور طول ها=y( به صورت),( oo yxB −  

  

  

  

  

  

  

),(يي نقطهقرينه  :2 oo yxA 0خط (  نسبت به محور عرض ها=x( به صورت),( oo yxB −  

  

  

  

  

  

  

  

),(يي نقطهقرينه : 3 oo yxa نسبت به نيمساز ربع اوخط(م ل و سوxy ),( به صورت)= oo xyB  

  

  

  

  

  

  

x

y

 

x

y

 

x

y

 

xy = 
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),(يي نقطهقرينه  :4 oo yxA خط( م و چهارمنسبت به نيمساز ربع دوxy  به )=−

),(صورت oo xyB −−  

  

  

  

  

  

  

  

  

),(ي نقطه :54تمرين 32 −Aبازتاب اين نقطه را در حالت هاي مختلف زير بدست آوريد.  داده شده است.  

   هاyنسبت به محور: ب                                      هاxنسبت به محور: الف 

xyنسبت به محور: ج  xyنسبت به محور: د                                     = −=  

  : حل

),(),(                                                                                             :الف 3232 BA →−  

),(),(                                                                                          :ب 3232 −−→− BA  

),(),(                                                                                             :ج 2332 −→− BA  

),(),(                                                                                              :د 2332 −→− BA  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  mathameri@ :كانال تلگرام 

x

y

 

xy −= 
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 23ي صفحه

    ابع درجه ي دومومعادلات  و ت  :دومدرس  

ي نقطـه فـي  شنا و سـپس بـا معر  و آ 2ي درجه و تابع   در اين درس ابتدا با بحث هاي تكميلي پيرامون معادله         

  . بسياري از مسائل رياضيات را بررسي و حل كرد، مي توان ي دوم تابع درجهو مفهوم صفرماكزيمم و مينيمم 

   2ي ي درجهمعادلهي يادآور: قسمت اول 

 روش هـاي  حتماً به ياد داريد كه براي حـل ايـن معادلـه    .  آشنا شده ايد   2ي  ي درجه در سال گذشته با معادله    

بهتر است قبل از ورود بـه بحـث         . به خاطر داريد  را  ) كلي(روش تجزيه و روش كلاسيك      . متفاوتي وجود دارد  

  .اين دو روش را در قالب مثال يادآوري كنيم

  .ي زير را حل كنيدمعادله: المث

0352 2 =−+ xx  

  :حل به روش تجزيه 

031206212
2

1
0352 2 =+−→=+−→=−+ ))(())(( xxxxxx  







−=→=+

=→=−→
303
2

1
012

xx

xx  

  a=2 و b=5 و c=−3: حل به روش كلاسيك 

49242532454.     ي حقيقي دارد معادله دوريشه 22 =+=−−=−=∆ ))(()(acb  

2

1

4

2

4

75

22

495

21 ==+−=+−=∆+−=
)(

)(

a

b
x  

3
4

12

4

75

22

495

22 −=−=−−=−−=∆−−=
)(

)(

a

b
x  

02 هر معادله به صورت:يادآوري  =++ cbxax0 كه در آن≠a  ، م استدرجهي معادلهيكي دو .

  .ك مي نامندروش كلاسيروش كلي يا اين روش را . ي دوم به صورت زير استي درجهيك روش حل معادله

  .ي دوم به اين روش به ترتيب زير عمل مي كنيمي درجهبراي حل معادله
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 24ي صفحه

 2xضريب(. كنيمشخص مي مرا  aو bو c يعني معادلهضرايببا نوشتن معادله به صورت استاندارد ، ) 1

  .) مي گيريمc و عدد ثابت راbرا x، ضريبaرا

acbمبين معادله يعني )  2 42   .مكنيمي  محاسبه را ∆=−

  .را به كمك حالت هاي زير تعيين مي كنيم تعداد و مقدار ريشه ها ∆با توجه به علامت) 3

  .مقدار اين ريشه ها را از تساوي هاي زير محاسبه مي كنيم.  باشد، معادله داراي دو ريشه است∆<0اگر

a

b
x

2

             و            2=−−∆
a

b
x

2

∆+−=1  

مقدار اين ريشه را از تساوي زير . است)  1ي مضاعفريشه(  معادله داراي فقط يك ريشه  باشد،∆=0اگر

  .محاسبه مي كنيم

a

b
x

2

−=  

  . ي حقيقي نيست باشد، معادله داراي ريشه∆>0اگر

  .زير را حل كنيد هاي   معادله :1تمرين

04129 2 =++ uu )      0522         ج =++ kr)                10133ب 2 += kk) الف  

***  

  حل معادلات به روش تغيير متغير  : مودقسمت 

در اين روش متغير جديد را طوري . گاهي لازم مي شود براي حل يك معادله از روش تغيير متغير استفاده كرد

با حل اين معادله مي توان ريـشه هـاي          . ي به دست آمده را مي دانيم      در نظر مي گيريم كه روش حل معادله       

  .ي اوليه را نيز به دست آوردمعادله

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 

0103 24 =−− xx  

tx  كافي است قرار دهيم،:حل    :لذا خواهيم داشت . 2=

                                                 
  ي دومي مكرر مرتبهريشه.  1
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 25ي صفحه

01032 =−− tt  







−=→−=
±=→=→=→=+−

22مغ

555
025

2

2

xt

xxt
tt ))((  

  .معادله هاي زير را حل كنيد :تمرين براي حل 

0322124 =+− )( xx) 4       01133 222 =+−− xx )() 3       03613 24 =+− xx) 2  

***  

   2ي ي درجهمجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله : موسقسمت 

 ، تنها مجموع و حاصل ضرب ريشه هـاي آن           2ي  رجهي د به جاي تعيين مقدار ريشه هاي يك معادله       گاهي  

02 بـه شـكل      2ي  ي درجه مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي هر معادله       . اهميت دارد  =++ cbxax  از 

  .رابطه هاي زير به دست مي آيد

 مجموع ريشه ها        
a

b
xxS

−=+= 21   

حاصل ضرب ريشه ها        
a

c
xxP =×= 21   

  .ي زير را به دست آوريد بدون حل معادله، مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله :5تمرين

0153 2 =−+ xx   

را مي توان به صورت زيـر        2ي  ي درجه روابط به مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي معادله         :براي مطالعه   

  .اثبات كرد

a

b

a

b

a

b

a

b
xxS −=−=∆−−+∆+−=+=

222

2
21  

2

22

221
a

b

a

bb

a

b

a

b
xxP

4422

)()())(( ∆−−=∆−−∆+−=∆−−×∆+−=×=

a

c

a

ac

a

acbb

a

b ==−−=∆−=
22

22

2

2 44

444

)(
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 26ي صفحه

  :تمرين براي حل 

 بحث   زير ي در مورد وجود و علامت ريشه هاي معادله        ∆وP و S با استفاده از    فقط  بدون حل معادله و    : 6

   .كنيد

0575
2 =−− xx  

***  

   2ي ي درجهل معادلهتشكي : چهارمقسمت 

.  مي توان آن معادله را تعيين كرد2ي ي درجهبا معلوم بودن مجموع و حاصل ضرب ريشه هاي يك معادله

  :مي توان معادله را به صورت زير نوشت.  باشندمعادلهاين  ريشه هاي حاصل ضربP مجموع وSاگر

02 =+− PxSx  

  . باشد-7 و حاصل ضربشان -5/1ي دومي بنويسيد كه مجموع ريشه هاي آن ي درجه معادله :7تمرين  

  . اثبات اين معادله به صورت زير است:براي مطالعه 

000 222 =+−−→=++→=++ ÷
a

c
x

a

b
x

a

c
x

a

b
xcbxax a )(  

02 =+−→ PxSx  

  :تمرين براي حل 

32ي دومي بنويسيد كه ي درجهمعادله  :8 32و+   . ريشه هاي آن باشند−

ي دومي بنويسيد كه ي درجهمعادله   :9
23

23

−
+

و
23

23

+
−

  . ريشه هاي آن باشند

  سانتي6 سانتي متر و مساحت آن 11ي طول و عرض مستطيلي را به دست آوريد كه محيط آن          اندازه  :10 

  .متر مربع باشد

***  
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 27ي صفحه

  )سهمي (2تابع درجه ياد آوري  : پنجمقسمت 

cbxaxyبه صورت   داراي معادله اي     2ي   درجه تابعدر سال گذشته به ياد داريد كه هر          ++= كـه  (  2

اين منحني . يين مي باشديك منحني رو به بالا يا رو به پا     نمودار چنين توابعي    . مي باشد .)  است a≠0در آن 

نمودار هر سهمي داراي بالاترين يا پايين ترين نقطـه   .را  سهمي مي نامند 

  . مي باشد كه آن را رأس سهمي مي نامند

و ) داراي مـي نـيمم    ( باشـد نمـودار سـهمي رو بـه بـالا             a<0اگـر : الف  

  .است)داراي ماكزيمم(ه پايين  باشد، نمودار سهمي رو بa>0اگر

طول نقطه ي رأس سهمي از رابطه ي         : ب  
a

b
x

2

  بدست مي آيد و براي تعيين عرض آن كافي است ،    =−

  .طول بدست آمده را در معادله جايگزين كنيم

ي آن بصورتنمودار سهمي داراي يك محور تقارن است كه معادله        : ج
a

b
x

2

 همواره موازي  و مي باشد=−

  . ها استyمحور

  

  

براي رسم نمودار سهمي كافي است كه علاوه بر رأس سهمي دو نقطه را چنان انتخاب كنيم كه طـول يكـي        

  .بيشتر و طول ديگري كمتر از طول رأس سهمي باشد

342ي نمودار سهمي به معادله:مثال  −+−= xxyسم كنيد  را ر.  

  .ابتدا طول رأس سهمي را تعيين مي كنيم: حل 

2
12

4

2
=

−
−=−=

)(a

b
x  

  . جدول زير را تكميل مي كنيماكنون

3  2  1  x  
0  1  0  y  

  

0>a 

0<a 
min 

 

max 
 

 محورتقارن
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 28ي صفحه

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

x

y

  

***  

  . نمودار معادلات زير را رسم كنيد:11تمرين

322 −−= xxy) الف  

13 2 +−−= )(xy) ب  

184 ++−= xxy   ج (2

322ي با ضابطه2ماكزيمم يا مينيمم تابعمقدار  :12تمرين ++−= xxxf  را در صورت وجود به )(

  .دست آوريد

  .ي ماكزيمم استلذا سهمي داراي نقطه. پس سهمي رو به پايين است.  منفي استa=−1چون : حل 

1
12

2

2
=

−
−=−=

)(a

b
x  

  . مي باشدx=1همچنين بيشترين مقدار تابع به ازاي 

431211 2 =++−= )()()(f  

),(ينقطهتمرين اين در  :تذكر    . مي باشد4 مقدار ماكزيمم  نمودار سهمي برابر  رأس سهمي و41

  

                                                 
  .يا مي نيمم استمنظور عرض نقاط ماگزيمم .  2
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 29ي صفحه

   : براي حلتمرين

112ي طول رأس سهمي به معادلهx=2 را چنان بيابيد كهm مقدار: 13 +−+= xmmxy )( 

  .باشد

5123  كمترين مقدار تابع :14
2 +−= xxxf   . را تعيين كنيد)(

14  بيشترين مقدار تابع :15
2 ++−= xxxf   . را محاسبه كنيد)(

15053اگر  :16 =+ yxمقدار yو xرا طوري بيابيد كه حاصل ضرب آنها ماكزيمم شود .  

  :حل چند تمرين كاربردي 

. ايجـاد كنـيم  مستطيل شكل قرار است در كنار يك رودخانه ، محوطه اي   :17

ي اگـر تنهـا هزينـه   . ه كـشي شـود  براي اين كار لازم است سه ضلع محوطه نرد 

ممكـن ايـن    بيـشترين مـساحت      . متر نرده را در اختيار داشته باشـيم        120نصب  

  . محوطه را تعيين كنيد

  :حل 

xyxy 21201202 −=→=+  

xyS    مساحت مستطيل=

221202120 xxxSxxxS −=→−= )()()(  

02ن م است و در آي دو تابع به دست آمده ، يك تابع درجه        <−=aپـس تـابع داراي بيـشترين    .  مي باشد

  .بيشترين مقدار را به روش زير تعيين مي كنيم .مقدار است

22 1800180036003023012030

30
22

120

2

mS

a

b
x

=−=−=

=
−

−=−=

)()()(

)(   

  . نيز مي توان به شكل زير به دست آوردxمقدار مساحت را پس از تعيين مقدار: توجه 

60302120 =−= )(y  

218006030 mxyS === ))((  

x x 

y 
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 30ي صفحه

 يك پنجره به شكل مستطيلي اسـت كـه در بـالاي آن يـك                 :18

 متـر  4اگر محـيط پنجـره   . مثلث متساوي الاضلاع قرار گرفته است    

باشد، ابعاد مستطيل را طوري بيابيد كه پنجـره حـداكثر نـوردهي را              

  .داشته باشد

  :با توجه به شكل داريم : حل 

xyyxP
2

3
24234    محيط پنجره=→+=→=−

2 برابرxاز آنجا كه مساحت مثلث متساوي الاضلاع به ضلع

4

3
x مي توان نوشت، پس ) چرا؟( است :  

2

4

3
xyxS +=    مساحت پنجره.

  :داريم .  قرار دهيمx معادل آن را بر حسبyحال اگر به جاي

xxxxxxxxS 2
4

63

4

3

2

3
2

4

3

2

3
2 2222 +−=+−=+−= ).(  

  .لذا داريم). چرا؟( است و داراي ماكزيمم است) سهمي  ( 2ي اين تابع ، يك تابع درجه

mxy

m
a

b
x

590940
4

3
2

4

3
2

940
34

2

2

36

2

4

63
2

2

2

/)/(

/

)(

max =−=−=

=
−

=
−

=
−

−=−=

  

  .ي موضوع اين تمرين، زماني بيشترين نوردهي دارد كه بزرگترين مساحت را داشته باشدپنجره: توجه 

***  
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 31ي صفحه

  )سهمي (2صفرهاي تابع درجه : ششم قسمت 

 و است ، يك سهمي 2ي همانطور كه مي دانيم ، نمودار هر تابع درجه

cbxaxxfداراي معادله اي به صورت  ++=   .است)(2

را در يك يا دو نقطه قطع كند و يا  بنابراين ممكن است محور طول ها     

تقاطع نمودار سهمي  ي  طول نقطه . اينكه محور طولها را هيچ قطع نكند      

 بديهي است كـه در ايـن نقطـه    .مي نامند با محور طول ها را صفر تابع 

  .  استxf)(=0ي ي معادله همان ريشهfبنابر اين ، صفر تابع. برابر صفر است) عرض نقطه( مقدار تابع 

  :ت كه بر اساس مفهوم فوق مي توان نتيجه گرف :نتيجه 

02ي بنابراين معادله  .نمودار سهمي محور طولها را در دو نقطه قطع مي كند          : الف   =++ cbxax   داراي  

  .تمايز استي مدو ريشه

  

  

  

02ي بنـابراين معادلـه    .نمودار سهمي بر محور طولها ممـاس اسـت        : ب   =++ cbxax    ي  داراي ريـشه

  .مضاعف است

  

  

  

02يبنابراين معادله .ر سهمي محور طولها را قطع نمي كندنمودا: ج  =++ cbxaxي   داراي ريشه

  .حقيقي نيست

  

  

  

1x 2x 

f 

021 == )()( xfxf 
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 32ي صفحه

  :حل چند تمرين 

cbxaxxf ، نمودار تابع     زير نمودار   : 19 ++=  xf)(=0يتعداد ريشه هاي معادله   .  مي باشد  )(2

  . را تعيين كنيدc وb وaو علامت 

  

  

  

  

  

  

  

ي  داراي دو ريشهxf)(=0ي لذا معادله. ي مجزا قطع كرده استنمودار محور طول ها را در دو نقطه: حل 

  .متمايز است

  a>0نمودار سهمي رو به پايين است، لذا 

لـذا مجمـوع ريـشه هـا        . ي مثبت بيشتر است   ي منفي از ريشه   دو ريشه مختلف العلامه اند و قدر مطلق ريشه        

   :پس. منفي است

0000
0 < →>→<−→< < b

a

b

a

b
S a
   

   :پس. لذا حاصل ضرب آنها منفي است. چون دو ريشه مختلف العلامه اند

000
0 > →<→< < c

a

c
P a

  

  : توجه 

در اين روش طول رأس سـهمي را در نظـر مـي    .  را نيز تعيين كردbان علامتبه روش ديگري مي تو    : الف  

  :لذا . مثلاً در اين تمرين با توجه به نمودار معلوم است كه طول رأس سهمي منفي است. گيريم

00
2

0
2

0 < →>→<− < b
a

b

a

b a
  

 

y 

x 
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 33ي صفحه

-هـا را در نقطـه  y تـابع محـور   با توجه به اينكه    . كرد تعيينا     ر cعلامت ي نيز مي توان   روش ديگر به  : ب  

),(ي c0   ي تقاطع نمودار با محور توجه به نقطه   ا، لذا مي توان ب     قطع مي كندyعلامت ها ،c را تعيين كرد .

 xبالاي محور) cمقدار(نمودار واضح است كه محل تقاطع نمودار با محور عرض ها    از روي   ،  در تمرين فوق  

  c<0پس. ها است

***  

cbxaxxf، نمودار تابع زير نمودار  :20 ++=  و xf)(=0يتعداد ريشه هاي معادله.  مي باشد)(2

  . را تعيين كنيدc وb وaعلامت

  

  

  

  

  

  

  

ي  داراي دو ريشه xf)(=0يلذا معادله . ي مجزا قطع كرده است    نمودار محور طول ها را در دو نقطه       : حل  

  .متمايز است

  a<0 است، لذا نمودار سهمي رو به بالا

  پس. لذا مجموع آنها مثبت است. دو ريشه هم علامت و مثبت مي باشند

0000
0 < →<→>−→> > b

a

b

a

b
S a
   

  پس. چون دو ريشه مثبت هستند، لذا حاصل ضرب آنها نيز مثبت است

000
0 > →>→> > c

a

c
P a

  

***  

  

x

y

 



 جابر عامري: تهيه كننده ..................................................................... 2آموزش رياضي 

 34ي صفحه

cbxaxxf نمودار تابعزيردر شكل  : 21 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                                . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfسه نقطه از نمودار تابع : حل  ++=   .لذا داريم.  معلوم است)(2

0000
0

0 2
2

=→++= → ++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

3

3113
3

1

0

2
2

−=+ →

−=++→++=− →
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=
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ba
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cbxaxxf )()()(

  

040416

0416440
0

4

40

2
2

=+→=+ →

=++→++= →

÷=

++=

baba

cbacbaC

c

cbxaxxf )()()(

  

  .حال دستگاه زير را حل مي كنيم

41
04

3
−==→





=+
−=+

ba
ba

ba
,  

  .در نهايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمودار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيم

  

 

y 

x 4 1 

3− 

∞+    ∞−  x  
+  -  +  y  

o 
o o 
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cbxaxxfابل نمودار تابع در شكل مق :22 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                                . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfقطه از نمودار تابع دو ن: حل  ++=   .لذا داريم.  معلوم است)(2

4004
4

0 2
2

−=→++=− →
−

++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

22424

024220
0

2

4

2
2

=+→=+ →

=++→++= →

−=

++=

baba

cbacbaB

c

cbxaxxf )()()(

  

  :پس.  ماگزيمم تابع نيز مي باشدBينقطه

04
2

2
0

2 2 =+→−= →
−=

ba
a

b
B a

b
xo

  

  .حال دستگاه زير را حل مي كنيم

41
04

22
=−=→





=+
=+

ba
ba

ba
,  

  .هايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمودار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيمدر ن

  

x

y

 

2 

4− 

∞+  ∞−  x  
-  -  y  o 
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cbxaxxf در شكل مقابل نمودار تابع :23 ++=   . داده شده است)(2

  .تشكيل دهيدرا xf)(علامتجدول : ب                            . را بدست آوريدc وb وaمقدار: الف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

cbxaxxfدو نقطه از نمودار تابع : حل  ++=   .لذا داريم.  معلوم است)(2

2002
2

0 2
2

−=→++=− →
−

++= ccbaA cbxaxxf )()()(
  

  :پس.  ماگزيمم تابع نيز مي باشدAينقطه

0
2

0
2

0 2 =→−= →
−
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b
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b
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b
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  .حال دستگاه زير را حل مي كنيم

1
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چون محـور   . (در نهايت جدول تعيين علامت را با توجه به نمودار داده شده ، به صورت زير تشكيل مي دهيم                  

  .)طولها را قطع نمي كند پس تابع ريشه ندارد

∞+  ∞−  x  
-  -  y  

***  

cbxaxyمحل تقاطع نمودار سهمي به معادله ي : 1توجه  ++= را نشان  c با محور عرضها مقدار2

  . استc=0لذا در هر سهمي كه نمودار آن از مبدأ مختصات مي گذرد ، . مي دهد

ها متقارن باشد، محور تقارن آن يعني خط y اگر نمودار سهمي نسبت به محور :2توجه
a

b
x

2

 روي =−

  . استb=0 مي باشد و در نتيجهx=0پس. ها منطبق استyمحور

   :تمرين براي حل 

cbxaxy. (جدول زير را با توجه به نمودار هاي داده شده كامل كنيد  :24 ++= 2(   

  

  

  

  

  

  

  د  ج  ب  الف  

          ∆علامت 

          aعلامت 

          bعلامت 

          cعلامت 

          تعداد صفر هاي تابع
  

xxyي، يك تابع درجه دو با ضابطه بعد از شوت آنتوپيك ي مسير حركت معادله  :25 +−= 2

40

1
 

  . ارتفاع توپ از سطح زمين استy مسافت طي شده وxدر اين معادله .است

  .ارتفاع توپ را به دست آوريدحداكثر : الف 

  تعيين كنيد كه حداكثر مسافت طي شده توسط اين توپ چقدر است؟: ب 

  .نمودار حركت توپ را رسم كنيد: ج 

 )د( )ج( )ب( )الف(
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))((ي يك سهمي به صورتمعادله  :26 21 −−= xxay ،مقدار استa را چنان تعيين كنيد كه اين 

  .  قطع كند4ر نقطه اي به عرضسهمي محور عرض ها را د

  .ي سهمي مربوط به نمودار زير را بنويسيد معادله :27

  

  

***  

  دبير رياضي شهرستان هاي اهواز و باوي    جابر عامري: تهيه كننده 

    www.mathtower.ir :سايت 

  mathameri@ :كانال تلگرام 
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    معادلات راديكالي  و گويامعادلات   :سومدرس  

اين دو نوع معادله بـه جهـت        . به روش هاي حل معادلات گويا و معادلات راديكالي مي پردازيم          در اين درس    

  .بسيار زياد آنها از اهميت خاصي برخوردارندكاربردهاي 

  معادلات گويا: قسمت اول 

ي شامل عبارت گويا يا به اختصار ج كسر باشد، را  يك معادلههر معادله كه در آن متغير معادله در مخر

   : مانند معادلات زير. مي نامندي گويامعادله
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−
x

x

xxx
ب                           (

22

32

1

5

22

32
2 +

−=
−

−
−
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x

x

xx

x
  الف (

 در تمـام كـسرها    و1ابتدا كوچكترين مضرب مشترك مخرج هـا را محاسـبه كـرده       براي حل چنين معادلاتي،   

در نهايت جوابي از معادله را مي پذيريم كه بـه           . ي بدست آمده را حل مي كنيم      سپس معادله . ضرب مي كنيم  

  .2ازاي آن مخرج هيچ كسري صفر نشود

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 
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45
2 −

−=
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−
x

x

xxx
  

  . ابتدا كوچكترين مضرب مشترك مخرج ها را تعيين مي كنيم:حل
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توان بيشتر را تعيين مي كار ابتدا مخرج ها را تجزيه كرده و سپس حاصل ضرب عوامل مشترك و غير مشترك با  براي اين.  1

  .كنيم

 . كنيم استفادهسطين وطرفين و از خاصيت ضرب  بهتر است،. ي گويا به صورت تساوي دو كسر بيان شده باشداگر معادله.  2
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  . هر يك از معادلات زير را حل كنيد:تمرين براي حل 
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  :ي كاربردي  حل چند مسئله

مستطيل طلايي ، مستطيلي است كه نسبت مجموع طول و عرض آن بـه                :7

به عبارت ديگر اگر طول     . طول مستطيل برابر با نسبت طول به عرض آن باشد         

  :باشند، مي توان نوشت y وxو عرض مستطيل به ترتيب

y

x

x

yx =+
  

  . مي گويندنسبت طلايينسبت طول به عرض اين مستطيل را 

براي .  همان نسبت طلايي استx در نظر بگيريم، واضح است كه مقدار يكحال اگر عرض مستطيل را برابر

  .ي زير را حل كنيم كافي است كه معادلهxي مقدارمحاسبه
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عدد . واضح است كه جواب منفي قابل قابل قبول است 
2

51 +
 است بـه عـدد   618/1 كه مقدار تقريبي آن 

  .طلايي معروف است كه از دوران باستان مورد توجه بوده است

***  
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ا ام.  روز تمام مي كنند18كاري را در نشا ي شاليكاري دو كارگر كه با هم كار مي كنند، كار در يك مزرعه :8

هر كدام . م اين كار را تمام مي كرد روز زودتر از كارگر دو15اگر هر كدام به تنهايي كار مي كردند، كارگر اول 

  .از اين دو كارگر به تنهايي كار را در چند روز تمام مي كنند

 روز تمـام مـي   x+15م همين كـار را در   تمام مي كند، پس كارگر دو    روز كار را   xل در  اگر كارگر او   :حل  

  لذا. كند
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  . قابل قبول نيستx=−9ي بنابر ماهيت مسئله ريشه

***  

 درصد نگهداري مي    7محلول آب نمك با غلظت      ي ماهي هاي تزئيني، ماهي هاي شور در          در يك مغازه   : 9

چگونه مي توان .  درصدي ساخته شده است4 كيلو گرم آب نمك 200به علت تازه كار بودن كارگرها ، . شوند

  .اين محلول را به غلظت مورد نظر رساند

 كردن نمك موجود باشد و بتوانيم با اضافهي كافي به اندازه اضافه شدن آب ، برايفضا فرض مي كنيم :حل 

ابتدا محاسبه مي كنيم كه در محلول فعلي چند كيلو گرم نمك .  درصد نمك بسازيم7كافي، محلول را با 

  .وجود دارد

8200 كيلو   
100

4 =×  

ود و وزن كـل   كيلـوگرم مـي ش ـ  x+8 كيلوگرم نمك به ايـن محلـول بيفـزاييم، ميـزان نمـك آب                xاگر

  : درصدي نمك بايد داشته باشيم7 كيلوگرم مي شود، پس براي داشتن محلول x+200محلول

100

7

200

8 =
+

+
x

x
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 كيلو گرم   
93

600
6009371400100800

100

7

200

8 =→=→+=+→=
+

+
xxxx

x

x
  

) ره( كيلومتر، ميدان تجريش را به فرودگاه بين المللي امـام خمينـي         60ي تهران به طول     متروخط يك     :10

 كيلـومتر  vرا با سرعت ثابت قطاري مسير شمال به جنوب اين خط ،براي انجام يك آزمايش . متصل مي كند  

 بـه  اگر در مسير جنوب به شمال از سرعت متوسط قطـار  . بر ساعت و بدون توقف در ايستگاه ها طي مي كند          

مـدت  .  نيم ساعت طولاني تر از زمان رفت خواهد شـد  كيلومتر بر ساعت كاسته شود، زمان بازگشت       10ميزان

  .زمان رفت و برگشت اين قطار را محاسبه كنيد

با توجه به صورت مسئله واضح است كه زمان رفت قطار برابر             : حل  
v

60
 و زمان برگشت آن 

10

60

−v
.  است

 (همچنين اختلاف زماني رفت و برگشت نيم ساعت
2

1
  :لذا مي توان نوشت. مي باشد) 

2

160

10

60 =−
− vv

  

  .اكنون اين معادله را حل مي كنيم

)()()(
1010120120

2

160

10

60 102 −=−− →=−
−

−× vvvv
vv

vv
  

0120010101200120120 22 =−−→−=+−→ vvvvvv  

4003040      و    v=−30)غير قابل قبول( =→=+−→ vvv ))((  

51 برابـر قطـار   زمان رفت   وم مي شود كه     بر اساس اين مسئله معل    لذا  
2

3

40

6060
/===

v
زمـان  و    سـاعت  

2برابر آن ،  برگشت
30

60

1040

60

10

60 ==
−

=
−v

  . ساعت است

 36 هفتـه، آرمـان جمعـاً        5پس از   .  امتيازي برگزار مي كند    10آزمون   دبير رياضي آرمان هر هفته يك       :11

  .استي اول به صورت زير  او در پنج هفتهيعني ميانگين هر آزمون. امتياز كسب كرده بود

27
5

36
/=  
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به طوري كه ميـانگين امتيـاز كـل آزمـون     .  را كسب كرد9ي ششم به بعد در تمام آزمون ها امتياز   او از هفته  

  ت؟ گرفته اس9ي زمون متوالي نمرهي ششم به بعد، آرمان در چند آاز هفتهحساب كنيد كه .  شد8هايش برابر 

  .ابتدا الگوي زير را تشكيل مي دهيم: حل 

  ي آزمونشماره  1 2 3 4 5 6 .... ؟

  امتياز كسب شده  36  9  ....  9

  ميانگين  2/7  9

پس تعداد كل آزمون هاي آرمان .  آزمون شركت كرده باشدnي پنجم در گيريم كه آرمان در بعد از هفته

369از طرفي كل امتياز هاي كسب شده توسط او برابر.  مي شودn+5برابر +nلذا ميانگين .  خواهد شد

كل امتياز هاي آرمان مي شود،
n

n

+
+

5

369
  .پس داريم.  است8 كه طبق مسئله برابر 

48403698
5

369 =→+=+→=
+
+

nnn
n

n
  

  . آزمون شركت كرده است4ي پنجم فقط در يعني آرمان بعد از هفته

با فرض .  ساعت چمن يك زمين را كوتاه كنند 4 با هم كار كنند، مي توانند در         اگر دو ماشين چمن زني      :12

، هر يك به تنهايي در چند ساعت مي تواننـد ايـن كـار را               اينكه سرعت كار يكي از آنها دو برابر ديگري باشد         

  انجام دهند؟

باشد، زمان  t برابرA اگر زمان انجام كار توسط ماشين. باشدB و ديگريAماشين سريعتر گيريم كه : حل 

  : صورت مسئله مي توان نوشتبا توجه به.  استt2 مساويBانجام كار توسط ماشين 

4

1

2

11 =+
tt

  

624
4 =→=+ →× ttt

  

→=6 براي كار به تنهايي                                         A    زمان مورد نياز براي ماشين t  

12622             براي كار به تنهايي               Bزمان مورد نياز براي ماشين ==→ )(t  

پس از .  را منتشر مي كند صفحه اي16ي ادبي علي به همراه چند نفر از دوستان خود، ماهانه يك مجله :13

مـك  اگر رضا به او ك    .  ساعت براي ويرايش ادبي مجله وقت صرف مي كند         2 حروف چيني مطالب، او معمولاً    
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 به تنهـايي  اگر رضا بخواهدحساب كنيد كه .  دقيقه به طول مي انجامد20 ساعت و  1كند، كار ويرايش حدود     

   مجله را انجام دهد، چه ميزان وقت نياز دارد؟اينكار ويرايش 

min24032240
80

1

120

11 240 =→=+ →=+ × rrr
r

r
  

  معادلات راديكالي : مودقسمت 

يا ي شامل عبارت اصم باشد، را  يك معادله) مي دوبا فرجه (هر معادله كه در آن متغير معادله در زير راديكال 

   :مانند معادلات زير. نامندراديكالي مي 

432 += xx)                           321ب −=++ xx) الف  

ي م تا يـك معادلـه      مي رساني  2ي مناسب طرفين معادله را به توان        براي حل چنين معادلاتي ، در يك مرحله       

  در نهايت جوابي از معادله را مي پذيريم كه . سپس اين معادله را حل مي كنيم.  به دست آيدراديكالبدون 

  .معادله به ازاي آن برقرار باشد: ب .                               به ازاء آن عبارت زير راديكال منفي نباشد: الف 

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 

321 −=++ xx  

  : حل





=
=

→=−−→=+−→

+−=+→

−=+→−=+→−=++
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1682
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xxxxxx
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   :تمرين براي حل 

  .هر يك از معادلات زير را حل كنيد  :14

3232 =+− xx) 4  0315 =+−m) 1  

580215 =−+ x) 5  1253 +−=− xx) 2  

0
2

3

1 =−
− uu

) 6  xx −=−+ 1352) 3  

  . شود6 عددي پيدا كنيد كه حاصل جمع آن با جذرش برابر :15
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  .بدون حل، توضيح دهيد كه چرا معادله هاي زير فاقد جواب حقيقي مي باشند  :16

021 =−+− xx)         01322ج =+−+− xx)            02ب =+t) الف  

.                        را از تساوي مقابل حساب كنيدkر  مقدا:17
m

k
v

2=  

مسئله چند .  يكي از ريشه هاي آن باشد1 معادله اي شامل مجموع دو عبارت راديكالي بنويسيد كه عدد  :18

  .جواب دارد

***  

  ي كاربردي چند مسئلهحل 

12 نقطه اي روي خط  :19 += xyي بيابيد كه از دو نقطه),( 03Aو ),( 01−Bبه يك فاصله باشد .  

),(فرض كنيم كـه   : حل   βαM  12چـون ايـن نقطـه روي خـط          . ي مـورد نظـر باشـد       نقطـه += xy 

12پس += αβ  

  از طرفي 

  

  

  

  

MBMA =  

2222 )()()()( MBMBMAMA yyxxyyxx −+−=−+−→  

3112

121692169
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),( 03A 
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),( βαM 
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 سـال  30وقتي فرزندم به دنيا آمـد، مـن   : گفت .  دانش آموزان كلاس سن دبير حسابان را از او پرسيدند        :20

  حال شما سن من را حساب كنيد؟. داشتم و اكنون سن او جذر سن من است

  :لذا مي توان نوشت.  خواهد بودx−30 باشد، سن فرزند اوxاگر سن دبير حسابان: حل 

30−= xx  

0900619006030 222 =+−→+−=→−=→ xxxxxxx )(  





=
=

→=−−→
25

36
02536

x

x
xx ))((  

  )چرا؟. ( قابل قبول نيستx=25كه جواب 

 متري از h ثانيه در ارتفاعt متر سقوط آزاد كند، پس از50ك شيء از بالاي ساختماني به ارتفاع   اگر ي :21

اگر . سطح زمين قرار خواهد داشت
5

10
h

t  ، حساب كنيد كه اين جسم، دو ثانيه پس از سقوط در چه =−

  .زمين قرار مي گيردارتفاعي نسبت به سطح 

  :حل 
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***  
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