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رادیان

نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

توابع مثلثاتی

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا
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4فصل 

1درس 
رادیان

یادآوری زاویة مرکزی و ارتباط با کمان روبه روی آن❑

یادآوری دایره مثلثاتی و جهت مثلثاتی❑

معرفی رادیان به عنوان واحد اندازه گیری زاویه❑

عاعرابطة بین طول کمان روبه روی یک زاویة مرکزی و اندازه یک زاویه بر حسب رادیان با توجه به ش❑

رابطة بین واحدهای اندازه گیری درجه و رادیان❑
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روی Pاگرنقطه . مبدأ حرکت برای رسم زاویه استAنقطة

این دایره در خلاف جهت عقربه های ساعت حرکت کند زاویه

AOPمثبت و حرکت در جهت عقربه های ساعت، منفی است  .

.می نامیمدایره مثلثاتی چنین دایره ای را یک 

.را درنظر بگیرید1دایره روبه رو، به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 
𝜃

−𝜃

−30°

135°
−270°
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کمان مساوی تقسیم کنیم، اندازة زاویة مرکزی روبه روی هر کدام از این 360اگر محیط دایره ای را به 

. کمان ها یک درجه است

.استبرابر(درجهبرحسب)آنرویروبهکمانبامرکزیزاویةهراندازة

𝑂

𝐴

𝐵

𝐴 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵

.شودمینامیدهمرکزیزاویةباشند،دایرهشعاعآناضلاعودایرهمرکزرویآنراسکهایزاویه

1به عبارتی دیگر یک درجه برابر است با  
.محیط دایره است360

کتاب درسی92صفحه 

.کردیممیبیانوگیریاندازه«درجه»حسببرراهازاویهدهمپایهدر
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(مقابلشکل).کنیممیرسممترسانتی3و1هایشعاعبهدیگریهایدایره𝑂مرکزبهاکنون

کتاب درسی92فعالیت صفحة 

.استدرجه360دایرهمحیطزیرا

.استوترنصفدرجه30زاویةرویروبهضلعکه،ایمآموختهدهمپایهدر

بارا𝑂𝑃𝑄مثلثدر𝑃𝑄ضلعاندازة.استشدهدادهمترسانتی2شعاعبهو𝑂مرکزبهمقابلدایرة(1

.آوریددستبه(قبلسال)مثلثاتیهاینسبتازاستفاده
⟹

1
2
=
𝑃𝑄

2
sin 30° =

𝑃𝑄

𝑂𝑃
=
𝑃𝑄

2
⟹ 𝑃𝑄 = 1

1درجه،30کمان(2
چرا؟.دهدمیتشکیلرادایرهمحیطکلاز12

.آوریددستبهرا(𝑃𝐴یعنی)𝛼زاویةبهروروبهکمانطول
𝑃𝐴 =

1
12

× دایرهمحیط =
1

12
× 2𝜋𝑟 =

1
6
𝜋𝑟

𝑟 = 2
𝑃𝐴 =

1
6
𝜋 2 =

𝜋

3

بهراهستند𝛼زاویةرویروبهکهرا"𝑃"𝐴و′𝑃′𝐴هایکمانطولشدانجامبالادرآنچهمطابق

.آوریددست

دارند؟همباایرابطهچههانسبتاین.کنیدمحاسبهرادایرهآنشعاعبه،𝛼زاویةبهروروبهکمانطولنسبتدایرههردر

𝑃𝐴

𝑂𝑃
=

𝜋
3
2
=
𝜋

6

𝑃′𝐴′

𝑂𝑃′
=

𝜋
6
1
=
𝜋

6

𝑃"𝐴"

𝑂𝑃"
=

𝜋
2
3
=
𝜋

6

𝑃′𝐴′ =
1

12
× دایرهمحیط =

1
6
𝜋𝑟

𝑟 = 1
𝑃′𝐴′ =

1
6
𝜋 1 =

𝜋

6

𝑃"𝐴" =
1

12
× دایرهمحیط =

1
6
𝜋𝑟

𝑟 = 3
𝑃"A" =

1
6
𝜋 3 =

𝜋

2

.برابرندهمبا
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کتاب درسی93صفحة 3فعالیت 

روبهکمانطول،𝑟شعاعبهدایرهیکدربینیم،میمقابلشکلدرآنچهمانند

اعشعبهکمانطولنسبت.استدایرهشعاعطولبرابر(𝑙کمان)𝜃زاویةبهرو

است؟چقدر

𝜃 = 57° است؟درجهچندتقریبا𝜃زاویةاندازةبگوییدنقالهازاستفادهبا

.استیکبرابرمساوی،مقداردونسبت

آن رادیان برابر است با اندازة زاویه مرکزی دایره ای که طول کمان روبه روی آن با شعاع1

.دایره مساوی است

.استفاده می کنیم𝑟𝑎𝑑برای نمایش زاویه بر حسب رادیان از 

𝐴 𝑂𝐵 = 1 𝑟𝑎𝑑 ≅ 57°
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در هر شکل به نسبت . رسم شده است𝑟رادیان در دایره ای به شعاع 6تا 1در زیر، هر یک از زاویه های 

.طول کمان روبه روی هر زاویه به شعاع آن دقت کنید
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𝑂 𝑙
𝑟

𝜃

𝜃:اندازة زاویه بر حسب رادیان

𝑟:شعاع دایره

𝑙: طول کمان مقابل زاویة𝜃

𝜃 =
𝑙

𝑟

.هم واحد هستند𝑟و 𝑙در رابطة بالا 

𝑙رسانتی مت500رسانتی مت200سانتی متر90متر50متر10

𝑟سانتی متر5متر5متر0/5متر1متر10سانتی متر20

𝛼رادیان1رادیان1/5رادیان3رادیان10رادیان20

.با استفاده از رابطة بالا جدول زیر را کامل کنید: 1سوال 

سانتی متر5

رادیان1

1/5 =
𝑙

50

𝑙 = 50 × 1/5 = 75

سانتی متر75

رادیان2

3 =
90
𝑟

سانتی متر30

رادیان5

10 =
1000
𝑟

سانتی متر100

20 =
𝑙

20

𝑙 = 20 × 20 = 400

سانتی متر400
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:داریمبنابراین.استدایرهمحیطنصف،𝑙دانیممی.باشدصفحهنیمزاویةبهروروبهکمانطول؛𝑙کنیمفرض

کتاب درسی94مثال صفحة 

برحسب رادیان چقدر است؟( 90°) و نیز یک زاویه قائمه ( 180°) اندازه یک زاویة نیم صفحه 

𝑙 =
1
2
× دایرهمحیط =

1
2
× 2𝜋𝑟 = 𝜋𝑟

𝑙بررا𝑟(دایرهشعاع)شودتعیینرادیانبرحسبزاویهاندازةتاکنیممیتقسیم.

:داریمبنابراین.استدایرهمحیطچهارمیک،′𝑙دانیممی.باشدقائمهزاویةبهروروبهکمانطول؛′𝑙کنیمفرض

𝑙′ =
1
4
× دایرهمحیط =

1
4
× 2𝜋𝑟 =

𝜋𝑟

2

𝑙′بررا𝑟(دایرهشعاع)شودتعیینرادیانبرحسبزاویهاندازةتاکنیممیتقسیم.

180° =
𝜋𝑟

𝑟
= 𝜋 رادیان

90° =
𝜋𝑟
2
𝑟
=
𝜋

2
رادیان
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𝐷درجه120°24°5°

5𝜋
4

2𝜋
5

𝜋

7
𝜋

36
𝑅رادیان

𝜋

7
×

180
𝜋

= 25/71°
2𝜋
5
×

180
𝜋

= 72 °
5𝜋
4
×

180
𝜋

= 225°

225°72°25/71°

24 ×
π

180
=

2𝜋
15

120 ×
π

180
=

2𝜋
3

2𝜋
3

2𝜋
15

برحسب رادیان باشد، آنگاه𝛼اندازة زاویة 𝑅برحسب درجه و 𝛼اندازة زاویة 𝐷اگر 
𝐷

180°
=

𝑅

رادیان 𝜋

.جدول زیر را با استفاده از این رابطه کامل کنید: 2سوال 
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کتاب درسی94مثال صفحة 

بر حسب رادیان را به دست آورید سپس اندازة کمان 𝛼در شکل مقابل اندازة زاویه 

𝐴𝐵را پیدا کنید.

20°

180°
=

𝛼

رادیان 𝜋 ⇒ 𝛼 =
20𝜋
180

=
𝜋

9
رادیان

→
𝜋

9
=
𝑙

2
→ 𝑙 =

2𝜋
9

متر 𝛼سانتی =
𝑙

𝑟
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نمایش می دهند و به آن 𝜋نسبت محیط هر دایره به قطر آن عددی ثابت است که آن را با 

.است3/14مقدار تقریبی این عدد . عدد پی می گویند

به عبارت دیگر . رادیان𝜋درجه یا °180بنابراین، اندازة زاویة مرکزی روبه رو به کمان نیم دایره برابر است با 

.رادیان𝜋اندازة زاویه نیم صفحه برابر است با 

𝝅زاویه برحسب رادیانرادیان0/5رادیان1رادیان2رادیان3رادیان3/14رادیان

زاویه برحسب درجه°57تقریبا °180دقیقا  °28/5تقریبا  °114تقریبا  °171تقریبا  °179تقریبا 

:  به این ترتیب داریم

یک درجه=رادیان  𝜋

180

𝜋 درجه180=رادیان

𝜋

2
رادیان = 90°

𝜋

3
رادیان = 60°

𝜋

4
رادیان = 45°

÷ 2

÷ 3

÷ 4

÷ 6 𝜋

6
رادیان = 30°
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دیگرعبارتبه.کندمیحرکتمترسانتی5𝜋نیزترکوچکقرقرةپسهستندمتصلهمبهتسمهیکباقرقرهدوهرچون

:داریمترکوچکقرقرهبرایپساستیکسانقرقرهدوهربرای𝑙اندازة

:داریمترکوچکقرقرةبرای

بازخوداولیةمکانبه𝑄نقطهوچرخدمیکاملدوریکترکوچکقرقرهچرخد،میدورربعتربزرگقرقرهوقتیبنابراین

.گرددمی

کتاب درسی95و 94مثال صفحة 

بررسی.استکردهوصلهمبهرامترسانتی2/5ومترسانتی10هایشعاعبهقرقرهدوتسمهیکزیر،شکلدر

چندترکوچکقرقرة(گیردمیقرار′𝑃موقعیتدر𝑃نقطةیعنی)چرخدمیرادیانتربزرگقرقرةوقتیکنید

چرخد؟میرادیان

𝜋

2

کندمیطیتربزرگقرقرهمحیطرویبر𝑃نقطةکهمسافتیمقدارابتدا

.نامیممی𝑙راآنوآوریممیدستبهراگیردقرار′𝑃موقعیتدرتا

→
𝜋

2
=

𝑙

10 → 𝑙 =
10𝜋

2
= 5𝜋 متر 𝛼سانتی =

𝑙

𝑟

𝜃 =
𝑙

𝑟′
=

5𝜋
2/5

= 2𝜋 𝑟𝑎𝑑

: برای قرقرة بزرگ داریم
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سانتی متر باشد، در صورتی که 30سانتی متر و شعاع چرخ عقب 15در یک تراکتور، شعاع چرخ جلو اگر: 3سوال 

درجه بچرخد، چرخ عقب چند رادیان طی می کند؟120چرخ جلو 

:برای چرخ جلو و عقب یکسان است پس برای چرخ عقب داریم𝑙اندازة 

× رادیان
𝜋

180 رادیان
2𝜋
3

120°

= 15 ×
2𝜋
3
= 10𝜋 𝑐𝑚𝛼 =

𝑙

𝑟
→ 𝑙 = 𝑟. 𝛼

𝜃 =
𝑙

𝑟′
=

10𝜋
30

=
𝜋

3
𝑟𝑎𝑑

: برای چرخ جلو داریم
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کتاب درسی95صفحة 1کار در کلاس 

.کنیدپرراخالیجاهایزیرجدولدر

𝜋

4
×

180
𝜋

= 45 °

45°

30 ×
π

180
=
𝜋

6

𝜋

6

270 ×
π

180
=

3𝜋
2

3𝜋
2

7𝜋
3
×

180
𝜋

= 420 °

420°60°

𝜋

2

180° 360°

13𝜋
6
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کتاب درسی95صفحة 2کار در کلاس 

ردشدهدادهزوایایباراآنهانمونه،مانند.استشدهدادهرادیانحسببرهازاویهازبرخیاندازةزیر،در

.کنیدنظیرزیرمثلثاتیهایدایره

بالف ثتپ ج

حچ خ د
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کتاب درسی95صفحة 2کار در کلاس 

راشدهتهخواسمثلثاتیهاینسبتمقداراید،کردهکاملدرجهحسببرراآنگذشتهسالکهزیر،جدولدر

.بنویسیدخالیجاهایدر

1
2

2
2

3
2

01-

3
2

1
1
2

0 10

0 1 3
تعریف 

نشده
0

تعریف 

نشده

3 1
3

3
تعریف

نشده
0

0

1

0

تعریف

نشده
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.استشدهبندیمقیاس(R)رادیانحسببرآنبیرونو((Dدرجهحسببرمثلثاتیدایرهدرونتصویرایندر

𝐷

180°
=

𝑅

رادیان 𝜋

120° =
2𝜋
3

رادیان

30

20

10

40
50

60
708090100110

120
130

140
150

160

170

180

190

200

210
220

230
240 250 260 270 280 290

300
310

320
330

340

350

360و0

درجه

𝜃

−𝜃

7𝜋
4

11𝜋
6

4𝜋
3

5𝜋
4

7𝜋
6

5𝜋
6

3𝜋
4

2𝜋
3

𝜋

2
𝜋

3
𝜋

4

𝜋

6

𝜋 2𝜋و 0

0/1

0/2

0/3

0/4
0/5

0/6

0/7
0/8

0/9
1

1/21/31/41/5

1/1

1/61/8 1/7
2

1/9

2/1
2/2

2/3
2/4

2/5
2/6

2/7

2/8

2/9

3

3/1

3/2

3/3
3/4

3/5

3/7

3/9
3/8

4
4/1

4/2
4/3

4/4 4/5 4/6 4/7 4/8 4/9
5 5/1

3/6

5/2
5/3

5/4
5/5

5/6

5/7

5/8

5/9

6

6/1

6/2

3𝜋
2

5𝜋
3
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متر 4یک کارگر شهرداری می خواهد محیط قطاعی از یک میدان دایره ای شکل به شعاع : 4سوال 

محیط این قطاع چقدر است؟. رادیان را گل کاری کند2/5با زاویة مرکزی

. به قسمت هاشور خوردة دایره، یک قطاع می گوییم

= 4 × 2/5 = 10 𝑚𝛼 =
𝑙

𝑟
→ 𝑙 = 𝑟. 𝛼

𝑙

محیط قطاع  = 2𝑟 + 𝑙 = 2 4 + 10 = 18 𝑚

.به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع و کمانی از دایره است قطاع گفته می شود



20

.  کابین دارد و کابین های آن شماره گذاری شده اند40فرض کنید سوار چرخ فلکی شده اید که : 5سوال 

28𝜋در جهت خلاف عقربه های ساعت نشسته باشید، بعد از 4اگر در آغاز حرکت شما روی کابین شمارة 
10

رادیان دوران، شما در موقعیت کدام کابین قرار دارید؟

360
40

= 9°

56 + 4 = 60

4

1
2
3

28𝜋
10

×
180
𝜋

= 504° 504°

9
= 56

9°

میزان دوران
بر حسب درجه

جابجاییکابین 

موقیت فعلی کابین

60− 40 = 20 .قرار داریم20کابین است پس ما در موقعیت کابین شمارة 40این چرخ و فلک دارای 



21

وردگیمیقرارمثلثاتیدایرهربعکدامدرکمانانتهایکهکنیدمشخصزیرهایزاویهازیکهربرای

.کنیدرسمنمونههمانندرازاویهتقریبیشکلسپس

کتاب درسی95صفحة1تمرین 

4𝜋
3

𝜋

4
5𝜋
6

.انتهای کمان در ربع چهارم است .انتهای کمان در ربع سوم است .انتهای کمان در ربع اول است .انتهای کمان در ربع دوم است
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طی120°فرض کنید برف پاک کن، کمانی به اندازه .سانتی متر است24طول برف پاک کن عقب خودرویی 

𝜋. می کند ≅ 3/14

کتاب درسی95صفحه 2تمرین 

است؟طول کمان طی شده توسط نوک برف پاک کن چند سانتی متر(ب

.اندازه کمان را برحسب رادیان به دست آورید(الف

120°

180°
=

𝑅

رادیان 𝜋 ⇒ 𝑅 =
120𝜋
180

=
2𝜋
3

رادیان

→
2𝜋
3
=

𝑙

24
→ 𝑙 = 16𝜋 ≅ 50/24 متر 𝛼سانتی =

𝑙

𝑟
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سانتی متر و ارتفاع 6شعاع قاعده مخروط. یک مخروط در زیر داده شده استةشکل فضایی و نیز شکل گسترد

اندازه زاویه قطاع حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟. می باشدسانتی متر 8آن 

کتاب درسی95صفحه 3تمرین 

𝜃
𝑅

𝑙

طبق رابطة فیثاغورس:  𝑅 = 82 + 62 = 100= 10

برابر با محیط قاعدة مخروط است

𝑙 = 2π𝑟
𝑟 = 2

𝑙 = 12π

𝜃 =
𝑙

𝑅
=

12𝜋
10

=
6𝜋
5

رادیان

𝑅
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از کرة زمین، که بر روی یک نصف النهار قرار دارند، 𝐵و 𝐴فاصلة دو نقطة 

.  ستمطابق شکل روبه رو، برابر طول کمانی از دایره گذرنده از آن دو نقطه ا

.بیدبا داشتن اندازة شعاع کره زمین فاصله بین دو نقطة داده شده را بیا

کتاب درسی95صفحه 4تمرین 

36°

180°
=

𝑅

رادیان 𝜋 ⇒ 𝛼 =
36𝜋
180

=
𝜋

5
رادیان

→
𝜋

5
=

𝐴𝐵

6320
→ 𝐴𝐵 = 1264𝜋 ≅ 3969 متر 𝛼کیلو =

𝑙

𝑟
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6400 + 400 = 6800𝑘𝑚

نظردربلمقاشکلمطابقراالمللیبینفضاییایستگاه:6سوال

کرهسطحبالایکیلومتری400تقریبیفاصلةدرکهبگیرید

𝐴نقطةزازمینیایستگاهتوسطایستگاهایناگر.داردقرارزمین

اینشود،رصدسازند،می45°زاویهزمینمرکزباکه𝐵نقطةتا

دهد؟میپوشش’𝐵به’𝐴ازخودمداردررامسافتیچهایستگاه

.کیلومتر فرض کنید6400شعاع تقریبی کرة زمین را 

.کنیممیتبدیلرادیانبهرا°45مرکزیزاویةابتدا(1

رادیانبرحسب𝐴𝑂𝐵مرکزیزاویةاندازة = 𝛼 = 45° ×
𝜋

180
=
𝜋

4
رادیان

.کنیممیتعیینرادارد،قرارآنرویفضاییایستگاهکهشکلایدایرهمدارشعاع(2

.یابیممیرا′𝐴′𝑂𝐵رویروبهکمانطول(3

= 6800×
𝜋

4
= 1700𝜋 =𝛼 =

𝑙

𝑟
→ 𝑙 = 𝑟. 𝛼 1700× 3/14 ≅ 5338 𝑘𝑚
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𝐷

180°
=
𝑅

𝜋
→

𝐷

180°
=

1
3/14

→ 𝐷 =
180°

3/14
≅ 57/3°

مجموع زاویه های پای ساق ها = 180° − 57/3° = 122/7°

هر یک از زاویه های پای ساق ها = 122/7° ÷ 2° = 61/35°

57/3° < 61/35° →

.ستدر نتیجه اندازه قاعده مثلث نیز نسبت به اندازه دو ساق مثلث کوچک تر ا

57/3° زاویهرویروبهضلع < 61/35° زاویهرویروبهضلع

= 1 × 3/14 = 3/14 𝑐𝑚𝛼 =
𝑙

𝑟
→ 𝑙 = 𝑟. 𝛼

درست است

درست است

.یددرستی یا نادرستی هر یک از جملات زیر را با ذکر دلیل بررسی کن: 7سوال 

رادیان باشد، آنگاه اندازه قاعدة این مثلث کوچک تر از اندازة 1اگر زاویه بین دو ساق مثلث متساوی الساقینی ( الف

.هر یک از ساق های آن است

.سانتی متر است3/14رادیان تقریبا برابر با 𝜋سانتی متر طول کمان روبه روی زاویة 1در دایره ای به شعاع ( ب
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𝐷

180°
=
𝑅

𝜋
→ 𝐷 =

6𝜋
5
×

180°

𝜋
= 216°

نادرست است

𝐷نادرست است =
2𝜋
3
×

180°

𝜋
= 120°

𝐷 =
𝜋

9
×

180°

𝜋
= 20°

𝐷 =
7𝜋
36

×
180°

𝜋
= 35°

⟹ 120° + 20° + 35° ≠ 180°

.انتهای کمان زاویة         رادیان در ربع دوم دایرة مثلثاتی قرار دارد( پ 6𝜋
5

.زاویه های        رادیان،     رادیان و          رادیان، زوایای یک مثلث را تشکیل می دهند( ت 2𝜋
3

7𝜋
36

𝜋

9
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